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Presentacion

Este manual de andlisis de datos es el primer volumen de una serie dedicada a revisar
los procedimientos estadisticos cominmente utilizados en el entorno de las ciencias
sociales y de la salud.

Por qué un nuevo manual de “analisis de datos”

La decisién de los paises del viejo continente de crear el Espacio Europeo de Educa-
cioén Superior ha obligado a las universidades europeas a realizar una reforma genera-
lizada de sus planes de estudios para adaptarlos a la nueva normativa. Esta reforma, que
en muchos casos ha supuesto cambios importantes, ha afectado a todas las disciplinas;
y los grados égmpados bajo la denominacién de “ciencias sociales” y “ciencias de la sa-
lud” no son una excepcion.

Este hecho, por si solo, ya bastaria para justificar la presentacién de-urrnuevo ma-
nual de analisis de datos con contenidos adaptados a los nuevos grados. Pero lo cierto
es que esto solamente ha sido la excusa para elaborar una propuesta acorde con nuestra
forma de entender-el andlisis de datos o, quiza seria mds exacto decir, acorde con nues-
tra idea de cudl es la mejor manera de iniciar a un estudiante en el analisis de datos.

Qué contenidos seleccionar

Nuestra idea de c6mo hacer las cosas afecta tanto a los contenidos seleccionados como
a la forma de presentarlos. En la seleccién de los contenidos se ha tenido en cuenta, por

-un lado, la presencia cada vez més extendida de programas informaticos y de ordenado-

res donde poder utilizarlos; y, por otro, el hecho de que, por lo general, los estudiantes,
profesores e investigadores que se mueven en el ambito de las ciencias sociales y de la
salud, ni son estadisticos ni pretenden serlo. \

En primer lugar, el poder contar con programas informéticos capaces de aplicar
cualquier procedimiento estadistico con suma facilidad y con el minimo esfuerzo ha
convertido en obsoletos algunos procedimientos a los que antes se les dedicaba bastate
atencién (por ejemplo, todo lo relativo a la agrupacién de variables en intervalos o a los
métodos abreviados de calculo); dejar de lado estos procedimientos ha permitido liberar
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espacio para incluir otros nuevos. Pero ademds, ya no es necesario invertir tiempo ha-
ciendo a mano calculos que no contribuyen en absoluto a entender el significado de lo
que se esta haciendo (como, por ejemplo, aplicar la férmula clasica del coeficiente de
correlacioén de Pearson para cuantificar el grado de relacién lineal entre dos variables),
lo cual contribuye de forma significativa a no tener que desviar la atencién de lo real-
mente importante, que, en nuestra opinién, no es precisamente realizar calculos, sino
aprender a elegir el procedimiento apropiado en cada caso y a interpretar correctamente
los resultados que ofrece. Aunque todos los procedimientos se presentan con suficiente
detalle como para poder aplicarlos a mano, de todos ellos se explica también como apli-
carlos con un programa informatico.

En segundo lugar, no se presta atencién detallada a algunos contenidos que, por ser
fundamento matemético de los procedimientos estadisticos, es habitual encontrarlos en
la mayoria de los manuales sobre analisis de datos y estadistica aplicada. En este sen-
tido, no se ofrece ningin capitulo dedicado a contenidos que suelen recibir bastante
atencién en otros manuales: la teoria de la probabilidad, que suele merecer al menos un
capitulo, se resume en un apartado; las distribuciones de probabilidad, que suelen tra-
tarse como un bloque en uno o dos capitulos, como un listado de distribuciones indepen-
dientes de lo demds, aqui se presentan como parte complementaria de otros procedi-
mientos y Unicamente se presta atencién a las mas importantes; y todo lo relacionado
con el estudio pormenorizado de la variables aleatorias (valores esperados y momentos,
funciones de probabilidad, etc.) se ha reducido a la minima expresién. Un profesional
de las ciencias sociales y de la salud no es un estadistico; y, muy probablemente, tam-
poco pretende serlo; consecuentemente, no necesita ser un experto en los fundamentos
matematicos de las herramientas estadisticas. Creemos que el énfasis hay que colocarlo,
mas bien, en conocer la utilidad de los procedimientos disponibles y en saber elegirlos,
aplicarlos e interpretarlos correctamente.

Cémo presentar los contenidos

En nuestra idea acerca de cudl es la mejor manera de iniciar a un estudiante en el ana-
lisis de datos también desempefia un papel importante la forma de presentar los conte-
nidos. Y esto afecta tanto a la ordenacion de los mismos como a la forma de exponerlos.

En lo relativo a la ordenacién de los contenidos, nuestra opcién, aunque poco con-
vencional, nos ha parecido que era la mejor apuesta. Por lo general, los manuales de
introduccién al analisis de datos presentan una primera parte con herramientas descrip-
tivas para una variable (distribuciones de frecuencias, graficos, estadisticos de posicion,
dispersién y forma, etc.) y para dos o maés variables (distribuciones conjuntas, relacién
lineal, regresion lineal), dedicando una segunda parte a la légica de la inferencia esta-
distica y a algunas herramientas inferenciales concretas para una y dos variables (con
atencion ocasional al estudio de més de dos variables). En nuestra propuesta, las herra-
mientas descriptivas se explican referidas a una sola variable; después se introducen los
conceptos inferenciales y, a partir de ahi, el anélisis de dos o mas variables se realiza
mezclando las herramientas descriptivas con las inferenciales.

Presentacion 15

Varias razones nos han hecho optar por este formato. La primera es mds bien de
tipo, podriamos decir, profesional. Cuando un analista de datos se enfrenta con un
archivo de datos, la primera tarea que aborda es la de intentar formarse una idea lo més
exacta posible acerca de las caracteristicas de los datos. Esta tarea se lleva a cabo apli-
cando, sin ideas preconcebidas, herramientas descriptivas y exploratorias a cada una de
las variables individualmente consideradas intentando identificar tanto regularidades
como anomalias. En una segunda fase, el analista mezcla variables para obtener nueva
informacion sobre las caracteristicas de los datos. Pero cuando se estudian dos o mas
variables simultdneamente es porque interesa, no sqlamente describirlas, sino compa-
rarlas o relacionarlas de acuerdo con un plan preconcebido (no se mezcla todo con to-
do); y para esto no suele ser suficiente aplicar herramientas descriptivas; son las herra-
mientas inferenciales las que ayudan a detectar la posible presencia de diferencias o
relaciones. De ahi que, en el estudio de més de una variable, nos parezca conveniente

* estudiar simultineamente las herramientas descriptivas vy las inferenciales.

La segunda razén es de tipo docente. Seglin nuestra experiencia, los conceptos infe-
renciales y la 1égica en la que se basan son los contenidos que més cuesta entender y
asimilar a quienes se acercan por primera vez al analisis de datos. Para facilitar la com-
prension de estos contenidos nos ha parecido buena idea darles dos repasos: uno més
basico e intuitivo (en este primer volumen) y otro algo més profundo y fundamentado
(en el segundo volumen). De ahi que en este primer volumen hayamos decidido incluir
varios capitulos dedicados a la 16gica de la inferencia estadistica y a la aplicacion de
algunas herramientas inferenciales concretas.

Por lo que se refiere a la forma de exponer los contenidos, hemos intentado prestar
mas atencion a los aspectos practicos o aplicados que a los tedricos o formales, pero sin
descuidar estos ultimos. Aunque este manual va dirigido, principalmente, a estudiantes
de disciplinas del &mbito de las ciencias sociales y de la salud, no se trata de un material
diseftado exclusivamente para ellos. También pretende servir de ayuda a los profesores
de analisis de datos y a los investigadores. Creemos que ambos pueden encontrar, en
éstey en los siguientes volimenes, las respuestas a muchas de las preguntas que se ha-
cen en su trabajo cotidiano.

Y todo ello sin olvidar que, en los tiempos que corren, no tiene sentido analizar da-
tos sin el apoyo de un programa informatico. Ahora bien, conviene tener muy presente
que, aunque las herramientas informaticas pueden realizar calculos con suma facilidad,
todavia no estan capacitadas para tomar algunas decisiones. Un programa informatico
no sabe si la estrategia de recogida de datos utilizada es la correcta, o si las mediciones
aplicadas son apropiadas; tampoco decide qué prueba estadistica conviene aplicar en
cada caso, ni interpreta los resultados del analisis. Los programas informaticos todavia
no permiten prescindir del analista de datos. Es el analista quien debe mantener el con-
trol de todo el proceso. El éxito de un anélisis depende de €1y no del programa informa-
tico. El hecho de que sea posible ejecutar las técnicas de andlisis més complejas con Ia
simple accidn de pulsar un botén tnicamente significa que es necesario haber atado bien
todos los cabos del proceso (disefio, medicién, andlisis, etc.) antes de pulsar ese botén.

No podemos dejar pasar la oportunidad que nos brinda esta presentacion para agra-
decer a nuestros compafieros Ludgerio Espinosa y Jesus Garrido, y a muchos de nues-
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tros alumnos y a no pocos lectores de nuestros trabajos previos, las permanentes suge-
rencias hechas para mejorar nuestra exposicion y la ayuda prestada en la caza de erratas.
Los errores y deficiencias que todavia permanezcan son, sin embargo, atribuibles sola-
mente a nosotros.

Las modificaciones que incluye esta segunda edicién son, esencialmente, las correccio-
nes hechas con el propésito de mejorar algunas explicaciones. Pero también se han de-
purado erratas, se han aligerado algunos contenidos (por ejemplo, las soluciones de los

ejercicios se han trasladado a la pagina web de la editorial) y se han reorganizado algu-
nos contenidos.

Antonio Pardo
Miguel Angel Ruiz
Rafael San Martin

Introduccion al analisis de datos

Qué es el analisis de datos

El andlisis de datos, o andlisis estadistico, es un conjunto de procedimientos disefifados
para resumir y organizar datos con el objetivo de extraer informaciény elaborar con-
clusiones. Este conjunto de procedimientos (del que todas las ciencias empiricas —me-
dicina, biologia, psicologia, sociologia, economia, educacion, etc.— hacen uso) pertenece
a una rama de las matemadticas llamada estadistica.

La estadistica es una ciencia relativamente modermna que ha surgido de la confluen-
cia de dos disciplinas independientes: el cdlculo de probabilidades, que surge como una
aproximacién matemdtica a los juegos de azar, y la estadistica, o ciencia del Estado,
centrada en llevar registros ordenados (contar, tabular, clasificar, censar, etc.) de los
datos del Estado. La union de ambas en el siglo X1X dio lugar a una nueva ciencia inte-
resada, fundamentalmente, en estudiar como obtener conclusiones de la investigacion
empirica mediante el uso de modelos matemdticos (ver Hays, 1994). La estadistica pue-
de concebirse como una ciencia que recoge, ordenay analiza los datos de una muestra
extratda de una determinada poblacién, para hacer inferencias acerca de esa poblacion
valiéndose del cdlculo de probabilidades (Amoén, 1979, pag. 37).

Es comun encontrar la estadistica dividida en dos partes: descriptiva ¢ inferencial.
La estadistica descriptiva consta de una serie de procedimientos disefiados para des-
cribir la informacion contenida en un conjunto de datos (generalmente una muestra); es
lo que se corresponde con lo que hemos llamado resumir y organizar datos.

La estadistica inferencial, también llamada inductiva, engloba una serie de proce-
dimientos que permiten generalizar (inferir, inducir) la informacién contenida en ese
conjunto particular de datos (muestra) al conjunto total de datos (poblacién) a los que
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representan; es lo que se corresponde con lo que hemos llamado extraer informacion
y elaborar conclusiones.

Por supuesto, para poder efectuar este salto de lo particular a lo general es crucial
que el conjunto de datos utilizados para obtener informacién (muestra) sea represen-
tativo del conjunto total de datos sobre el que se desearealizar la inferencia (poblacion);
es decir, es necesario efectuar una correcta seleccion de los datos. Esto se consigue me-
diante técnicas de muestreo, las cuales también pertenecen al &mbito de la estadistica.

En ocasiones se habla del cdlculo de probabilidades como de una parte de la esta-
distica, pero quiza es preferible entenderlo como una herramienta matematica de la que
se sirve la estadistica. En estadistica descriptiva, el calculo de probabilidades ayuda a
mejorar nuestro conocimiento acerca de cémo se comportan los datos; en estadistica
inferencial se utiliza para realizar el salto (hacer inferencia) de lo particular a lo general.

Una distincién habitual especialmente apropiada para contextualizar los contenidos
de este manual es la que suele hacerse entre estadistica tedrica y estadistica aplicada.
La estadistica tedrica se ocupa de investigar y proponer métodos formalmente validos
para organizar los datos y realizar inferencias; la estadistica aplicada se ocupa de apli-
car esos métodos a datos reales. Esta version aplicada es lo que actualmente llamamos
(probablemente debido a Tukey, 1962) analisis de datos (Agresti, 2002, 2007; Hardy
y Bryman, 2004; Keppel y Wickens, 2004; Keren y Lewis, 1993; Linoff, 2008; Maxwell
y Delaney, 2004; Ramsay y Silverman, 2002; Tamhane y Dunlop, 2000; Velleman y
Hoaglin, 2004; Zuur, Ieno y Smith, 2007; etc.).

En general, el andlisis de datos es un proceso que se desarrolla en fases: empieza
con la seleccidn y recopilacion de los datos (tarea que debe estar guiada por los objeti-
vos del estudio y por el correspondiente disefio de investigacion), contintia con la apli-
cacion de herramientas descriptivas para organizar y resumir la informacioén contenida
en los datos y termina (no necesariamente, pero si habitualmente) con la aplicacién de
herramientas inferenciales para efectuar comparaciones y estudiar relaciones.

Para qué sirve el analisis de datos

Las ciencias pueden clasificarse en formales y empiricas. En las ciencias formales (las
matematicas, por ejemplo) no hay necesidad de entrar en contacto con el mundo real;
basta con establecer un conjunto de postulados y proceder a partir de ellos por deduc-
cién logica.

En las ciencias empiricas, por el contrario, el objetivo fundamental es el de encon-
trar relaciones de tipo general (leyes) capaces de explicar el comportamiento de uno o
varios eventos reales cuando se dan las circunstancias apropiadas. Y, a diferencia de lo
que ocurre en las ciencias formales, esas leyes solamente pueden ser descubiertas y
verificadas observando el mundo real. Sin embargo, no existe cientifico o grupo de cien-
tificos capaces de observar todos los posibles eventos relacionados con una determina-
da ley. Las conclusiones sobre lo que ocurriré con la totalidad de una clase particular
de eventos se extraen a partir de la observacién de solamente unos pocos eventos de esa
clase. Esto es lo que se conoce como induccicn o generalizacion inductiva.
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Mientras las leyes de 1a deduccién 16gica (propias de las ciencias formales) permi-
ten llegar a conclusiones verdaderas a partir de premisas verdaderas, la generalizacion
inductiva (propia de las ciencias empiricas) intenta ir desde lo que se observa que ocurre
en un conjunto reducido de observaciones hasta la afirmacién de que eso mismo es vé-
lido también para el fotal de observaciones de la misma clase. ,

Este salto de lo particular a lo general posee un riesgo nada despreciable. Multitud
de factores influyen sobre los eventos observables alterando las similitudes y diferencias
entre ellos. Podria decirse que cada observacion es, en algiin sentido, diferente de la si-
guiente. En ciencias como la fisica (en algunas de sus parcelas, al menos), esta dife-
rencia entre observaciones consecutivas es, generalmente, bastante reducida, de modo
que unas pocas observaciones de un mismo evento suelen producir resultados muy pa-
recidos, si no idénticos. En este contexto, la generalidad de las conclusiones obtenidas
inductivamente no constituye un problema importante. Pero ése no es el caso en la ma-
yoria de las ciencias empiricas (medicina, biologia, psicologia, sociologia, economia,
etc.). En estas ciencias, la variacién existente entre las distintas observaciones de un
mismo evento no puede ser sometida, habitualmente, a un control riguroso. Las fuentes
de variacién existentes son muy numerosas y resultan extremadamente dificiles de iden-
tificar, medir y controlar. En estas circunstancias, las conclusiones a las que es posible
llegar inductivamente requieren la utilizacién de una metodologia en cierto sentido
especial. Y es precisamente la estadistica, mediante el conjunto de procedimientos o
herramientas englobadas bajo la denominacién de andlisis estadistico o andlisis de
datos, la encargada de proporcionar a las ciencias empiricas esa metodologia.

La mds importante aplicaci6n del analisis de datos est4, por tanto, relacionada con
el concepto de incertidumbre, entendida ésta como la tendencia de un resultado a variar
cuando se efectian repetidas observaciones del mismo bajo condiciones idénticas. En
situaciones deterministas (situaciones en las que una misma causa produce siempre un
mismo resultado: un cuerpo desplazado a una velocidad constante v durante un tiempo
¢ recorre un espacio ), el lgebra o el anélisis matematico bastan para alcanzar el nivel
de comprension buscado. Por el contrario, en situaciones aleaforias (situaciones en las
que una misma causa puede producir cualquiera de un conjunto de resultados posibles:
el resultado de lanzar moneda al aire, la respuesta de un paciente a un tratamiento, etc.),
es necesario recurrir al analisis de datos, es decir, a las-herramientas que proporciona
la estadistica, para poder extraer conclusiones fiables.

Niveles de indagacién: descriptivo, relacional, explicativo

Yahemos sefialado que el analisis de datos debe ser entendido, ante todo, como un con-
junto de herramientas al servicio de la investigacién empirica. Pero no existe una tnica
forma de hacer investigacion empirica, sino que ésta puede desarrollarse en diferentes
niveles de indagacion (puede consultarse Rosenthal y Rosnow, 1991, para profundizar
en los contenidos de este apartado).

Supongamos que un investigador interesado en comprender ciertos aspectos rela-
cionados con el rendimiento académico viene observando que entre losalumnos de en-
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sefianza primaria existen diferencias individuales en comprension lectora. Para obtener
alguna evidencia adicional sobre su sospecha, decide seleccionar una muestra aleato-
ria de sujetos y pasarles una prueba de comprension lectora. Supongamos que, analiza-
dos los datos, nuestro investigador encuentra que los sujetos, efectivamente, difieren
en comprension lectora. Su investigacion se encuentra, de momento, en un nivel al que
podemos llamar descriptive: ha conseguido dar respuesta a la pregunta cémo son las
cosas (en concreto, ha encontrado que no todos los sujetos tienen el mismo nivel de
comprension lectora). En este nivel de indagacion se intenta obtener conocimiento so-
bre algo desconocido, identificar problemas de investigacion y generar ideas (posibles
soluciones a los problemas) para ser estudiadas a otros niveles.

Constatado el hecho de que los sujetos difieren en comprensién lectora, nuestro
investigador decide averiguar si esos mismos sujetos difieren en el tipo de pautas moti-
vacionales que manifiestan. Evalia tal circunstancia (existen procedimientos apropia-
dos para ello; ver Pardo y Alonso, 1990) y llega a la conclusién de que, efectivamente,
los sujetos muestran pautas motivacionales diferentes.

Sinuestro investigador decidiera detener ahi su estudio, quedaria ubicado en un ni-
vel de indagacién de tipo descriptivo. Pero este nivel de indagacion raramente resulta
satisfactorio para un investigador estimulado por la curiosidad. Por esta razon, decide
poner en relacién los dos hechos observados y descubre que en los sujetos con mejor
comprension lectora predomina un tipo de pautas motivacionales (orientacién hacia el
aprendizaje) completamente diferentes de las que predominan en los sujetos con peor
comprension lectora (orientacion hacia la ejecucion).

Nuestro investigador se ha situado en un segundo nivel de indagacion que suele
denominarse relacional: ha conseguido dar respuesta a la pregunta cémo unas cosas se
relacionan con otras. Es razonable pensar que el resultado de la investigacion empirica
no puede limitarse inicamente a una coleccion de hechos. Los hechos deben ser conec-
tados entre si de una forma légica y sistemaética para constituir conocimiento organi-
zado. La investigacion de tipo relacional permite avanzar hacia ese objetivo intentando
(1) descubrir qué hechos se encuentran relacionados —y en qué medida—y (2) predecir
unos a partir de otros.

Supongamos por tltimo que nuestro investigador, sospechando que las pautas mo-
tivacionales especificas de cada sujeto podrian estar condicionando el nivel de compren-
sion lectora que alcanzan, decide seleccionar dos grupos aleatorios de sujetos y entrenar
a cada uno con pautas motivacionales diferentes (existen procedimientos apropiados
para ello; ver Pardo y Alonso, 1990). Tras finalizar el entrenamiento y evaluar el nivel
de comprension lectora de todos los sujetos, encuentra que los entrenados en orientacién
hacia el aprendizaje muestran mejor comprension lectora que los entrenados en orienta-
cion hacia la ejecucién.

Nuestro investigador se acaba de situar en un nivel de indagacién denominado ex-
plicative: ha conseguido dar respuesta (al menos una respuesta parcial) a la pregunta
como las cosas han llegado a ser de la forma que son o, dicho de otra forma, por qué
las cosas son como son. Este nivel de indagacion permite establecer relaciones de tipo
causal entre los eventos, de manera que lo que ocurre con uno o varios de ellos puede
ser explicado recurriendo a otro o varios diferentes: por ejemplo, las pautas motivacio-
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nales influyen en el nivel de comprension lectora; es decir, los sujetos difieren en com-
prensién lectora porque poseen, entre probablemente otras cosas, pautas motivacionales
diferentes.

Esta distincién entre niveles de indagacién es de fundamental importancia a la hora
de establecer el tipo de conclusiones que es posible extraer de un andlisis de datos. Por
supuesto, las técnicas de analisis de datos pueden ser aplicadas a cualquier conjunto de
datos independientemente del nivel de indagacién en el que pueda situarse un estudio
(es decir, en todo estudio se dispone de datos susceptibles de ser analizados). Pero una
técnica de andlisis de datos no determina el nivel de indagacién en el que es posible
situar las conclusiones de un estudio. Esto viene condicionado, no por la técnica de ana-
lisis, sino por la estrategia de recogida de datos adoptada.

La recogida de datos se realiza en el contexto de un disefio de investigacién (es
decir, de un plan de actuacion) y, dependiendo del fenémeno estudiado y del nivel de
comprension que se desee (o0 se pueda) obtener del mismo, puede efectuarse siguiendo
dos caminos alternativos: (1) esperando que aparezca el fenomeno que se desea estudiar
y observandolo cuando ocurre (disefio observacional); y (2) provocando que ocurra
bajo circunstancias controladas y registrandolo al producirse (disefio experimental).

Estas dos formas alternativas de plantear la recogida de datos (con las variantes que
se les quiera afiadir) difieren, basicamente, en el grado de control que se ejerce sobre
los diferentes elementos del escenario en el que se da el fendmeno que se tiene inten-
ci6n de estudiar, siendo este control maximo en la metodologia experimental y minimo
en la observacional.

En la metodologia experimental se ejerce control tanto sobre las condiciones del
estudio como sobre el conjunto de variables no incluidas en el estudio; las condiciones
del estudio se controlan creandolas (es el propio investigador el que genera las condicio-
nes; por ejemplo, el tipo de tratamiento, la intensidad de un estfmulo; etc.); el resto de
variables se controlan asignando a cada condicion del estudio una muestra aleatoria de
sujetos: se asume que el azar iguala los grupos en el conjunto de variables no incluidas
en el estudio. Cuando el investigador de nuestro ejemplo se encontraba en el nivel des-
criptivo, se habia limitado a seleccionar una muestra aleatoria de sujetos y a obtener un
registro de la respuesta que deseaba estudiar sin ejercer control sobre ningtin elemento
de la situacion. Posteriormente, al situarse en el nivel explicativo, ejercié control sobre
el tipo de pautas motivacionales (manipul6 las condiciones del estudio creando dos tipos
de entrenamiento: orientacién al aprendizaje y orientacion a la ejecucion) e igualé los
grupos mediante asignacién aleatoria. Ademas, cre6 una situacién en la que se podrian
haber controlado otros aspectos (igualando los dos grupos en el nivel de comprensién
lectora previa al entrenamiento o en alguna otra caracteristica sospechosa de afectar a
]a comprensién lectora como, por jemplo, el cociente intelectual, etc.).

A medio camino entre la metodologia observacional y la experimental se encuentra
la metodologia correlacional (también llamada selectiva y cuasi-experimental). Se da
en ella un mayor grado de control que en la observacional (existe, por ejemplo, selec-
ci6n —de ahi el nombre de selectiva— de las condiciones del estudio y, en ocasiones,
manipulacién de esas condiciones —de ahi el nombre de cuasi-experimental-; es posible
controlar el efecto de algunas variables no incluidas en el estudio; etc.), pero no se 1a
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en ella el grado de control propio de la metodologia experimental. La principal diferen-
cia entre ambas metodologias es que en la correlacional no existe asignacion aleatoria
de los sujetos a las condiciones del estudio. Esto se debe, unas veces, a que no es posi-
ble hacerlo; por ejemplo, al comparar el salario de hombres y mujeres no es posible de-
cidir quién es hombre y quién es mujer; eso es algo que viene dado. Y, otras, a que no
interesa hacerlo por razones précticas o éticas; por ejemplo, al comparar dos métodos
de ensefianza se decide aplicar cada método a los alumnos de un aula simplemente por-
que no se considera apropiado mezclar los alumnos aleatoriamente solamente por el
interés de la investigaci6n; o al comparar los problemas respiratorios de fumadores y
no fumadores no se considera ético (ni probablemente habria sujetos dispuestos a ello)
seleccionar al azar sujetos no fumadores y convertir a parte de ellos en fumadores.

La principal consecuencia de la falta de asignacidn aleatoria a las condiciones del
estudio es que no se trabaja con grupos equivalentes. Y esto significa que, a diferencia
delo que ocurre en los disefios experimentales, en los selectivos y cuasi-experimentales
no es posible conocer con certeza si las diferencias y relaciones encontradas se deben
a las condiciones del estudio (sexo, tabaquismo, etc.) o al efecto de terceras variables
que no se han podido controlar.

Lo que interesa destacar al introducir esta breve descripcion de las diferentes es-
trategias de recogida de datos es que la utilizacién de una u otra técnica de analisis (es
decir, de una u otra herramienta estadistica) no determina, por ella misma, el tipo de
conclusiones que es posible extraer de un andlisis. Una técnica de andlisis sirve para
comparar grupos y pararelacionar variables y, como consecuencia de ello, para detectar
posibles diferencias y posibles relaciones. Pero unatécnica de analisis no permite saber
a qué se deben las diferencias y relaciones detectadas. Ciertamente, hay algunas técnicas
de andlisis m4s caracteristicas de unas metodologias que de otras. Pero el principal de-
terminante del nivel de indagacion en el que es posible situarse no es la técnica de ané-
lisis aplicada, sino la estrategia de recogida de datos utilizada. En términos generales,
se puede afirmar que las metodologias observacional y selectiva generan, basicamente,
investigacién descriptiva y relacional, mientras que la metodologia experimental genera,
basicamente, investigacion explicativa'.

Escalas de medida

El andlisis de datos se basa, obviamente, en datos. Pero un dato no es otra cosa que un
niimero. Lo cual significa que, para poder analizar datos, es necesario asignar nimeros
a las caracteristicas de las personas u objetos que se desea estudiar. Ahora bien, ese
proceso consistente en asignar niimeros a las caracteristicas que se desea estudiar, pro-

' La posibilidad de establecer relaciones de tipo causal entre eventos no es algo que venga determinado exclusi-
vamente (aunque tal vez si principalmente) por la estrategia de recogida de datos utilizada. Cuando un cuerpo de
conocimientos bien organizado (teoria) es capaz de predecir determinado tipo de estructura relacional entre eventos,
también es posible llegar a conclusiones de tipo causal (independientemente del nivel de indagacién alcanzado de-
bido alas restricciones impuestas por el disefio de investigacion). Para profundizar en toda esta problematica puede
consultarse, por ejemplo, Davis (1988).
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ceso denominado medida o medicidn, no es responsabilidad de la estadistica. De ese
proceso se encarga la feoria de la medida, la cual tiene por objeto el estudio de los di-
ferentes modelos que permiten establecer las reglas que es necesario seguir para una
correcta asignacion de numeros. i

Si la caracteristica o propiedad que se desea medir existe en una cierta cantidad, la
medicion consiste simplemente en asignar a esa caracteristica, de acuerdo con alguna
regla, un mimero capaz de expresar esa cantidad con la mayor precisién posible. Asi es
como se hace con caracteristicas como la longitud, el peso o el tiempo; disponiendo de
un instrumento de medida apropiado, la medicion de estas caracteristicas no constituye
un problema importante. El problema surge cuando se desea medir caracteristicas que
no est4 tan claro que puedan ser cuantificadas.

No es éste, por supuesto, el lugar adecuado para entrar en el debate histérico que
ha suscitado este problema, pero si nos parece conveniente seflalar que, gracias al per-
sistente esfuerzo de no pocos cientificos, a partir del Congreso sobre Medicién para el
Avance de la Ciencia y la Tecnologia, celebrado en Mosci en 1979, la medicién de
caracteristicas aparentemente poco cuantificables dej6 de ser prohibitiva y empez6 a
adquirir el reconocimiento por el que tanto tiempo estuvo luchando.

Hoy, lamedicion no se concibe exactamente como la asignacion de un numeral que
exprese la magnitud de cierta propiedad. Medir consiste en hacer corresponder dos sis-
temas de relaciones: uno empirico (el de las propiedades que se desea medir) y otro
formal (el de los niimeros que se asignan en la medicién). Es necesario que las relacio-
nes presentes en el sistema formal reflejen las presentes en el sistema empirico para que
la correspondencia efectuada se considere una medicién.

Consideremos, como ejemplo, la caracteristica sexo. Para analizar datos referidos
a esa caracteristica puede atribuirse el nimero 1 a la modalidad sombre y el nimero 2
alamodalidad mujer. Consideremos ahora dos individuos y la caracterfstica sexo. O los
dos individuos son hombres, o los dos son mujeres, o uno.es hombre y el otro mujer.
Desde el punto de vista del analisis de datos, tras la medicién se tendrén dos unos, dos
doses, o un uno y un dos. Ahora bien, entre esos niimeros solamente podré establecerse
una relacién de igualdad o desigualdad. No podra establecerse, por ejemplo, una rela-
cion de orden (es decir, de mayor o menor), pues el valor 2 no indica mayor cantidad
que el valor 1 (ser mujer no indica, como es obvio, mayor posesion de la caracteristica
sexo que ser hombre, a pesar de que 1<2).

En este caso, los mimeros ‘inicamente sirven para identificar o distinguir las dos
modalidades de la caracteristica sexo. Sin embargo, en otros casos, con otras caracteris-
ticas, los nimeros permiten establecer otro tipo de relaciones. Los ntimeros que se asig-
nan a la caracteristica altura, por ejemplo, reflejan relaciones diferentes de las que re-
flejan los asignados a la caracteristica sexo. Un individuo que mide 180 cm posee mas
cantidad de altura que otro sujeto que mide 160 cm. Es decir, no todas las caracteristicas
se miden de la misma forma (los nimeros que se asignan no siempre significan lo mis-
mo) porque entre sus valores no siempre se da el mismo tipo de relacién.

Parece claro, por tanto, que la medicion es en unos casos mejor que en otros, en el
sentido de que en unos casos permite establecer un mayor nimero de relaciones que en
otros.
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La clasificacion de Stevens

De lo expuesto en los parrafos anteriores cabe deducir que, dependiendo del tipo de re-
laciones que puedan establecerse entre los valores (nimeros) asignados a una carac-
teristica, es posible definir diferentes niveles o escalas de medida. Tradicionalmente
se han distinguido cuatro niveles o escalas de medida (Stevens, 1946, 1951): nominal,
ordinal, de intervalos y de razén (utilizaremos indistintamente los términos escalas y
niveles de medida; por tanto, de una caracteristica medida utilizando, por ejemplo, una
escala ordinal, podremos decir, queriendo significar lo mismo, que su nivel de medida
es ordinal).

Lamedida nominal consiste en clasificar en categorias a los sujetos u objetos que
se desea medir haciendo que todos Jos sujetos u objetos clasificados dentro de la misma
categoria sean equivalentes en la caracteristica que se estd midiendo. Tras esto, se asig-
nan nimeros a las categorias establecidas y se considera que todos los sujetos u objetos
a los que se les ha asignado el mismo nimero son cualitativamente iguales en la
variable medida, mientras que los sujetos u objetos a los que se les ha asignado un
ntmero diferente (por haber sido clasificados en categorias diferentes) se considera que
son cualitativamente distintos. Las categorias utilizadas (tantas como valores o niveles
distintos tenga la caracteristica que se desea medir) deben reunir dos propiedades:
exhaustividad (todos los sujetos u objetos pueden ser clasificados en alguna de las
categorias) y exclusividad (cada sujeto u objeto puede ser clasificado solamente en una
de las categorias; es decir, las categorias no se solapan).

Esta escala de medida es la mas débil de todas en el sentido de que la inica relacién
que es posible establecer entre los sujetos u objetos medidos es la de igualdad-desigual-
dad. Los nimeros asignados actian simplemente como nombres o etiquetas para iden-
tificar las categorias establecidas: en lugar de niimeros podria utilizarse cualquier otro
simbolo y nada cambiaria (quiza no deberia decirse que la escala nominal es una escala,
pues no se estd escalando nada; simplemente se estan asignando etiquetas a los sujetos
u objetos medidos). :

Existen muchas caracteristicas con las que Unicamente puede conseguirse un nivel
de medida nominal: el sexo (hombre, mujer), el estado civil (soltero, casado, divorciado,
viudo, etc.), el lugar de procedencia (Madrid, Galicia, Andalucia, etc.), la nacionalidad,
la raza, el tipo de enfermedad, el tipo de tratamiento, el resultado de una tarea (éxito,
fracaso), la actitud hacia un objeto (a favor, en contra), etc. Para poder utilizar el ana-
lisis de datos con este tipo de variables es necesario asignar un valor numérico a cada
uno de sus valores.

Parea medir, por ejemplo, la variable tipo de neurosis, podemos asignar un 1 a los
sujetos con neurosis obsesiva, un 2 a los sujetos con newrosis histérica, un 3 a los
sujetos con neurosis fébica, etc. Pero es obvio que, viendo de qué tipo de variable se
trata, los nlumeros asignados seran, a todos los efectos, meros rétulos o nombres, por lo
que lo tnico que permitiran afirmar acerca de los sujetos u objetos medidos es si son
iguales o distintos en la variable medida, es decir, si pertenecen o no a la misma cate-
goria de la variable (obviamente, un sujeto con neurosis fébica no es igual a un sujeto
con neurosis obsesiva mds otro con neurosis fobica, a pesar de que 3 =1+ 2; y esta
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igualdad no se verifica porque la asignacion de los valores 1, 2, 3, ..., se ha hecho de
forma arbitraria).

La medida ordinal consiste en asignar a los sujetos u objetos medidos un nimero
que permita ordenarios segin la cantidad que poseen de la caracteristica medida. En la
escala o medida ordinal, ademads de estar presente la relacién de igualdad-desigualdad
propia de la escala nominal, los nimeros asignados permiten saber si la cantidad de ca-
racteristica que posee un sujeto u objeto es mayor que o menor que la cantidad que po-
see otro sujeto u objeto cualquiera.

En las ciencias sociales y de la salud es frecuente encontrarse con caracteristicas en
las que resulta apropiado utilizar una escala de medida ordinal. La satisfaccién con un
producto o servicio, el bienestar psicolégico, el dolor percibido, la actitud hacia suje-
tos u objetos, el cociente intelectual, etc., son ejemplos de caracteristicas que suelen me-
dirse con una escala ordinal. Es posible ordenar, por ejemplo, un conjunto de sujetos
segtin su grado de satisfaccion con un determinado servicio: asignando un 1 al sujeto
mas satisfecho, un 2 al sujeto més satisfecho de los restantes, un 3 al siguiente, etc. Al
final se tendran # sujetos ordenados segun su grado de satisfaccion. Al hacer esto, ya
no solo es posible afirmar que dos sujetos a los que se les ha asignado un namero dife-
rente poseen un grado de satisfaccion diferente (como se hace en el nivel de medida no-
minal), sino, ademas, que el grado de satisfaccion de tal sujeto es mayor o menor que
el de tal otro. Sin embargo, no es posible afirmar nada acerca de la magnitud de la di-
ferencia existente entre dos niimeros. En el nivel de medida ordinal se desconoce si la
diferencia existente entre los sujetos a los que se les ha asignado un 1 y un 2 es igual
(o distinta) que la diferencia existente entre los sujetos a los que se les ha asignado un
3y un 4. De modo que la diferencia en grado de satisfaccion entre los sujetos a los que
se les ha asignado un 1 y un 2 puede no ser (y normalmente, en este nivel de medida,
no lo serd) la misma que entre los sujetos a los que se les ha asignado un 2y un 3.

En la medida de intervalos, ademés de poder afirmar que la caracteristica medida
se da con mayor intensidad en un sujeto u objeto que en otro (relacién alcanzada ya en
la escala ordinal), también es posible determinar la magnitud de la diferencia existente
entre dos sujetos u objetos medidos, es decir, la cantidad en la que difieren.

Se elige una unidad de medida y, tras ello, se asigna a cada sujeto u objeto medi-
do un nimero indicativo de la cantidad de caracteristica que posee en términos de las
unidades de medida elegidas. Asi, un objeto al que se le asigna la puntuacion 12 en una
escala de intervalos tiene 2 unidades de medida més que un objeto al que se le asigna
la puntuacién 10; del mismo modo, un objeto al que se le asigna la puntuacién 6 tiene
2 unidades de medida mds que un objeto al que se le asigna la puntuacién 4. Entre 10
y 12 existe la misma diferencia, en cantidad de caracteristica, que entre 4 y 6.

Pero en la escala de intervalos no se puede afirmar que 12 es el doble de 6. La ra-
Z6n es que no existe cero absoluto, es decir, no existe un valor numérico que indique
ausencia total de cantidad. El valor numérico 0 s un punto més de la escala, un punto
arbitrario. La temperatura, por ejemplo, es una caracteristica que se mide utilizando una
escala de intervalos. Cuando se dice, en escala Celsius, que ayer hubo 20 grados de tem-
peratura méxima y hoy 235, se esté diciendo no solo que hoy hubo més temperatura que
ayer (afirmacién propia de la escala ordinal), sino que hoy hubo 5 grados méas de tem-
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peratura que ayer. Del mismo modo, 20 grados son 5 més que 15. La diferencia entre
15 y 20 grados es la misma que entre 20 y 25, y esto es mas de lo que puede afirmar-
se con una escala ordinal. Sin embargo, no es posible afirmar que 20 grados represen-
ten el doble de temperatura que 10, pues en la escala Celsius, el valor cero es un punto
arbitrario de la escala y, por tanto, no indica ausencia de la caracteristica medida.

Lamedida de razén afiade a la de intervalos la presencia del cero absoluto. Es de-
cir, el cero de una escala de razén indica ausencia total de la caracteristica medida. Por
tanto, no es un punto arbitrario de la escala (como ocurre en la escala de intervalos),
sino el punto que indica que no existe cantidad alguna de la caracteristica medida. Al
igual que en la escala de intervalos, también aqui las diferencias entre los objetos me-
didos son constantes (existe una unidad de medida), pero, ademas, la presencia del cero
absoluto permite afirmar que la caracteristica medida se da en un objeto el doble, el tri-
ple, etc., que en otro. El tiempo, la extension y el peso, por ejemplo, son caracteristicas
medidas en escala de razén. No solo es posible afirmar que la diferencia existente entre
30y 60 segundos es la misma que entre 60 y 90 (afirmacion valida también en la escala
de intervalos), sino, ademas, que 60 segundos son el doble de 30 segundos. Ademas, el
valor cero referido al tiempo, o a la extensién, o al peso indica que no hay tiempo, que
no hay extension, que no hay peso.

El rol de las escalas de medida

La importancia de distinguir apropiadamente las diferentes escalas de medida radica
en que la eleccion de los diferentes procedimientos estadisticos est4, en buena medida,
condicionada por el tipo de mediciones de que se dispone. Este es el punto de vista de-
fendido por muchos expertos a partir de las aportaciones iniciales de Stevens (Kornbrot,
1990; Siegel y Castellan, 1988; Townsend y Ashby, 1984; Westerman, 1983; etc.). Para
otros muchos, sin embargo, €l rol de las escalas de medida en la eleccién de los proce-
dimientos estadisticos es mas bien irrelevante (Anderson, 1961; Binder, 1984; Davison
y Sharma, 1988; Gaito, 1960, 1980, 1986; Gardner, 1975; Maxwell y Delaney, 1985;
Wright, 1997a, etc.). Para una revision de los distintos puntos de vista relacionados con
esta controversia puede consultarse Zumbo y Zimmerman (2000). Aunque éste no es el
lugar para profundizar en esta problematica, si nos parece conveniente hacer algunas
reflexiones que puedan ayudar a quienes se inician en el analisis de datos.

Existen multitud de caracteristicas de diferente indole en las que no resulta facil de-
terminar el nivel de medida que es posible alcanzar. El hecho de que las cuatro escalas
de medida descritas sean exhaustivas (cualquier caracteristica puede ser medida con
alguna de ellas) y mutuamente exclusivas® (no se solapan) constituye un verdadero pro-

% Unas escalas de medida son més débiles o més fuertes que otras en funcién de la precision con la que permiten
medir: la escala nominal es la mas débi; la escala de razén es la més fuerte. Las propiedades de una escala de medida
inferior (més débil) estan contenidas en cualquiera de las escalas superiores (més fuertes). Desde este punto de vista,
las diferentes escalas de medida no pueden considerarse, en rigor, mutuamente exclusivas. Sin embargo, si atende-
mos al nivel de medida m4s alto que puede alcanzar una caracteristica en funcién del tipo de relaciones que puedan
establecerse entre sus niveles, entonces si es posible hablar de exclusividad, pues, desde este punto de vista, a una
caracterfstica dada sélo le corresponde un nivel de medida.
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blema a la hora de trabajar con algunas caracteristicas. Supongamos que se mide la ca-

racteristica percepcion subjetiva de dolor en 3 sujetos con una escala de 0 a 100 puntos,

y que se obtiene una puntuacién de 10 para el primero de ellos, de 20 para el segundo

y de 90 para el tercero. En sentido estricto, en una escala de este tipo no es posible afir-

mar que la distancia existente entre una puntuacién de 10 y otra de 20 (10 puntos) es

equivalente a la distancia existente entre una puntuacion de 50 y otra de 60 (también 10

puntos). Y no es posible afirmar tal cosa porque en una escala de percepcion subjetiva
de dolor no existe una unidad de medida que garantice tal equivalencia. Segin esto,

deberia considerarse que la medida obtenida es de tipo ordinal, lo que permitiria con-
cluir, tan solo, que el tercer sujeto percibe mds dolor que el segundo y éste mas que el

primero. Sin embargo, si se pidiera opinién a unos cuantos expertos, seguramente todos

coincidirian en afirmar, no solo que el tercer sujeto (90) manifiesta percibir mas dolor
que los otros dos (10 y 20), sino que las respuestas de estos dos sujetos se parecen entre
si més de lo se parecen a la respuesta del tercero. Ahora bien, esta afirmacién supera el

alcance de las propiedades de una escala ordinal. Consecuentemente, parece razonable
pensar que una escala de percepcion subjetiva de dolor (al igual que una escala de ac-

titudes, o de satisfaccion, o de calidad de vida, o de depresion, o de inteligencia, etc.).
no puede identificarse con la escala ordinal comun. Més bien parece que la frontera en-

tre la escala ordinal y la de intervalos es lo bastante difusa como para poder asegurar

que muchas caracteristicas aparentemente medidas con una escala ordinal pueden ser

tratadas como si estuvieran medidas con una de intervalos. Y esto es algo que un ana-

lista de datos no puede pasar por alto. —

Para terminar este apartado conviene insistir en una idea importante. En principio,
cualguier conjunto de nimeros es susceptible de ser tratado por cualquiera de las herra-
mientas estadisticas disponibles; es decir, no existe ninguna herramienta estadistica cuya
mecanica no pueda seguirse porque los numeros asignados al efectuar Ta medicién no
sean los apropiados. Pero una herramienta estadistica no quita ni pone significado a los
numeros que analiza. El hecho de que los nimeros posean uno u otro significado no es
un problema que pueda resolverse con la utilizacién de una u otra herramienta estadis-
tica, sino desde la teoria de la medida y desde el conocimiento por parte del investiga-
dor de las propiedades de las caracteristicas que estudia. Por esta razén es importante
conocer la problematica relacionada con las escalas de medida: el conocimiento de esta
problematica puede servir, al menos, para saber si, con los numeros disponibles, tiene
0 no sentido efectuar determinado tipo de operaciones.

Programas informaticos para el analisis de datos

Hasta hace pocos afios, la mayor parte de los procedimientos estadisticos se aplicaban
con la ayuda de una calculadora de bolsillo. Légicamente, los manuales de andlisis de
datos estaban disefiados teniendo en cuenta esta circunstancia. Afortunadamente los
tiempos han cambiado. Actualmente existen ordenadores y programas informéticos ca-
paces de réalizar los calculos mds complejos con suma rapidez y con el minimo es-
fuerzo.
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Este nuevo escenario ha guiado tanto la seleccion de los contenidos de este manual
como la forma de exponerlos. Por un lado, se han incluido algunos procedimientos (par-
ticularmente en los siguientes voliimenes) cuya aplicacion seria impensable (o muy difi-
cil) sin la ayuda de un ordenador. Por otro, la exposicidn se ha centrado no tanto en el
aparato matematico asociado a cada procedimiento como en el aprendizaje orientado a
saber elegir en cada momento el procedimiento apropiado, a ejecutarlo con un programa
informatico y a interpretar correctamente los resultados. Por supuesto, esto no implica
renunciar a las formulas matematicas, pues muchas de ellas son muy ttiles, no solamen-
te para definir algunos conceptos, sino para entenderlos. Pero ya no es necesario seguir
invirtiendo tiempo en hacer a mano o con una calculadora de bolsillo algunos célculos
que pueden hacerse de forma sencilla, rdpida y libre de errores con un ordenador.

La lista de programas informaticos disponibles para el anélisis de datos es intermi-
nable. Muchos de ellos son generales: incluyen la mayoria de las técnicas estadisticas
que un analista puede necesitar; otros muchos son especificos: se centran en una técnica
concreta o en un conjunto reducido de técnicas. Entre los de caracter general (que son
los que mds nos interesan aqui, pues estudiaremos diferentes técnicas) destacan, entre
otros, IBM SPSS Statistics, SAS, R/S-Plus, Stata'y Minitab. Todos ellos son excelentes
herramientas de andlisis estadistico, pero quiza el IBM SPSS Statistics sea el de mayor
implantacion tanto en el &mbito académico como en el profesional: a su innegable po-
tencial para el andlisis hay que afiadir sus prestaciones como base de datos y su facilidad
de manejo. Por tanto, para explicar como aplicar las diferentes técnicas estadisticas con
un programa informético, utilizaremos el IBM SPSS Statistics (IBM Corp., 2013).

Quienes necesiten una ayuda extra para implementar con SPSS los procedimientos
que estudiaremos aqui, o para interpretar correctamente los resultados que ofrece el pro-
grama, pueden recurrir al excelente trabajo de Field (2013).

Soluciones en www.sintesis.com

A continuacién se enumeran algunas de las caracteristicas (variables) con las que puede encon-
trarse un analista de datos en su trabajo cotidiano. El objetivo de este ejercicio es el de aprender
a identificar el nivel de medida (nominal, ordinal, de intervalos, de raz6n) que puede alcanzarse
con estas caracteristicas. Para responder correctamente a esta pregunta deben tenerse en cuenta
las consideraciones hechas en el apartado Ro! de las escalas de medida.

Percepcién subjetiva del dolor.

Grupo de tratamiento (experimental, control).
Satisfaccién con un determinado servicio.
Peso de los recién nacidos.

Tiempo de reaccioén.

Calidad percibida del estado de salud general.

The RS =R
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Rendimiento en el test de inteligencia Raven.
Actitud hacia el aborto (en contra, indiferente, a favor).
Rendimiento en una prueba de célculo numérico.
Nivel socioeconémico (bajo, medio, alto).
Numero de aciertos en una prueba de rendimiento.
Calidad del material recordado.

. Nivel de ansiedad.
Intensidad del ruido ambiental.
Arios de experiencia educativa de un profesor.
Color de un estimuio (rojo, amarillo, verde, azul).
Dosis de un farmaco (0 mg, 100 mg, 250 mg, 500 mg).
Grado de dificultad de una pregunta.
Nivel de alcohol en sangre (g/1).
Consumo de alcohol (nulo, bajo, medio, alto).
Nutmero de cigarrillos/dia.
Tabaquismo (fumadores, exfumadores, no fumadores).
Puntuaciones en la escala de depresion de Hamilton.
Numero de accidentes de trafico ocurridos en fin de semana.
Tipo de ideologia politica (izquierda, centro, derecha).
Nivel de conservadurismo medido en el continuo izquierda-derecha.
Tipo de tratamiento antidepresivo (farmacoldgico, psicolégico, mixto). ,

NY REERDLINOSTO My §yarrsn

/
A continuacién se describen, de forma resumida, varios estudios. El objetivo de este gjercicio es

clasificar cada estudio en funcién del nivel de indagacion (descriptivo, relacional, explicativo)
en el que es posible situar sus conclusiones.

a. Se hallevado a cabo un estudio para determinar si los dibujos actiian como facilitadores o
entorpecedores del aprendizaje de palabras en nifios de 3 y 4 afios. Se han seleccionado alea-
toriamente 80 nifios de una escuela infantil y, tras repartirlos en dos grupos al azar, a la mitad
de ellos se les ha ensefiado nuevas palabras sin utilizar ilustraciones y a la otra mitad se les
ha ensefiado las mismas palabras ilustradas con sencillos dibujos. Tras el entrenamiento se
ha registrado el namero de palabras aprendidas por cada nifio.

b. Porinformacién recogida en estudios previos se sabe que, en la poblacién de madrilefios ma-
yores de 15 afios, la proporcién de fumadores, exfumadores y no fumadores es de 0,30, 0,12
y 0,58, respectivamente. Se desea averiguar si, en la poblacién de jovenes con edades com-
prendidas entre los 15 y los 25 afios, se reproduce esa misma pauta. Para ello, se ha selec-
cionado una muestra aleatoria de 250 sujetos en la que se han encontrado 88 fumadores, 12
exfumadores y 150 no fumadores.

c. Segun sugieren algunos trabajos, los nifios con problemas perceptivos aumentan, con entre-
namiento adecuado, su rendimiento en preguntas del test de Raven que habitualmente no
resuelven por carecer de las estrategias adecuadas. Con el fin de obtener evidencia adicio-
nal sobre esto, un investigador ha seleccionado una muestra aleatoria de 10 nifios con pro-
blemas perceptivos y les ha pasado el test de Raven para obtener una medida inicial en el
test. Después ha entrenado a los 10 nifios durante 2 meses en tareas de percepcién de for- mas
vy, terminado el entrenamiento, ha vuelto a pasarles el test para obtener una nueva medida con
la que comparar la medida inicial.

d. Un investigador sospecha que los hombres y las mujeres difieren en sus actitudes hacia €l
aborto. Para confirmar sus sospechas selecciona aleatoriamente una muestra de hombres y
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Un investigador desea comprobar si la ingestion de alcohol reduce la capacidad de los sujetos
para reaccionar a letras presentadas mediante taquistoscopio. Para ello, forma 10 parejas
aleatorias de tal forma que los sujetos de cada pareja estin ignalados en agudeza visual. Un
sujeto de cada pareja, seleccionado al azar, recibe una determinada dosis de alcohol. Al cabo
de un tiempo preestablecido se presenta la serie de letras y se registra el niimero de aciertos
de cada sujeto.

Los resultados obtenidos en algunos trabajos sugieren que el grado de deterioro de la relacién
entre los enfermos terminales y sus cuidadores podria deberse, entre otras causas, a la
cantidad de tiempo que un cuidador permanece con el mismo enfermo. Para obtener infor-
macién adicional sobre esta problematica, se han formado cuatro grupos de parejas cuidador-
enfermo basados en los afios de duracién de la relacién (0-2, 3-5, 5-8 y 8+). Se ha evaluado
la calidad de la relacién de cada pareja mediante cuestionarios y entrevistas y se han
comparado los resultados de los cuatro grupos.

Varias investigaciones ponen de manifiesto que el rendimiento esté relacionado con la ansie-
dad de ejecucién de la siguiente manera: cuando la ansiedad es baja o 2lta, el rendimiento es
bajo; cuando la ansiedad es media, el rendimiento es alto (a este efecto se le llama ley de
Yerkes-Dodson). Para contrastar este tipo de relacion, se ha seleccionado una muestra alea-
toria de sujetos 2 los que se les ha medido el nivel de ansiedad inmediatamente antes de pre-
sentarles la tarea de solucién de problemas que tenian que realizar.

Se ha aplicado un determinado tratamiento a 50 personas (25 hombres y 25 mujeres) con
sintomas claros de fobia a los perros. Se han recuperado por completo 22 hombres y 18
mujeres. Bl objetivo del estudio es averiguar si la eficacia del tratamiento es distinta en los
hombres y en las mujeres.

En el contexto de la valoracion que se hace anualmente de la calidad percibida de las cafete-
tias de la universidad, se ha estudiado la evolucién que han experimentado esas valoraciones
entre 2005 y 2009. La idea de los investigadores es que las valoraciones han ido mejorando
con los afios.

La Direccién General de Trafico ha encargado a un equipo de investigacién de la UAM un
informe acerca del grado en que los tiempos de reaccion a estimulos visuales se ven alterados
por la ingestién de alcohol. Para elaborar el informe, el equipo de investigacién ha disefiado
un estudio con tres grupos. A los sujetos del primer grupo se les ha administrado un placebo
sin alcohol; a los del segundo grupo se les ha administrado alcohol hasta conseguir un nivel
en sangre de 0,25 g/l; a los del tercer grupo se les ha administrado alcohol hasta conseguir
un nivel en sangre de 0,50 g/1. Todos los sujetos han sido sometidos a una prueba de discri-
minaci6n para obtener un registro del tiempo de reaccién medio invertido en responder a una
serie de estimulos visuales.

Un psicélogo cree que la opinién que un paciente tiene sobre su terapeuta va cambiando a
mas favorable a medida que avanza el proceso terapéutico. El psicélogo tiene, incluso, algu-
nos datos que ha ido recogiendo preguntando a algunos pacientes la opinién sobre su tera-
peuta en dos momentos de la terapia: recién iniciada y a punto de finalizar.

Algunos trabajos sefialan que los trastornos de tipo depresivo afectan al 32% de las personas
en paro. Un investigador sospecha que esta cifra es demasiado alta y decide obtener alguna
evidencia sobre ello. Selecciona una muestra aleatoria de sujetos en paro y registra cudntos
de ellos muestran trastornos de tipo depresivo.
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. En una muestra aleatoria de nifios con problemas de enuresis se ha aplicado un tratamiento

de tipo cognitivo-conductual y se ha registrado el niimero de recuperaciones.

Un profesor ha elaborado un examen con 10 preguntas. Antes de utilizarlo como instrumen-
to de evaluacién de su asignatura desea conocer algunas de las propiedades de las preguntas
que ha elaborado. Entre esas propiedades, una que le interesa especialmente es que no todas
ellas tengan un nivel de dificultad homogéneo, es decir, que haya unas preguntas mas faci-
les y otras mds dificiles. Para obtener informacidn sobre esta cuestién, pasa el examen a una
muestra de estudiantes y registra el niimero de aciertos en cada pregunta.

Los resultados de algunos trabajos sugieren que el grado de deterioro de la relacién entre pa-
rejas jévenes (menores de 35 afios) podria deberse, entre otras causas, a la diferencia de edad
existente entre los miembros de la pareja. Para obtener informacién adicional sobre esto, se
han formado cuatro grupos a partir de la diferencia de edad (0-3 afios, 4-7 afios, 8-11 afios
y 12-15 afios). De cada grupo de edad se ha seleccionaco una muestra de parejas y en cada
pareja se ha evaluado la calidad de la relacidn existente utilizando cuestionarios y entrevis-
tas. Finalmente se han comparado los resultados de los cuatro grupos.

Un investigador sospecha que las preguntas de los cuestionarios de personalidad poseen un
significado especial en funcién del contexto definido por el cuestionario del que forman par-
te. Esto haria que preguntas similares fueran respondidas de forma distinta por los mismos
sujetos cuando esas preguntas forman parte de cuestionarios diferentes. Para confirmar su
sospecha, el psicélogo ha pasado a una muestra de sujetos tres cuestionarios con una pregun-
ta idéntica (tanto en la forma como en el contenido). La prediccién del psicélogo era que los
sujetos responderian de forma distinta a esa pregunta dependiendo del cuestionario en el que
estuviera ubicada. '

Existe la hipétesis de que los procesos de psicosis esquizofrénica van acompafiados de un
incremento del nivel de cobre en sangre. Esto significa que los pacientes con cuadros de psi-
cosis esquizofrénica graves presentan un nivel de cobre en sangre mas alto que los pacien-
tes con cuadros leves. Un psicdlogo clinico cree haber descubierto un trataffiiento mixto (far-
maco-terapia) capaz de reducir el nivel de cobre en sangre. Para comprobar si esto es cierto
elige una muestra de pacientes esquizofrénicos y mide en cada uno de ellos el nivel de cobre
en sangre antes y después de aplicarles el nuevo tratamiento.

Con el fin de estudiar el efecto de ciertas variables motivacionales sobre el rendimiento en
tareas de logro, un psicélogo ha disefiado dos programas de entrenamiento motivacional y
los ha aplicado a dos grupos de sujetos seleccionados al azar. Un tercer grupo no ha recibido
entrenamiento pero ha realizado la misma tarea que los sujetos entrenados (grupo control).
El rendimiento de los sujetos se ha evaluado utilizando diferentes tareas (anagramas, rom-
pecabezas, etc.).

Un educador est4 interesado en comprobar si las puntuaciones de una prueba de razona-
miento abstracto se mantienen constantes o se modifican entre los 7, 8 y 9 afios de edad. Para
tal fin, selecciona una muestra aleatoria de nifios de 7 afios y les mide su nivel de razona-
miento abstracto. Vuelve a efectuar el mismo registro a los 8 y a los 9 afios.

Para estudiar el efecto de la intensidad del ruido ambiental sobre la ejecucién de una tarea
visomotora compleja, un psicélogo ha seleccionado una muestra de sujetos y los ha distri-
buido al azar en tres grupos. Cada grupo ha sido sometido a una condicién de ruido ambiental
de diferente intensidad (baja, media, alta) mientras realizaban la tarea.

En varios trabajos sobre memoria se ha estudiado el efecto del paso del tiempo presentan-
do un determinado material 2 un grupo de sujetos y evaluando la calidad del recuerdo de ese
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material tras diferentes intervalos de tiempo. En un estudio concreto, 2 una muestra aleatoria
de sujetos se les entregd una historia escrita para que la memorizaran durante 20 minutos.
Pasado ese tiempo, se dejo transcurrir una hora y se pidié a los sujetos que escribieran en un
papel la historia que habian memorizado. Un grupo de expertos evalud la calidad del recuer-
do. Transcurrido un dia se volvié a pedir a los sujetos que volvieran a escribir la historia tal
como la recordaban. Y lo mismo se hizo al cabo de una semana y al cabo de un mes.

Un investigador desea evaluar la eficacia de tres terapias diferentes para tratar problemas de
ansiedad. Selecciona al azar pacientes con trastorno de ansiedad y forma, también al azar,
tres grupos. Aplica a cada grupo una terapia y, tras ello, toma una medida del nivel de an-
siedad de cada sujeto.

El departamento de ventas de una empresa ha formulado a un equipo de expertos en percep-
cién una consulta relacionada con el impacto capaz de producir la cantidad de iluminacién
sobre el mimero de ventas. Para responder a la consulta, el grupo de expertos ha disefiado un
estudio con cuatro niveles de intensidad luminosa y ha registrado el ntimero de ventas en una
muestra aleatoria de tiendas bajo los 4 niveles de intensidad luminosa (controlando la hora
del dia y los dias de la semana).

. Muchos trabajos sobre aprendizaje permiten concluir que el desempefio de los sujetos es tan-

to mejor cuanto mayor es la recompensa (refuerzo) que reciben. En un estudio con animales
se han formado aleatoriamente tres grupos de ratones sedientos. Los ratones de cada grupo
han sido recompensados (reforzados) con diferentes cantidades de agua (5, 10 y 15 cc) por
recorrer un laberinto. Como medida del aprendizaje se ha utilizado el niimero de ensayos que
ha necesitado cada ratdn para aprender a recorrer el laberinto sin errores.

El director de un colegio desea saber si la experiencia educativa de los profesores tiene o no
algo que ver con el rendimiento en una determinada asignatura. Para ello, ha decidido com-
parar los resultados obtenidos por un grupo de profesores con cinco afios 0 menos de expe-
riencia con los obtenidos por un grupo de profesores con mas de cinco afios de experiencia.

El Ayuntamiento de Madrid encarga a un equipo de psicélogos el disefio de una campafia
de persuasién que intente mejorar la actitud de la poblacién madrilefia hacia los enfermos
de sida. Al comenzar el trabajo, el equipo de psicélogos decide obtener evidencia sobre si
una técnica persuasiva basada solamente en imagenes sera o no lo bastante eficaz. Para ello,
registra en una muestra de personas su actitud (positiva, negativa) antes y después de una
sesidn de persuasion.

Enun estudio relacionado con la problematica herencia-medio, un investigador ha consegui-
do reunir a 20 pares de gemelos monocigdticos (gemelos con genes idénticos) para estudiar
el peso de la herencia en el cociente intelectual. Su intencién es medir el cociente intelectual
de los gemelos y determinar el grado de parecido existente entre ellos.

- Conceptos previos

En el capitulo anterior ya han empezado a aparecer algunos conceptos basicos relacio-
nados con el anélisis de datos (niveles de indagacién, escalas de medida). En este capi-
tulo continuamos revisando algunos conceptos bésicos (variable, poblacién, muestra,
pardmetro, estadistico, muestreo) y ofrecemos una exposicion resumida de la teoria de
la probabilidad, la cual, segtin tendremos ocasién de constatar repetidamente, constitu-
ye el argumento matematico en el que se basan gran parte de los procedimientos esta-
disticos que estudiaremos en los préximos capitulos.

Tipos de variables

Una variable es'la representacion numérica de una caracteristica sometida a medicion.
Recibe ese nombre porque, al'medir una caracteristica en un conjunto de elementos (por
gjemplo, la altura en un grupo de sujetos), los valores que se obtienen no son idénticos
en todos los elementos medidos (las alturas de los sujetos varian). Normalmente, la
caracteristica medida (la altura) también recibe el nombre de variable, aunque hay quien
prefiere reservar el término para el resultado de la medicién (los valores obtenidos al
medir la altura).

Los niveles o escalas de medida descritos en el capitulo anterior sirven para hacer
una primera clasificacion de los diferentes tipos de variables. En principio, podriamos
decir que existen tantos tipos de variables como escalas o niveles de medida: nominal,
ordinal, de intervalos y de razén. Pero las consideraciones tedricas del capitulo anterior
deben ser revisadas cuando se adopta un punto de vista practico. Por un lado, distin-
guir entre medidas de intervalos y de razén es del todo irrelevante para el analisis de
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datos; aunque las operaciones aritméticas que tiene sentido hacer con los nimeros que
se obtienen con esas dos medidas no son idénticas, las operaciones estadisticas si lo son
(en estadistica se suele trabajar con distancias; y eso convierte en irrelevante el hecho
de que el cero de la escala sea o no absoluto). Por otro lado, las reflexiones ya hechas
en relacion con la medida ordinal (ver, en el capitulo anterior, el apartado sobre el rol
de las escalas de medida) ponen de manifiesto que existen serios inconvenientes para
asumir que todas las variables tedricamente ordinales son del mismo tipo. Estas con-
sideraciones justifican, en nuestra opinién, una clasificacion de los diferentes tipos de
variables en dos grupos: categdricas y cuantitativas.

Llamamos variables categéricas a las mediciones resultantes de aplicar una escala
nominal (sexo: hombre, mujer; tipo de tratamiento: A, B, control; resultado del trata-
miento: recuperados, no recuperados; resultado de un ensayo: acierto, error; tipo de me-
tas motivacionales: aprendizaje, ejecucion; etc.). Se incluyen aqui las variables que, aun
siendo ordinales, solamente tienen unas pocas categorias distintas (clase social: baja,
media, alta; nivel de estudios: primarios, secundarios, medios, superiores; etc.).

Llamamos variables cuantitativas a las mediciones resuitantes de aplicar una es-
cala de intervalos o de razén (la temperatura medida en grados Celsius, la altura me-
dida en cm, el peso medido en kg, el tiempo de reaccién medido en milisegundos, el
niimero de aciertos en una prueba de rendimiento, etc.). Incluimos aquf las variables
que, aun no alcanzando el nivel de medida de intervalos (como ocuzre, por gjemplo, con
las puntuaciones en una escala de dolor percibido), no esta claro que puedan reducirse
a un nivel de medida estrictamente ordinal. Esta tltima afirmaci6n es especialmente
relevante si se tiene en cuenta que en muchas areas de conocimiento se utilizan esca-
las para medir actitudes, satisfaccion, habilidades, emociones, calidad de vida, estado
de salud percibido, etc. Este tipo de escalas arrojan, en teoria, mediciones ordinales y,
por tanto, variables también ordinales, pero de ese tipo de variables que ya hemos cali-
ficado como no estrictamente ordinales'y, por tanto, de las que, en la practica, pueden
tratarse como si en realidad fueran cuantitativas. Podriamos decir que las herramientas
estadisticas que permiten obtener informacién 1itil con estas variables que estamos ca-
lificando de no estrictamente ordinales son las herramientas disefiadas para analizar
variables cuantitativas (de intervalos o de razén). Y no olvidemos que uno de los prin-
cipales objetivos del analisis es el de extraer informacién 1util de los datos.

Las variables cuantitativas pueden ser discretas o continuas. Decimos que una va-
riable es disereta cuando entre dos valores consecutivos no puede darse un valor inter-
medio; esto es lo que ocurre, por ejemplo, con el mimero de hijos o con la proporcién
de aciertos en una prueba de rendimiento (se pueden tener 2 o 3 hijos, pero no 2,7,y
la proporcién de aciertos toma valores discretos, aunque tenga decimales, porque pro-
cede del nimero de aciertos, que es una variable discreta). Decimos que una variable
es continua cuando entre dos valores consecutivos siempre es posible encontrar un
valor intermedio; esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la edad o los tiempos de
reaccién (se puede tener 21 o 22 afios, pero también 21,3 0 21,34571; el ntmero de
decimales depende de la precisién que pueda alcanzarse en la medicion). En la practi-
ca, dado que la precisién con la que es posible medir tiene sus limitaciones y que pre-
tender medir con una precision ilimitada no tiene ningiin sentido, todas las variables
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son, de hecho, discretas. No obstante, la distincién entre variables discretas y conti-
nuas tiene su importancia tedrica pues, seglin veremos, los modelos de probabilidad
disefiados para uno y otro tipo de variables tienen sus peculiaridades.

Para poder trabajar cémodamente con variables es importante estar familiarizado
con la notacion que utilizaremos. Por lo general, a las variables las representaremos con
letras latinas mayusculas: X, ¥, Z . Y para distinguir una variable de los valores con-
cretos que toma, afiadiremos un subindice: X}, Y;, Z;. El subindice no tiene nada que ver
con el valor concreto que toma la variable, sino con la posicién que ocupa ese valor en
el conjunto de valores de la variable: X] se refiere al primer valor de la variable X; X,
se refiere al segundo valor de la variable .X; X, se refiere al enésimo —el tltimo— valor
de la variable X. Asi, si la variable X toma los valores 3, 7,9, 12 y 15, entonces X; =3,
X=7, ...,y Xs=15. Ocasionalmente utilizaremos letras mintisculas para representar una
variable (tal es el caso de las puntuaciones diferenciales); pero siempre quedara claro
de qué se estd hablando.

Poblacién y muestra

El anélisis de datos debe ser entendido, antes que nada, como una herramienta al servi-
cio de la investigacion empirica. Ahi es donde encaja como conjunto de procedimien-
tos disefiados para organizar datos, extraer informacién til y llegar a conclusiones.

Aunque, en ocasiones, los objetivos de un estudio pueden cubrirse simplemente
aplicando métodos descriptivos para resumir la informacién disponible, lo habitual es
tener que recurrir a métodos inferenciales para poder realizar comparaciones y estudiar
relaciones.

Ademas, ocurre que, por lo general, las conclusiones de un estudio se basan en da-
tos particulares. Para valorar, por ejemplo, la eficacia de un nuevo tratamiento disefiado
para aliviar el insomnio, probablemente no sera posible reunir a todos las personas que
padecen insomnio; més bien habrad que conformarse con aplicar el tratamiento a unos
pocos pacientes; y tampoco parece razonable aplicar a todos los insomnes un tratamien-
to cuya eficacia se desconoce. Utilizar solamente unos pocos elementos del total es algo
con lo que hay que lidiar casi siempre que se realiza un estudio: para conocer la opinién
de los espaifioles sobre ]a eutanasia no serd posible recoger la opinion de todos los espa-
floles; para saber c6mo reaccionan a un estimulo visual las personas mayores de 60 afios
no sera posible presentar el estimulo a todas las personas mayores de 60 afios; etc. Oca-
sionalmente se tendra acceso a todos los elementos que se desee estudiar; pero eso sera
mas bien la excepcién y no la regla.

Ahora bien, aunque solamente se utilicen unos pocos pacientes, 0 unos pocos espa-
fioles, 0 unos pocas personas mayores de sesenta afios, lo habitual es que las conclusio-
nes de un estudio no queden restringidas a esos pocos sujetos. Lo que realmente suele
interesar es poder utilizar la informacion disponible para elaborar conclusiones sobre
el conjunto total de sujetos de la misma clase (todos los pacientes con insomnio, todos
los espafioles, todas las personas mayores de 60 afios). A este salto de lo particular a lo
general es a lo que llamamos inferencia estadistica.
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La inferencia estadistica exige utilizar, por un lado, procedimientos que ayuden a
efectuar correctamente el salto de lo particular a lo general y, por otro, procedimientos
que garanticen que ese salto se apoya en una buena base. Tan importante es disponer
de una buena técnica de analisis de datos para realizar la inferencia como seleccionar
apropiadamente los datos que se van a analizar para, de esta manera, proporcionar una
buena base de apoyo a la inferencia. Las técnicas de muestreo se encargan de garantizar
que la inferencia se apoya en una buena base. Y las herramientas estadisticas englo-
badas bajo la denominacién general de andlisis de datos se encargan de garantizar que
la inferencia se desarrolla correctamente. De esto tiltimo tratan los préximos capitulos,
pero antes conviene repasar algunos conceptos fundamentales que ayudarén a entender
lo demas.

Una poblacién o universo es un conjunto de elementos (sujetos, objetos, entidades
abstractas, etc.) que poseenuna o mds caracteristicas en comun. En general, el término
poblacién hace referencia al conjunto total de elementos que interesa estudiar y queda
definida cuando se hacen explicitas las caracteristicas que esos elementos comparten.
Ejemplos de poblaciones son: las personas empadronadas en una comunidad auténoma,
todos los hombres mayores de 30 afios, los pacientes que sufren depresidn, las posibles
respuestas que un sujeto podria emitir en una escala de satisfaccion, el censo de votantes
en unas elecciones, los nimeros multiplos de 3; etc.

Las poblaciones pueden ser de muy diversa indole; algunas son incluso ficticias, en
el sentido de que, aun estando formadas por elementos observables, no todos ellos resul-
tan accesibles. Si se quiere trabajar, por ejemplo, con la poblacion de “hombres espafio-
les mayores de 30 afios”, puede ocurrir que muchos de ellos no estén censados, a otros
no habra forma de localizarlos, otros no estaran dispuestos a participar en el estudio, etc.
En estas circunstancias, la poblacién real no seré exactamente la de los hombres espa-
fioles mayores de 30 afios, sino otra parecida: la de los “hombres espafioles mayores de
30 afios a los que se ha tenido acceso”. Es muy importante intentar definir con la mayor
precisién posible la poblacién con la que se va a trabajar, pues va a constituir el marco
desde el que se va a iniciar la recogida de datos y sobre el que van a recaer las conclu-
siones del anélisis.

Dependiendo del ntiimero de elementos de que constan, unas poblaciones son finitas
y otras infinitas. Los pacientes que padecen depresion o los votantes censados son ejem-
plos de poblaciones finitas. Los niimeros miltiplos de 3 o las posibles respuestas (tiem-
pos de reaccién) que un sujeto puede emitir en una tarea de discriminacién visual son
ejemplos de poblaciones infinitas. Normalmente, las poblaciones con las que interesa
trabajar en las ciencias sociales y de la salud son finitas, pero tan grandes que a todos
los efectos pueden considerarse infinitas. Es precisamente el hecho de que las poblacio-
nes, por lo general, sean infinitas o estén formadas por un gran nimero de elementos lo
que hace que la descripcion exacta de sus propiedades sea un objetivo practicamente
inaccesible. Por esta razon, lo habitual es trabajar con muestras.

Una muestra es un subconjunto de elementos de una poblacion. A diferencia de las
poblaciones, que suelen ser conjuntos de elementos de gran tamafio, las muestras suelen
ser conjuntos de elementos de tamafio reducido. Por supuesto, para poder describir con
exactitud las propiedades de una poblacién cualquiera, seria necesario examinar todos
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y cada uno de los elementos que componen esa poblacidn. Pero, dado que las pobla-
ciones que habitualmente interesa estudiar son tan grandes que, normalmente, resuita
muy dificil (si no imposible) tener acceso a todos sus elementos, son las muestras las
que proporcionan la informacién necesaria para poder describir las propiedades de las
poblaciones objeto de estudio.

El conocimiento que se va generando en la vida cotidiana acerca del mundo esta,
muy frecuentemente, basado en muestras: comiendo una vez en un restaurante nos for-
mamos una opinién acerca de la calidad de su cocina y de su servicio; conociendo aun
par de personas de un determinado colectivo nos formamos una idea sobre el tipo de
personas que forman ese colectivo; etc. Con el andlisis de datos se hace algo parecido:
se extraen conclusiones sobre todos los elementos (poblacién) a partir de la observacion
de unos pocos elementos (muestra).

Ahora bien, para que estas conclusiones sean validas es necesario que la muestra
utilizada sea representativa de la poblacion a la que se supone que representa, lo cual
se consigue mediante las técnicas de muestreo (ver més adelante, en este mismo capi-
tulo). Al hablar de los diferentes tipos de muestreo volveremos sobre el concepto de
muestra y ello nos permitira seguir profundizando en su significado.

Parametros y estadisticos

Un parametro es un valor numérico que describe una caracteristica poblacional. Ya
hemos definido una poblacién como un conjunto de elementos que poseen una o mas
caracteristicas en comun. Pero los elementos de una poblacién poseen, ademads, otras
muchas caracteristicas que no comparten o en las que no coinciden. Por gjemplo, la po-
blacién de hombres espafioles mayores de 30 afios estd formada por elementos que tie-
nen en comun ser hombres, espafioles y mayores de 30 afios, pero en esa poblacion es
posible considerar otras muchas caracteristicas en las que no todos los elementos pobla-
cionales coinciden; por ejemplo, el estado civil, el nivel educativo, el peso, la altura, la
presion arterial, la actitud hacia la eutanasia, etc. Al medir, por ejemplo, el estado de
salud percibido, se obtendran tantos valores numéricos como elementos formen parte
de la poblacién (suponiendo que se tenga acceso a todos los elementos). Si ahora se
calcula el promedio (un solo nimero) de esos valores numéricos se habra definido un
parametro, pues se habra descrito numéricamente una caracteristica de la poblacion: el
estado de salud percibido medio de los hombres espafioles mayores de 30 afios.

En la poblacién de personas que padecen trastorno depresivo, todos los elementos
de la poblacién coinciden en una caracteristica especifica: padecer trastorno depresivo.
Pero existen, obviamente, otras caracteristicas en las que no todos los elementos coin-
ciden. Por ejemplo, unos pacientes serén hombres y otros mujeres. Si se tuviera acceso
atodos los elementos de esa poblacién, se podria contar el nimero de pacientes que son
hombres (o mujeres) y eso permitiria definir un pardmetro; es decir, permitiria describir
numéricamente una caracteristica de la poblacién: la proporcion de hombres (o la pro-
porcion de mujeres) en la poblacién de pacientes con trastorno depresivo. Por tanto,
existen valores numéricos como la media o la proporcién (ademés de otros muchos que
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tendremos ocasion de estudiar), que cuando se refieren a alguna caracteristica pobla-
cional reciben el nombre de parametros.

Hay algunas caracterfsticas de los parametros que interesa resaltar. En primer lu-
gar, los parametros son, en general, valores poblacionales desconocidos: puesto que las
poblaciones con las que se suele trabajar son tan grandes que sus elementos raramente
resultan accesibles en su totalidad, no es posible calcular un valor numérico basado en
todos los elementos. En segundo lugar, los parametros son valores numéricos constan-
tes en el sentido de que son valores unicos (es decir, no son variables): definida una
poblaci6n cualquiera y un parametro en ella, ese pardmetro solamente puede tomar un
valor numérico concreto: en un momento dado, la proporcion de hombres en la pobla-
cién de pacientes con trastorno depresivo es un valor tmico. Por dltimo, es necesario
sefialar que para referirnos a los parametros utilizaremos (asi es como suele hacerse)
letras griegas mintusculas: u, o, T, p, B, etc.

Un estadistico es un valor numérico que describe una caracteristica muestral. Por
tanto, un estadistico es a la muestra lo que un parémetro a la poblacién. Acabamos de
ver que en una poblacién cualquiera, ademés de las caracteristicas que la defineny que
son comunes a todos los elementos, es posible definir otras muchas caracteristicas en
las que no todos los elementos coinciden. De una muestra, l6gicamente, cabe decir lo
mismo. Y una vez definida una o més de esas caracteristicas en las que no todos los ele-
mentos coinciden, es posible obtener un valor numérico que las describa: a ese valor
numeérico se le llama estadistico.

De la poblacién de hombres espafioles mayores de 30 afios se puede extraer una
muestra de » personas. En esa muestra se puede definir y medir, por ejemplo, la altu~
ra. Hecho esto, es posible realizar diferentes célculos con los valores obtenidos: sumar-
los, multiplicarlos, sumarlos y dividirlos por el ntimero de valores, etc. Cada uno de es-
tos calculos es un valor numérico que describe un aspecto diferente de la caracteristica
medida (la altura). Es decir, cada uno de estos célculos es un estadistico. Pero no todos
ellos poseen la misma utilidad. De hecho, muchos de estos nlimeros no tienen ninguna
utilidad porque no tienen ningin significado. Otros muchos, como la media, la mediana,
la desviacion tipica, la proporcidn, etc., tienen un significado y utilidad contrastados,
y por esta razén se utilizan para analizar datos.

Recordemos que los pardmetros son valores poblacionales generalmente desco-
nocidos porque corresponden a elementos a los que no se tiene acceso en su totalidad.
Esto serfa un verdadero problema si no fuera porque cada pardmetro poblacional posee
su réplica muestral en un estadistico concreto susceptible de ser calculado. Esto signi-
fica que utilizaremos los estadisticos muestrales para intentar formarnos una idea sobre
los verdaderos valores de sus correspondientes parametros poblacionales desconocidos.
Este proceso consistente en atribuir a un pardmetro el valor que toma su correspondiente
estadistico se conoce con el nombre de estimacion. La estimacién es un concepto espe-
cialmente importante en estadistica inferencial (y, por tanto, también en el anélisis de
datos); a ella dedicaremos un capitulo completo, pero antes debemos seguir profundi-
zando en el concepto de estadistico.

Es evidente que de una poblacién cualquiera es posible extraer mas de una muestra
diferente del mismo tamafio. Esto significa que, definido un estadistico, cualquiera que
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éste sea, su valor exacto dependera de los valores concretos que tomen cada uno de los
elementos que formen parte de la muestra obtenida. Ahora bien, de una poblacién de ta-
mafio! N es posible extraer N” muestras diferentes” de tamafio ». Si en cada una de esas
N"muestras calculamos un estadistico, encontraremos que el valor de ese estadistico no
siempre es el mismo; es decir, encontraremos que el valor del estadistico varia de una
muestra a otra. Esto significa que un estadistico no es un valor numérico \nico o cons-
tante (como lo es un pardmetro), sino que es una variable: su valor concreto varia de-
pendiendo de la muestra en la que se calcula.

Resumiendo, mientras un parametro es un valor poblacional, un estadistico es un
valor muestral; mientras un pardmetro es, por lo general, un valor desconocido, un esta-
distico es un valor conocido o susceptible de ser conocido; mientras un parametro es
un valor numérico constante, un estadistico es una variable. Estas diferencias también
se reflejan en la notacién utilizada para representar a ur.os y a otros. Mientras que los
parémetros se suelen representar con letras griegas mindsculas (por ejemplo, 1, o, 7, p,
B, etc.), los estadisticos se suelen representar con letras latinas maytsculas (por ejemplo,
Y,S,P,R, B, etc.).

Muestreo

Ya hemos sefialado que uno de los objetivos fundamentales del anélisis de datos es el
de extraer conclusiones de tipo general a partir de unos pocos datos particulares. Tam-
bién hemos'sefialado que esto exige utilizar, por un lado, procedimientos que ayuden
a efectuar correctamente ese salto (inferencia) de lo particular a lo general y, por otro,
procedimientos que garanticen que el salto se apoya en una buena base. Tan importante
es disponer de una buena herramienta para analizar los datos como seleccionar apropia-
damente los datos que se van a analizar. Qué datos se analizan condiciona la utilidad del
como se analizan.

Wonnacott y Wonnacott (1990, pag. 4) recogen un ejemplo que resulta especial-
mente Util para ilustrar esta idea. Los editores de Literary Digest intentaron pronosti-
car el resultado de las elecciones presidenciales de 1936 en Estados Unidos utilizando
una muestra formada por votantes seleccionados de las guias telefénicas y de las lis-
tas de miembros de varios clubes y asociaciones. La muestra asi obtenida presentaba
(como pudo constatarse después) un fuerte sesgo hacia el bando republicano, lo cual se
vio agravado, muy probablemente, por el hecho de que solamente fueron contestados

1 . . e .
Obviamente, si se est4 utilizando N para representar el famafio de una poblacion es porque esa poblacién es finita.
En una poblacién infinita también es infinito el nimero de muestras distintas de tamafio » que es posible extraer.

2 Bl muestreo aleatorio puede realizarse de dos maneras distintas: (1) con reposicion, es decir, devolviendo cada ele-
mento a la poblaci6én una vez que ha sido seleccionado (1o que implica que ese elemento puede aparecer més de una
vez en la misma muestra) y (2) sin reposicion, es decir, sin devolver a la poblacién los elementos que van siendo
seleccionados. Si la muestra se obtiene con reposicién, el nimero de muestras que es posible obtener viene dado por
N, es decir, por las variaciones con repeticién de N elementos (tamafio de la poblacién) tomados de n en »n (tamafio
de la muestra). Si la muestra se obtiene sin reposicidn, el ntimero de muestras posibles viene dado por NI/ (N-n)!,
es decir, por las variaciones sin repeticion de ¥ elementos tomados de » en n.
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una cuarta parte de todos los cuestionarios enviados. La muestra resulté ser tan sesgada,
es decir, tan poco representativa de la poblacién de votantes) que llevéd a los.responsg—
bles de la encuesta a pronosticar, erréneamente, que se produciria una victoria republi-
cana. El dfa de la votacidn se produjo la sorpresa: los republicanos obtuvieron menos
del 40% de los votos y el candidato democrata, Roosevelt, fue reelegido presidente por
una aplastante mayoria. Es probable que el candidato republicano, Alf Lé.mdon (quien
seguramente se habfa levantado esa mafiana esperando ser nombrado pr'851dente de Es-
tados Unidos), dejara de confiar en las predicciones elaboradas a partir de encuestas
basadas en muestras. .

La mas importante leccion que debe aprenderse del error cometido por los e.:dltores
de Literary Digest es que, cuando se intenta extraer conclusiones sobre las prop1eda.c?es
de una poblacién a partir de 1a informacion contenida en una muestra de esa pgblacxon,
es necesario, ante todo, utilizar muestras representativas del total de la poblac1qn. El no
trabajar con muestras apropiadas llevara inevitablemente a que nuestra.s predicciones
estén, ya desde el principio, condenadas al fracaso (lo que puede constituir un ver.dz.idero
problema cuando, como es frecuente, esas predicciones estdn en la ba§e de dfecxslongs
importantes). Por tanto, para que una muestra pueda ofrecer informacidn satisfactoria
sobre las propiedades de una poblacién es necesario, antes que nada, que sea represen-
tativa de la poblacion. Y esto tinicamente puede conseguirse si todos los elementos po-
blacionales han tenido la oportunidad de ser elegidos.

El término muestreo se refiere al proceso seguido para extraer una muestra de una
poblacion. El muestreo puede ser de dos tipos: probabilistico y no—probabili§tico. Enel
muestreo probabilistico se conoce (o puede calcularse) la probabilidad asociada a cada
una de las muestras que es posible extraer de una determinada poblacién; y cada ele-
mento poblacional tiene asociada una probabilidad conocida (o calculable) de pertenecer
a la muestra. En el muestreo no-probabilistico se desconoce o no se tiene en cuenta la
probabilidad asociada a cada posible resultado muestral: el investigador seleccfiona
aquella muestra que mas representativa le parece o, simplemente, aguella que considera
que puede extraer con mayor comodidad o menor coste (voluntarios que responden a
un anuncio, alumnos matriculados en un curso o en un centro, clientes que compran un
producto, pacientes que acuden a un centro hospitalario, etc.). .

Solamente el muestreo probabilistico permite conocer la probabilidad asociada a
cada resultado muestral y, consecuentemente, solamente él permite formarse una idea
sobre el grado de representatividad de una muestra. Por tanto, solamente el muest.r§o
probabilistico ofrece una base adecuada para inducir las propiedades de una poblletlcxhon
a partir de la informacion muestral. Esto no significa que el muestreo no probablllst}co
no pueda generar muestras representativas; lo que ocurre es que con un muestreo de tlxpo
no probabilistico no se tiene informacién acerca de si la muestra es o no repres'enta'tlva.
En consecuencia, ya desde ahora, dejaremos a un lado el muestreo no probabilistico y
consideraremos en todo momento que los datos disponibles constituyen una muestra
aleatoriamente seleccionada de su respectiva poblacién, es decir, una muestra alea-
toria. .

En el muestreo aleatorio (seleccién al azar) se verifican dos importantes propieda-
des. En primer lugar, todos los elementos poblacionales tienen la misma probabilidad
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de ser elegidos; por tanto, cualquiera de ellos puede ser elegido y ésta es una condicion
necesaria para obtener una muestra representativa. En segundo lugar, el resultado de
cada extraccion no afecta ni depende del resultado de cualquier otra; es decir, las ex-
tracciones son independientes entre si; y ésta, seglin tendremos ocasién de comprobar,
es una condicién que asume la mayoria de los procedimientos estadisticos que estu-
diaremos (para profundizar en estos conceptos, puede consultarse Pardo y San Martin,
1998, pags. 45-55).

Debe tenerse en cuenta que, puesto que las poblaciones con las que se suele trabajar
son desconocidas, nunca hay forma de saber si la muestra elegida es o no representativa
de la poblacién muestreada. Lo que si se sabe es si se ha utilizado o no un método de
seleccion que garantiza que la muestra elegida es una muestra representativa de la po-
blacion. Y ese método de seleccion es el muestreo aleatorio.

Ahora bien, aunque el muestreo aleatorio permite obtener una muestra apropiada
en la mayor parte de los contextos, en ocasiones es posible que surja la necesidad de
trabajar con poblaciones cuyas caracteristicas estén aconsejando alguna variante. No es
éste el lugar para describir con detalle los diferentes tipos de muestreo aleatorio, pero
si nos parece conveniente ofrecer una breve descripcion de los més utilizados.

En el muestreo aleatorio sistemitico se comienza elaborando una lista con los N
elementos poblacionales numerados de 1 a N. A continuacién se fija el tamafio de la
muestra que se desea obtener (#) y se efectlia una extraccion al azar entre los k = N/n
primeros elementos (si £ no es un nimero entero, se redondea al entero mas proximo).
El resto de los n - 1 elementos que configuraran la muestra se obtienen a partir de &.
Siendo i a la posicién del primer elemento extraido, la muestra estara formada por los
elementos poblacionales que ocupen las posiciones i, itk, i+2k, i+3k, ..., i+(n-1)k.

Asi, para extraer una muestra aleatoria de tamafio 100 de una poblacién de 2.000
elementos, se comienza elaborando una lista asignando a cada elemento un nimero de
1 22.000. La constante que se debe utilizar es & = N/n = 2.000/100 = 20. Después, se
selecciona al azar un elemento entre los 20 primeros. Si, por ejemplo, el elemento selec-
cionado es el que ocupa la posicién i = 9, el resto de los elementos de la muestra serdn
los que ocupen en la lista las posiciones 29, 49, 69, 89, ..., 1949, 1969, 1989. Este tipo
de muestreo es util cuando se dispone de un listado de toda la poblacién y se desea ob-
tener una muestra aleatoria homogéneamente repartida a lo largo de toda la lista.

El muestreo aleatorio estratificado se utiliza cuando una poblacion estd formada
por diferentes subpoblaciones o estratos. Por ejemplo, en la poblacién de hombres espa-
fioles mayores de 30 afios se pueden definir diferentes estratos seglin el nivel socioeco-
nomico, el tipo de profesién, el nivel de estudios, el estado civil, etc. Con el muestreo
aleatorio simple existe la posibilidad de que alguno de los estratos no esté suficiente-
mente representado (particularmente si existen estratos muy pequefios).

El muestreo aleatorio estratificado es il cuando existe especial interés en que to-
dos los estratos de la poblacién tengan una adecuada representacién. Se comienza de-
finiendo los estratos e identificando los elementos que pertenecen a cada estrato. Se
tienen asi k estratos con tamafios N, Noy ey Ny (N + N, +---+ N, = N). A continuacién
se elaboran k listas (una por estrato) con los elementos de cada estrato debidamente nu-
merados y se procede a extraer aleatoriamente una muestra de cada estrato mediante
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muestreo aleatorio simple o mediante muestreo aleatorio sistemético. La muestra total
estard formada por las £ submuestras extrajdas.

El tamafio de las submuestras puede o no ser proporcional al tamafio de los estratos.
En la afijacién simple se asigna a todas las submuestras el mismo tamafio (sin importar
el tamafio del estrato del que proceden). En la afifacidn proporcional el tamafio de las
submuestras se fija de forma proporcional al tamafio de los estratos. Y si la variabilidad
de los estratos es muy distinta, conviene extraer submuestras mas grandes de los estratos
con mayor variabilidad: afijacién dptima. Por ejemplo, si al extraer una muestra aleato-
ria de tamafio 100 de una poblacién formada por 20.000 personas con un 40% de hom-
bres y un 60% de mujeres, queremos que esas proporciones poblacionales se mantengan
en la muestra (afijacién proporcional), debemos formar dos estratos (es decir, dos
grupos: uno con los hombres y otro con las mujeres) y seleccionar aleatoriamente 40
sujetos del primer estrato y 60 del segundo. Si se conociera la variabilidad de la variable
estudiada (es decir, el grado de dispersion de las puntuaciones que se tiene intencién de
analizar; las medidas de dispersién las estudiaremos en el Capitulo 4) y la del grupo de
hombres fuera muy diferente de la del grupo de mujeres, convendria seleccionar més
sujetos del estrato con mayor variabilidad.

En el muestreo por conglomerados, las unidades muestrales no son elementos in-
dividuales, sino grupos de elementos llamados conglomerados. En lugar de considerar
que la poblacién esta formada por N elementos, se considera que esta formada por &£
conjuntos o conglomerados de elementos. Se selecciona aleatoriamente uno o varios de
esos conglomerados y se acepta como muestra el conjunto de fodos los elementos que
forman parte de ese 0 esos conglomerados seleccionados. Por ejemplo, en un estudio
sobre desarrollo cognitivo en el que la poblacién de referencia es la de todos los alum-
nos de Educacion Primaria de la Comunidad de Madrid, en lugar de seleccionar una
muestra aleatoria de un listado de todos los alumnos de Educacién Primaria, se podrian
seleccionar unos pocos colegios de la poblacién de colegios y utilizar como muestra a
todos los alumnos de los colegios seleccionados. Las ventajas de este tipo de muestreo
son evidentes cuando se trabaja con poblaciones muy grandes: no se necesita un listado
de todos los elementos de la poblacion, sino solamente de aquellos que forman parte
de los conglomerados seleccionados.

En el muestreo aleatorio por conglomerados puede procederse por etapas; en ese
caso hablamos de muestreo polietidpico. En la primera etapa se divide la poblacién en
k conglomerados y se elige uno o varios de ellos (unidades muestrales primarias); en la
segunda etapa, los conglomerados elegidos se dividen en conglomerados més pequefios
y se vuelve a elegir uno o varios de ellos (unidades muestrales secundarias); etc. La
muestra definitiva la componen todos los elementos de los conglomerados seleccionados
en laltima etapa.

Obviamente, cuando se procede por etapas basta con disponer de un listado de los
elementos que forman parte de los conglomerados seleccionados en la tltima etapa. Si,
en el estudio sobre desarrollo cognitivo, la poblacién de referencia fuese la de todos los
alumnos espafioles de ensefianza primaria, se podria comenzar seleccionando unas pocas
comunidades auténomas; después, una provincia de cada comunidad auténoma selec-
cionada; después, un pueblo o ciudad de esas provincias; por iltimo, un colegio de cada
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pueblo o ciudad seleccionados. Al proceder por etapas, en cada etapa y dependiendo de
las caracteristicas de los conglomerados que finalmente se vayan a muestrear, es posible
utilizar cualquiera de los restantes métodos de muestreo aleatorio: simple, sistemético
o estratificado.

Variables aleatorias

El concepto de variable® como representacién numérica de una caracteristica sometida
a medicion ya se ha presentado al hablar de los distintos tipos de variables (ver, en este
mismo capitulo, el apartado sobre Tipos de variables). En ese momento se destact el
hecho de que una variable es la representacion de una caracteristica (sexo, altura, etc.)
que no siempre que se mide toma los mismos valores, es decir, la representacioén de una
caracteristica que varia. Ha llegado el momento de sefialar otra importante peculiaridad
de las variables que analizamos: la aleatoriedad resultante del muestreo.

Una variable aleatoria® es una coleccién de niimeros (al menos dos). En sentido es-
tricto, hasta que no hay ntimeros, no hay variable. Pero ya sabemos que no todos los
numeros que se asignan en el proceso de medicién tienen el mismo significado, lo cual
nos ha llevado a clasificar las variables como categoricas y cuantitativas.

Al medir una variable en una muestra de tamafio 7 se obtienen » valores. Si la va-
riable es categérica (por ejemplo, sexo), los posibles valores distintos seran pocos (hom-
bre, mujer) y cada uno de ellos se repetira varias veces (pues todos los resultados seran
hombre o mujer). Por el contrario, si la variable es cuantitativa (por ejemplo, altura),
habra muy pocas repeticiones o ninguna (si la medida se hace con suficiente precision,
habra muchos valores distintos y muy pocas repeticiones de un mismo valor). Tras
asignar numeros a los resultados del muestreo (por ejemplo, unos a loshombres y doses
a las mujeres; centimetros a las alturas), en ambos casos tendremos variables aleatorias
porque en ambos casos tendremos nimeros resultantes del muestreo aleatorio.

Ahora bien, saber que la variable sexo toma unos y doses no aporta informacién utit
(ya se sabe que la variable sexo toma unos y doses, y que eso no depende del muestreo).
Lo interesante es saber cuantos unos y cuantos doses aparecen en una muestra. Es en
ese momento, es decir, cuando a las categorias de la variable sexo se le asocian los re-
sultados del muestreo, cuando se tiene una variable aleatoria. Pero centrar la atencién
en cudntos hombres (o mujeres) aparecen en una muestra es centrar la atencion, no en
la variable sexo, sino en una nueva variable: el nimero de hombres, que es una variable
porque depende de la muestra concreta en la que se calcula (es decir, porque varia de
muestra a muestra) y, ademads, es aleatoria porque los valores que toma son resultado
del muestreo aleatorio. Por supuesto, la variable sexo (categérica) es estadisticamente

® Este apartado ofrece una explicacién mas bien intuitiva y poco formal del concepto de variable aleatoria y de sus
caracteristicas. Este tipo de explicacién es la que nos ha parecido més apropiada para quienes se inician en el andlisis
de datos. El lector interesado en una exposicién més formal puede consultar Amén (1984, Capitulos 3 a 6).

* Una variable aleatoria es una Sfuncion que asigna un mimero real, y solamente uno, a cada uno de los sucesos
elementales de un espacio muestral (el lector poco familiarizado con la teoria de la probabilidad debe revisar el
apartado sobre conceptos basicos de probabilidad que se ofrece a continuacién en este mismo capitulo).



44

Analisis de datos (vol. |)

interesante: permite formar grupos y, aunque ya se sabe qué valores toma, siempre re-
sulta posible aplicar herramientas descriptivas para conocer con qué frecuencia toma
cada valor. Pero la variable miimero de hombres (cuantitativa) es mucho més interesante:
permite, segin veremos, efectuar comparaciones y estudiar relaciones tomando como
referencia algunos modelos tedricos de probabilidad.

Con una variable cuantitativa como la altura ocurre algo parecido. Aunque los valo-
Tes que toma la variable tienen interés en sf mismos (pueden ser mds altos 0 mas bajos,
muy parecidos entre s 0 muy distintos, etc.), el hecho de que haya muchos valores dis-
tintos hace dificil formarse una idea de las caracteristicas de la variable si no se utiliza
algin tipo de resumen como, por ejemplo, la altura media. Estos resamenes son, obvia-
mente, cuantitativos, varian de muestra a muestra (es decir, son variables) y sus valores
dependen del muestreo (es decir, son variables aleatorias); y, lo que es més interesante,
permiten, segiin veremos, efectuar comparaciones y estudiar relaciones’.

Centro, dispersion y forma de la distribucion

De lo estudiado hasta aqui cabe deducir que el andlisis de datos es, ante todo, analisis
de variables aleatorias, es decir, anélisis de los néimeros que se asignan a los resultados
del muestreo aleatorio. ‘

Pero, ;qué puede hacerse con estas variables (con estos niimeros)? Seglin veremos
a lo Jargo de este manual y de los siguientes voltimenes, el anélisis de datos suele cen-
trarse en la aplicacién de herramientas inferenciales con el objetivo de efectuar compa-
raciones y estudiar relaciones. Pero, antes de eso, lo primero que suele hacerse (y que
conviene hacer) con un conjunto de datos es formarse una idea lo mas exacta posible
acerca de las caracteristicas de cada variable individualmente considerada. Y esto se
consigue aplicando herramientas descriptivas.

Para esto, tanto las variables aleatorias directamente resultantes del muestreo aleato-
rio (el sexo, la altura) como las transformaciones que normalmente interesa hacer de
ellas (el mamero de hombres o de mujeres, la altura media) deben caracterizarse pres-
tando atencién a tres propiedades o caracteristicas fundamentales: centro, dispersién
y forma de la distribucion.

1. El centro de una variable es el valor que mas se repite (variables categéricas) o el
promedio del conjunto de valores (variables cuantitativas). Indica qué valor dela
variable, de todos los posibles, cabe esperar encontrar con mayor probabilidad. Pue-
de calcularse de diferentes maneras (ver los dos siguientes capitulos), pero el més
utilizado se conoce como valor esperado o esperanza matemadtica.

5 Las variables categéricas no suelen ser el objetivo primordial del anélisis de datos. Esto no quiere decir que va-
riables como el sexo, el tipo de tratamiento, 0 el nivel educativo no tengan interés analitico, sino que el interés del
andlisis suele dirigirse, no exactamente a esas variables (cuyos valores suelen ser fijos y conocidos), sino al mimero
de veces que aparece cada uno de sus valores en una muestra concreta. Por tanto, el an4lisis de datos es, basicamen-
te, andlisis de datos cuantitativos. Cuando se habla de analisis de datos categdricos o de variables categoricas se
est4 hablando, generalmente, del anélisis de las frecuencias (datos cuantitativos) asociadas a las categorias de las
variables categéricas.
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Enuna muestra concreta, el valor esperado de una variable es su media aritmé-
tica. Pero una muestra concreta no es mas que una de las muchas (a veces, infinitas)
que es posible extraer de una determinada poblacién. El concepto de valor esperado
incorpora la idea del centro que cabria esperar encontrar a la larga, es decir, el que
cabria encontrar en el conjunto de todas las muestras de tamafio # que podrian ex-
traerse de una determinada poblacién; lo cual no es otra cosa que el centro (media
aritmética) de la poblacién. Y, segiin tendremos ocasion de comprobar mas adelan-
te, el concepto de valor esperado cobra especial relevancia cuando se utiliza para
identificar el centro de muchas de las distribuciones teéricas de probabilidad (bino-
mial, normal, etc.) que se utilizan en estadistica para entender mejor el comporta-
miento de los datos.

Ladispersidon de una variable se refiere al grado de concentracion o alejamiento de
los valores en torno al centro de la variable. Al igual que el centro, la dispersién de
una variable puede calcularse utilizando diferentes métodos (esto se explica en los
dos capitulos siguientes), pero quiza el més utilizado es la desviacion tipica (y su
cuadrado, la varianza), que viene a ser una especie de promedio de distancias al
centro de la variable.

La forma de la distribucién refleja la frecuencia con la que se repite cada valor (va-
riables categéricas) o cada rango de valores (variables cuantitativas).

Aqui es importante distinguir entre distribuciones empiricas y distribuciones
tedricas. Una distribucién empirica indica cdmo se distribuyen, de hecho, los valo-
res de una variable. Una distribucién teérica es una férmula matemética (un mo-
delo) que se utiliza para facilitar el trabajo con variables aleatorias (en realidad, las
distribuciones tedricas son una de las herramientas estadisticas més ttiles para un
analista de datos). .

Una distribucién empirica esta formada por los valores que toma una variable
en una muestra concreta y por las frecuencias relativas asociadas a cada valor. Ima-
ginemos que en una determinada poblacién definimos la variable padecer trastorno
depresivo, con posibles valores “si” y “no”; extraemos al azar una muestra de esa
poblacién y asignamos un 1 a las personas que padecen depresién y un 0 a las que
no la padecen; tendremos, por un lado, una variable aleatoria (unos y ceros resul-
tantes del muestreo) y, ademas, el nimero o proporcién de unos y ceros; es decir,
tendremos la-distribucién empirica formada por los valores que toma la variable
(unos y ceros) y por las frecuencias relativas asociadas a cada valor (proporciones
de unos y ceros). Imaginemos ahora que el 10% de las personas de la poblacién pa-
dece depresidn; en este nuevo escenario es posible utilizar el calculo de probabili-
dades (en concreto, una distribucion tedrica llamada binomial; ver Capitulo 3) para
conocer la probabilidad asociada a cada posible resultado muestral.

Otro ejemplo. Imaginemos que seleccionamos una muestra al azar de una deter-
minada poblacién y medimos la altura de los sujetos; los ntimeros (por ejemplo,
centimetros) resultantes del muestreo constituyen una variable aleatoria; asociando
a esos ntmeros la frecuencia relativa con la que aparecen tendremos la distribucion
empirica de la variable altura. Imaginemos ahora que asumimos que, en la pobla-
cién muestreada, las alturas de los sujetos se distribuyen en forma de campana (mu-
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chos casos en torno al centro y pocos en las orillas); es decir, imaginemos que las
alturas de los sujetos se parecen a una distribucion tedrica llamada normal (ver
Capitulo 5). En este nuevo escenario es posible utilizar la distribucién tedrica nor-
mal para conocer la probabilidad asociada a cada posible resultado muestral.

A la combinacién formada por los valores de una variable aleatoria y las proba-
bilidades asociadas a cada uno de esos valores se le suele llamar funcién de proba-
bilidad o distribucién de probabilidad. Aqui, con frecuencia, también nos referire-
mos a esta combinacién simplemente como distribucién®, intentando dejar claro en
cada caso si se trata de una distribucién empirica o de una distribucién teérica.

Asi pues, para conseguir formarnos una idea lo més exacta posible acerca de las carac-
teristicas de una variable aleatoria vamos a prestar atencion a tres propiedades: centro,
dispersién y forma de la distribucion.

El centro es una especie de representante del resto de valores; indica en torno a que
valor es més probable encontrar casos. La dispersion ayuda a precisar si el centro es 0
no un buen representante del resto de valores (segtn veremos, desempefia un papel
esencial en la inferencia estadistica). Y la forma de la distribucién permite detectar
dénde tienden a agruparse los valores y si existen valores que se alejan llamativamente
de los demas; v, lo que es mas importante, cudl es la probabilidad asociada a cada valor
de la variable y, consecuentemente, cudl es la probabilidad asociada a cada posible re-
sultado muestral.

Probabilidad

La teorfa de la probabilidad es el aparato matematico en el que se basa la estadistica
para mejorar la descripcion de los datos y, sobre todo, para hacer inferencias de lo par-
ticular (muestra) a lo general (poblacién). Entender correctamente muchos de los pro-
cedimientos estadisticos que estudiaremos (al menos, algunos aspectos concretos de
esos procedimientos) requiere estar familiarizado con algunos conceptos basicos de la
teoria de la probabilidad.

Por supuesto, este apartado no es, ni de lejos, un curso sobre teoria de la probabili-
dad; para ello puede recurrirse a cualquiera de los excelentes manuales de probabilidad

S En este contexto es importante recordar la distincién ya establecida entre variables discretas (cuando entre dos
valores consecutivos no puede darse un valor intermedio; por ejemplo, el niimero de aciertos) y continuas (cuando
entre dos valores consecutivos siempre es posible encontrar un valor intermedio si se mide con suficiente precision;
por ejemplo, la edad). Esta distincién entre variables lleva asociada una distincién entre distribuciones de probabi-
lidad que gusta mucho enfatizar a los estadisticos. En una distribucién discreta, cada valor de la variable tiene aso-
ciada una probabilidad concreta (por ejemplo, la probabilidad de obtener tres caras en cinco lanzamientos de una
moneda, o la probabilidad de padecer trastorno depresivo). En una distribucién continua no existe tal cosa; la pro-
babilidad asociada a un valor concreto es nula (si s¢ define una altura con muchos decimales, la probabilidad de que
un sujeto tenga exactamente esa altura es nula; de hecho, en las distribuciones continuas se habla de densidad, no
de probabilidad). Esto puede entenderse facilmente si se tiene en cuenta que la probabilidad del conjunto de posibles
valores de una variable vale 1 y que esa probabilidad hay que repartirla entre los teéricamente infinitos valores de
Ja variable continua.
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existentes en el mercado. Este apartado incluye inicamente los conceptos de probabi-
lidad que es necesario manejar para poder trabajar con las distribuciones de probabilidad
que estudiaremos mas adelante. Lo que hacemos al analizar datos es extraer muestras
aleatorias y calcular niimeros con distribucién de probabilidad conocida para poder
interpretar mejor esos nimeros y para poder tomar decisiones a partir de ellos. Por tanto,
lo que conviene saber de la teoria de la probabilidad es, basicamente, la parte relacio-
nada con la seleccién de muestras aleatorias y con las distribuciones de probabilidad
asociadas a los valores muestrales (nimeros) que se calculan en ellas.

Espacio muestral y sucesos

Llamamos experimento aleatorio a cualquier accién cuyo resultado no puede predecirse
con certeza. Lanzar una moneda al aire y observar el resultado (no podemos predecir
con certeza si saldra cara o cruz) o medir la altura de un sujeto elegido al azar (no
podemos predecir con certeza cudl sera su altura exacta) son experimentos aleatorios.

El espacio muestral (E) es el conjunto de posibles resultados de un experimento
aleatorio. En el experimento aleatorio consistente en lanzar una moneda y observar el
resultado, el espacio muestral estd formado por los dos resultados posibles, cara y cruz.
En el experimento aleatorio consistente en medir la altura de un sujeto, el espacio mues-
tral estd formado por todos los posibles resultados de la medicién; si el experimento
aleatorio consiste en lanzar una moneda dos veces, el espacio muestral estd formado por
cuatro posibles resultados: cara-cara, cara-cruz, cruz-cara, cruz-cruz; si se miden las
alturas de dos sujetos, el espacio muestral est4 formado por todas las combinaciones re-
sultantes de combinar las dos mediciones; etc.

Un suceseo (S) es un subconjunto de un espacio muestral. Un sucese-simple o ele-
mental esta formado por un Unico resultado (por ejemplo, obtener “cara-cara” en dos
lanzamientos de una moneda). Un suceso compuesto estd formado por mas de un resul-
tado (por ejemplo, obtener “una cara” en dos lanzamientos; es decir, obtener “cara-cruz”
o “cruz-cara”). Al suceso formado por todos los resultados del espacio muestral se le
llama suceso seguro; y a los resultados que no forman parte del espacio muestral, su-
ceso imposible.

Launién (U) de dos sucesos es el conjunto de resultados distintos que forman parte
de uno u otro suceso. La diferencia entre dos sucesos es el conjunto de resultados que
pertenecen al primer suceso y no al segundo. La interseccién () de dos sucesos es el
conjunto de resultados que forman parte tanto de uno como de otro suceso. Dos sucesos
se consideran igaales cuando incluyen los mismos resultados; y exclusivos cuando no
tienen ningtn resultado en comin. Un suceso tiene su complementario en todos los
resultados del espacio muestral que no forman parte de él.

Concepto de probabilidad

Existen diferentes formas de aproximarse al céncepto de probabilidad. Una aproxima-
cién intuitiva consiste en considerarlo como sinénimo de lo fdci/ o dificil que es obser-
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var cada uno de los sucesos de un espacio muestral. Si lanzamos al aire tres monedas,
ol suceso “tres caras” unicamente puede ocurrir de una manera: cara-cara-cara; sin em-
bargo, el suceso “una cara” puede ocurtir de tres maneras distintas: cara-cruz-cruz, cruz-
cara-cruz, cruz-cruz-cara. Por tanto, parece més fdcil (mas probable) observar el suceso
“una cara” que el suceso “tres caras”. Pero la probabilidad de un suceso es algo mas que
lo facil o dificil que es observarlo: es un nimero que intenta cuantificar lo facil o dificil
que es observarlo.

El punto de vista a priori, también llamado cldsico, asume que todos los sucesos
elementales de un espacio muestral tienen las mismas posibilidades de ocurrir (principio
de indiferencia) y cuantifica la probabilidad asociada a un suceso concreto () como su

frecuencia relativa tedrica:

P(S) = 1:; [2.1]

es decir, como el ntimero de resultados favorables al suceso (n,) dividido entre el mi-
mero de resultados posibles (n).

En este punto de vista se asume, por ejemplo, que los dos resultados posibles del
lanzamiento de una moneda (cara y cruz) tienen las mismas posibilidades de ocurrir (es
decir, son equiprobables); consecuentemente, la probabilidad a priori de cada uno de
ellos vendra dada por P(cara) = P(cruz) = 1/2=0,5. Del mismo modo, puesto que el su-
ceso “cara-cara en dos lanzamientos” es uno entre cuatro posibles (cara-cara, cara-cruz,
cruz-cara, cTuz-cruz) que se asumen equiprobables, su probabilidad a priori vendré dada
por P(cara-cara) = 1/4 = 0,25.

El punto de vista a posteriori, también llamado frecuentista o estadistico, concibe
la probabilidad de un suceso como el limite al que tiende su frecuencia relativa:

P(S) = tim [22]
n-= 7 .

(aqui, » 1o es el nimero de sucesos del espacio muestral, sino el niimero de veces que
se realiza el experimento aleatorio). Este punto de vista no hace ninguna suposicién pre-
via sobre las probabilidades de los sucesos; en lugar de eso, la probabilidad que se asig-
Da a un suceso es su frecuencia relativa empirica, es decir, la proporcién de veces que
se observa el suceso al realizar el experimento aleatorio un ndmero infinito de veces.
Ahora bien, como no es posible realizar un experimento un nimero infinito de veces,
la probabilidad a posteriori de un suceso hay que estimarla realizando el experimento
muchas veces, tantas como sea necesario hasta observar que el valor de su frecuencia
relativa se estabiliza.

Imaginemos, por ejemplo, que se lanza unamoneda 100 veces y que se obtienen 54
caras, es decir: P(cara) = 54/100 = 0,54; se sigue lanzando hasta 500 veces y se obtie-
nen 242 caras: P(cara) = 242/500 = 0,484; se sigue lanzando hasta 1.000 veces y se ob-
tienen 511 caras: P(cara) = 511/1.000 = 0,511; se sigue lanzando hasta 10.000 veces
y se obtienen 4.962 caras: P(cara) = 4.942/10.000 = 0,4962; se sigue lanzando hasta
20.000 veces y se obtienen 10.062 caras: P(cara) = 10.062/20.000 = 0,5031; se sigue
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lanzando hasta 30.000 veces y se obtienen 14.967 caras: P(cara) = 14.967/30.000 =
0,4989; etc. Lo que ocurre al proceder de esta manera es que, conforme va aumentando
el nimero de ensayos (lanzamientos), la frecuencia relativa del suceso cara se va esta-
bilizar. .0 entorno a 0,50. Pues bien, ésta es la probabilidad a posteriori del suceso cara.

En la practica, ambas formas de entender la probabilidad (a prioriy a posteriori)
son ttiles y, también, necesarias. Por gjemplo, cuando se selecciona una muestra alea-
toria de una poblacidn se estd asumiendo que todos los elementos poblacionales tienen
la misma probabilidad de ser elegidos (principio de indiferencia), es decir, se estd adop-
tando un punto de vista a priori. Sin embargo, para conocer la probabilidad de que una
persona de esa poblacién sea hombre o fumador o tenga nivel de estudios superiores o
una altura por encima de 180 cm, etc., no puede asumirse el principio de indiferencia
(es decir, no puede asumirse que hay el mismo niimero de hombres que de mujeres o ¢l
mismo niimero de fumadores que de no fumadores, etc.); a no ser que se tenga informa-
cién sobre todos los elementos de la poblacidn, las probabilidades asociadas a esos su-
cesos solamente pueden estimarse a posteriori, es decir, observando sus frecuencias re-
lativas empiricas. Sin embargo, adoptar uno u otro punto de vista no tiene implicaciones
relevantes sobre las conclusiones a las que puede llegarse. Puesto que tanto las proba-
bilidades a priori como las a posteriori se conciben como frecuencias relativas (tedricas
en el primer caso y empiricas en el segundo), sus propiedades son idénticas:

1. Laprobabilidad de todos los sucesos del espacio muestral (suceso seguro) vale 1.
Es decir, P(E)=1.

2. Laprobabilidad de un suceso es siempre no negativa. Es decir, P(S) > 0.

3. Laprobabilidad de la unién de dos o mas sucesos mutuamente exclusivos es igual
a la suma de las probabilidades individuales de los sucesos. Es decir,

P(S,uS,uS;u =)= P(S)+P(S,)+P(S;)+ -~ —_— -

Estas propiedades son las que han servido para formular una teoria axiomatica o formal
de la probabilidad. Adoptandolas.como axiomas (pues son propiedades inherentes a
cualquier probabilidad, ya sea ésta concebida a priori o a posteriori) y procediendo a
partir de ellas por deduccidn se obtienen una serie de teoremas o reglas que constituyen
lo que se conoce como cdiculo de probabilidades. De estas reglas destacaremos dos
particularmente Utiles: laregla o teorema de la multiplicacion (referida a la interseccion
de sucesos) y la regla o teorema de la suma (referida a la unién de sucesos).

Regla de la multiplicacion

Entre los conceptos mds interesantes que podemos encontrar en la teorja de la proba-
bilidad se encuentra el de probabilidad condicional. Se refiere a la probabilidad de que
ocurra un suceso cuando se impone la condicion de que haya ocurrido otro previamente.
Se representa mediante P(S|| S,) y se lee como “probabilidad condicional de S, dado S,”
o, simplemente, como “probabilidad de S, dado S,”.

Para entender facilmente el significado de una probabilidad condicional, conside-
remos el ejemplo propuesto en la Tabla 2.1. Los resultados que muestra la tabla se han
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obtenido al clasificar a las 10.000 personas de una determinada poblacién utilizando los
criterios sexo (hombres, mujeres) y tabaquismo (fumadores, no fumadores).

De acuerdo con la ecuacion [2.1] (nimero de casos favorables dividido entre el
nimero de casos posibles), la probabilidad de que un sujeto elegido al azar sea fumador,
es decir, la probabilidad del suceso fumador (F), asumiendo que cualquier sujeto tiene
la misma probabilidad de ser elegido, vale

3.500

P(F) = = 0,35
@) 10.000

Y la probabilidad de que un sujeto elegido al azar sea hombre (H) vale

4000

P(H) = =
&) 10.000

B

Tabla 2.1. Frecuencias conjuntas de sexo y tabaquismo

Fumadores  No fumadores Total

Hombres 1.000 3.000 4.000
Mujeres 2.500 3.500 6.000
Total 3.500 6.500 10.000

Ahora biern, si se impone la condicién de que el sujeto elegido sea hombre, entonces
;cudl es la probabilidad de que sea fumador? Es decir, jcudl es la probabilidad con-
dicional del suceso fumador dado el suceso hombre? Para responder a esta pregunta
hay que tener en cuenta que los casos favorables, es decir, los hombres fumadores, son
1.000, y que, debido a la restriccién impuesta, los casos posibles son los 4.000 hombres.
Por tanto:
P H) = 1090 _ g5
4.000

El numerador de esta probabilidad condicional recoge los 1.000 hombres fumadores,
es decir, los elementos que forman parte de la interseccion entre el suceso fumador y
el suceso hombre (FnH). La probabilidad de esta combinacién de sucesos (ser fumador
y ser hombre) vale:

1.000 _
10.000

Y el denominador de la probabilidad condicional recoge los 4.000 elementos del suceso
dado (H) cuya probabilidad ya sabemos que vale 0,40 (ver mas arriba). En consecuen-
cia:

P(FNH) =

)

P(FNH) _ 1.000/10.000 _ 1.000 _ ;s
P(H) 4.000/10.000  4.000 ’

P(F|H) =
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Es decir, la probabilidad condicional del suceso S, dado el suceso S, es igual a la pro-

babilidad de la interseccion de ambos sucesos dividida entre la probabilidad del suceso
dado:

P(S,nS :
P(S,]S5,) = —————;g )2) [23]
2

Precisamente esta definicion de probabilidad condicional, que contiene en el numerador
la probabilidad de la interseccion de los dos sucesos, sirve para formular la regla de la
multiplicacién (también llamada regla del producto):

La probabilidad de la interseccion de dos sucesos es igual a la probabilidad indi-
vidual de uno de ellos multiplicada por la probabilidad condicional del otro.

Es decir,
P(§\NS,) = P(S,)P(S,1S,) = P(S))P(S,]S)) ’ [2.4]

Por tanto, hablar de inferseccion en el contexto de los sucesos de un espacio muestral
es equivalente a hablar de multiplicacion en el contexto de las probabilidades de esos
sucesos. ,

Pero la definicion [2.4] necesita ser matizada. Es claro que no todo suceso tiene por
qué alterar la probabilidad de cualquier otro. De hecho, muchos sucesos no alteran las
probabilidades de otros muchos. Pues bien, cuando dos sucesos no ven alteradas sus res-
pectivas probabilidades individuales por la presencia del otro, decimos que esos sucesos
son independientes. Cuando se da esta circunstancia, la probabilidad condicional de un
suceso no difiere de su probabilidad individual. Es decir, si dos sucesos son’indepen-
dientes se verifica

P(S5)1S,) = P(S) 23

Por tanto, si dos sucesos son independientes, laregla de la multiplicacion va presentada
mas arriba, se simplifica:

La probabilidad de la interseccion de dos sucesos independientes es igual al pro-
ducto de sus probabilidades individuales. Y a la inversa: si la probabilidad de la
interseccion de dos sucesos es igual al producto de sus probabilidades individua-
les, entonces esos sucesos son indepéendientes.

Volviendo a los datos de la Tabla 2.1, ;puede decirse que el suceso fombre es inde-
pendiente del suceso fumador? Sabemos (ver mas arriba) que la probabilidad de la inter-
seccidn entre esos sucesos vale 0,10, la del suceso ~ombre 0,40 y la del suceso fumador
0,35. Silos dos sucesos fueran independientes, la probabilidad de su interseccién (0,10)
deberia ser igual al producto de sus probabilidades individuales (0,40 x 0,35 = 0,14).
Puesto que la probabilidad 0,10 es distinta de la probabilidad 0,14, podemos decir que
los sucesos hombre y fumador no son independientes.
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Regla de la suma

Si dos sucesos son mutuamente exclusivos (es decir, si no tienen elementos en comun;
ver Figura 2.1, gréfico de la izquierda), la probabilidad de su unién es la suma de sus
probabilidades individuales. Esto es lo que afirma el axioma 3. Ahora bien, si los su-
cesos no son exclusivos (es decir, si tienen algin elemento en comin; ver Figura 2.1,
grafico de la derecha), a la probabilidad de la uni6n hay que restarle la parte que tienen
en comun, es decir, la interseccion de ambos. Este razonamiento da pie para formular
la regla de la suma:

Si S, y S, son sucesos exclusivos, P(S,0S,) = P(S,) + P(S,) [2.6]
Si S,y S, son sucesos no exclusivos, P(S,US) = P(S)+P(S) - P(SnSy) [2.7]

Por tanto, hablar de unién en el contexto de los sucesos de un espacio muestral equivale
a hablar de suma en el contexto de las probabilidades de esos sucesos.

En el ejemplo representado en la Figura 2.1, la probabilidad de la unién de los dos
sucesos del grafico de la izquierda (sucesos exclusivos) se obtiene sumando las proba-
bilidades individuales de ambos sucesos (ecuacién [2.6]). Sin embargo, en el grafico
de la derecha (sucesos no exclusivos), la probabilidad de la unién de ambos sucesos no
se corresponde con la suma de las probabilidades individuales; a esa suma hay que
restar la probabilidad de la interseccion, es decir, hay que restar la probabilidad corres-
pondiente al elemento ¢, el cual se ha sumado dos veces (ecuacioén [2.7]).

Volviendo a los datos de la Tabla 2.1, la regla de la suma puede utilizarse para co-
nocer la probabilidad de la unién de los sucesos hombre y fumador, es decir, la proba-
bilidad de que un sujeto elegido al azar sea hombre o fumador. Obviamente, ser hombre
y ser fumador no son exclusivos pues una persona puede ser al mismo tiempo ambas
cosas. Por tanto:

P(HUF) = P(H)+P(F)- P(HNF) = 0,40+0,35-0,10 = 0,65

Figura 2.1. Sucesos exclusivos (izquierda) y no exclusivos (derecha) en el espacio muestral £

S, S, S, S,

E E

Combinando la regla de la multiplicacion y la regla de la suma se llega a un teorema,
muy conocido en estadistica, llamado teorema de Bayes. No obstante, puesto que no
ayuda a resolver nada que no pueda resolverse con las dos reglas estudiadas, no serd
tratado aqui (el lector interesado en este teorema puede consultar, por ejemplo, Amoén,
1984, pags. 53-59).
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Apéndice 2

Combinatoria (reglas de contar)

Utilizar el calculo de probabilidades requiere, entre otras cosas, conocer el espacio muestral con
el que se desea trabajar, es decir, los posibles resultados del correspondiente experimento aleato-
rio. Aunque con espacios muestrales pequefios es facil calcular el nimero total de resultados, con
espacios muestrales grandes la tarea se complica bastante. En estos casos es muy ttil disponer
de alguna herramienta que facilite el trabajo. Como también lo es contar con herramientas que
ayuden a calcular, por ejemplo, cudntas comparaciones por pares pueden hacerse con un deter-
minado numero de elementos; o de cudntas maneras distintas puede ordenarse un conjunto de
estimulos para presentarlos a una muestra de sujetos. Todos estos célculos pueden realizarse fa-
cilmente con las llamadas reglas de contar, algunas de las cuales se describen en este apartado.

Comencemos con ¢l principio fundamental de la combinatoria. Sirve para resolver mu-
chas de las situaciones que podemos encontrarnos y es muy facil de aplicar:

Si el suceso S, puede ocurrir de »; maneras, el suceso S, de n, maneras, ..., el suceso S, de
n, maneras, 10s & sucesos S, S,, -.., S, pueden ocurrir, de forma simultdnea o conjunta, de
ny X n, X - - - Xy maneras.

Para comprender la utilidad de este principio, vamos a comenzar con un par de ejemplos de jue-
gos que pueden resultar bastante familiares. Primero: ;cudntos resultados posibles tiene una qui-
niela de fatbol? Una quiniela tiene 15 resultados, cada uno de los cuales puede ocurrir de 3
maneras distintas; por tanto, los 15 resultados juntos pueden ocurrir de 3x3 x---x3 =3V =
14.348.907 maneras distintas. Segundo: jcuantos resultados distintos pueden darse en la loteria
primitiva? En este juego se eligen al azar 6 numeros entre 49 posibles (numeros del 1 al 49); el
primer nimero elegido puede ser uno cualquiera de los 49 posibles; el segundo, uno de los 48
restantes (pues el segundo resultado no puede ser el nimero que ya ha salido como primer resul-
tado); el tercero, uno de los 47 restantes; ...; el sexto, uno de los 44 restantes; por tanto, los 6
ntmeros elegidos pueden aparecer de 49 x 48 x 47 x 46 x 45 x 44 = 10.068.347.520 maneras.

Aunque ambos casos se resuelven utilizando la misma estrategia, lo cierto es que difieren
en un aspecto importante. En el caso de la quiniela, cada posible resultado es distinto de cada
otro porque €l orden en el que éparecen las quince apuestas es crucial. En la loteria primitiva, sin
embargo, no todos los posibles resultados son distintos entre si, sino que hay algunos que son
equivalentes a otros; por ejemplo, el resultado {1, 2, 3, 4, 5, 6} es, obviamente, equivalente al
resultado {1, 3, 5, 2, 4, 6}; y también es equivalente a cualquier otro que contenga [os mismos
niimeros aunque estén en distinto orden. Por tanto, para calcular correctamente los posibles re-
sultados de la loteria primitiva es necesario tener en cuenta de cuantas maneras pueden ordenarse
6 numeros distintos. Veamos: el primer niimero puede ocupar cualquiera de las 6 posiciones dis-
ponibles; el segundo, cualquiera de las cinco posiciones restantes; ...; el sexto, la tinica posicion
disponible al final. Aplicando el principio fundamental de la combinatoria se llega a la conclu-
sién de que 6 numeros distintos pueden ordenarse de 6 x5 x4 x3 x2 x 1 = 720 maneras distintas.
Dado que esto ocurre con cualquier combinacién de 6 nimeros, el niimero de posibles resulta-
dos distintos en la loteria primitiva vendréa dado por el cociente entre el primer calculo realizado
(10.068.347.520, cantidad que incluye muchos resultados equivalentes) y las distintas maneras
de ordenar 6 nameros (720), es decir, 13.983.816 maneras distintas.
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Para terminar de aclarar estas diferencias entre posibles resultados de un experimento alea-
torio, consideremos un ejemplo algo mas simple. Supongamos que lanzamos una moneda dos
veces y observamos el resultado. Liamando ¢ al resultado cara y x al resultado cruz, este experi-
mento aleatorio tiene asociados cuatro posibles resultados: cc, cx, xc, xx. El hecho de que estos
cuatro resultados se consideren o no distintos entre si dependera del criterio que se aplique para
distinguirlos: (1) si se considera que dos resultados son distintos tanto si contienen elementos
distintos como si, conteniendo los mismos, se encuentran en distinto orden, entonces los 4 resul-
tados son distintos; (2) si se considera que dos resultados son distintos unicamente si contienen
elementos distintos, entonces hay 3 resultados distintos: cc, ¢x, xx (los resultados cx y xc cuentan
como un unico resultado); (3) por ultimo, si se considera que dos resultados son distintos Gnica-
mente cuando contienen los mismos elementos pero en distinto orden, entonces hay 2 resultaos
distintos: cx y xc. A los resultados de aplicar el primer criterio se les llama variaciones; a los de
aplicar el segundo criterio, combinaciones; y a los de aplicar el tercer criterio, permutaciones.
Y, aunque todos estos resultados pueden calcularse utilizando €l principio fundamental de la
combinatoria, existen algunas férmulas que facilitan el trabajo’.

Variaciones (V)

Numero de grupos distintos que pueden formarse con N elementos tomados de » en n, consi-
derando que dos grupos son distintos si difieren tanto en alguno de sus elementos como en ¢l
orden de los mismos®:

N!

Pun = Wom [2.8]

Supongamos que 10 candidatos optan a 3 puestos de trabajo con diferente remuneracién. ;De
cuéntas maneras distintas pueden repartirse los 3 puestos entre los 10 candidatos? Para responder
a esta pregunta es necesario tener en cuenta que cada grupo de tres candidatos es distinto de cada
otro tanto si incluye algin candidato distinto como si los puestos se reparten de forma distinta

entre los mismos tres candidatos (importa el orden). Por tanto, se trata de variaciones de 10
elementos tomados de 3 en 3:

10!

m = 10x9x8 = 720 maneras

Vies =

Utilizando el principio fundamental de la combinatoria se llega al mismo resultado: el primer
puesto puede ser ocupado por 10 personas distintas, el segundo por 9y el tercero por 8; por tanto,
los tres puestos pueden ser ocupados de 10 x 9 x 8 = 720 maneras distintas.

Combinaciones (Cy,,)

Numero de grupos distintos que pueden formarse con N elementos tomados de » en n, conside-
rando que dos grupos son distintos tnicamente si difieren en alguno de sus elementos:

7 También pueden formarse variaciones, combinaciones y permutaciones con repeticion, pero su utilidad para el
analista de datos es mas bien escasa y no seran tratadas aqui. El lector interesado en ellas puede consultar Amén
(1979, pag. 33).

85| signo de admiracién (!) se lee factorial (n! se lee n factorial; 5! se lee cinco factorial) y significa que el ni-

mero que le precede hay que multiplicarlo por todos los ntimeros enteros menores que €l hasta llegar a 1. Asi, por
ejemplo, 5! =5x4x3x2x1=120. La excepcién a esta regla la constituye el niimero 0: se asume que 0! =1.
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N ] - M [2.9]

Crn = ( Al (N - )1

n

Supongamos que tenemos que formar grupos de trabajo de 3 personas con los 10 empleados de
un departamento. ;Cuéntos grupos distintos de 3 personas pueden formarse? Obviamente, dos
grupos ser4n distintos tinicamente si no contienen las mismas personas; aqui, el orden enel que
se elije a las personas no afecta a la composicion del grupo. Por tanto, se trata de combinacio-
nes de 10 elementos tomados de 3 en 3:

_ (10} _ 100 10x9%8 _ 1ho orimos
10.3 3 31(10 - 3)! 3x2x1

Aplicando el principio fundamental de la combinatoria se llega al mismo resultado: el primer
miembro del grupo puede ser uno cualquiera de los 10 empleados; el segundo, uno cualquiera
de los 9 restantes; el tercero, uno cualquiera de los 8 restantes. Por tanto, con los 10 empleados
es posible formar un total de 10 x 9 x 8 = 720 grupos. Pero, como muchos de estos grupos son
equivalentes (estan formados por los mismos sujetos aunque sean elegidos en distinto orden), la
cantidad obtenida (720) hay que dividirla entre ¢l nimero de ordenaciones distintas que es posi-
ble hacer con tres elementos: 3 x2 x 1 = 6. Por tanto, es posible formar un total de 720/6 = 120
grupos distintos.

Permutaciones (P,)

Numero de ordenaciones distintas que es posible realizar con » elementos:

'

P, = n! [2.10]

Por ejemplo, jde cudntas maneras distintas pueden asignarse los 10 empleades del ejemplo
anterior a los 10 despachos disponibles en el departamento? La solucién ahora ya no consiste en
hacer subgrupos, sino en ordenar a los 10 empleados de todas las formas posibles. Se trata, por
tanto, de permutaciones de 10 elementos:

P, = 10! = 10x9x8x---x] = 3.628.800 maneras distintas

Utilizando el principio fundamental de la combinatoria se obtiene el mismo resultado: el primer
miembro del grupo puede ocupar uno cualquiera de los 10 despachos disponibles; el segundo,
uno cualquiera de los 9 restantes; ...; el décimo, el inico despacho disponible; por tanto, los 10
empleados pueden repartirse en los 10 despachos de 10 x 9 x 8 x - -- x 1 = 3.628.800 maneras
distintas.

En lo que a nosotros més nos interesa, tanto las variaciones como las combinaciones tienen la
importante utilidad de permitir calcular e] niimero de muestras distintas que es posible extraer
de una poblacién finita. Supongamos que se extrae una muestra de » = 5 personas de una pobla-
cién de N = 20 personas (si la poblacién tuviera 20 millones de personas el razonamiento seria
el mismo). Ciertamente, un grupo de personas no cambia porque las mismas 5 personas se elijan
en un orden u otro. Pero, cuando se extraen muestras aleatorias, lo que interesa es que cualquiera
de ellas tenga la misma probabilidad de ser elegida. Y puesto que los elementos pueden aparecer
en distinto orden, cada una de esas posibilidades tendrd asociada una probabilidad. Por tanto,
desde este punto de vista, una muestra debe considerarse distinta de otra tanto si contiene algin
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elemento distinto como si, conteniendo los mismos, se encuentran en distinto orden. Consiguien-
temente, €l namero de muestras posibles vendra dado por las variaciones de 20 elementos to-
mados de 5 en 5:

1
20! 50x19x18x17x16 = 1.860.480 muestras posibles

Vo o = 20

0,5
2’ (20 - 5)!
Ahora bien, si se considera que una muestra es distinta de otra inicamente cuando contiene algtin

elemento distinto, entonces el nimero de muestras posibles vendra dado por las combinaciones
de 20 elementos tomados de 5 en 5:

C .- _ 200 _ 20x19x18x17x16 _ 1.860.480
205 7 51020 - 5)! 5x4x3x2x1 120

= 15.504 muestras distintas

Esta claro que el nimero de muestras posibles que resulta con uno y otro criterio es muy distinto.
Sin embargo, la probabilidad asociada a cada posible muestra es la misma independientemente
del criterio adoptado. En el primer caso (variaciones), esa probabilidad vale uno dividido entre
las 1.860.480 muestras posibles; en el segundo, uno dividido entre las 15.504 muestras posibles.

Como seleccionar una muestra aleatoria

Al trabajar con poblaciones finitas, la extraccién de una muestra aleatoria requiere, en general,
como primer paso, que los elementos poblacionales estén identificados de alguna manera. Una
forma apropiada de identificarlos consiste en numerar los elementos poblacionales de 1 a Ny,
a continuacion, utilizar una tabla de niimeros aleatorios para elegir los elementos que formaran
parte de la muestra.

Las tablas de niimeros aleatorios (como la tabla A del Apéndice final) han sido elaboradas
de tal forma que todos los digitos del 0 al 9 aparecen con la misma frecuencia y repartidos de for-
ma aleatoria (los digitos suelen aparecer en estas tablas formando grupos para facilitar su lectura,
pero esa agrupacion no tiene otro significado).

Para ilustrar cémo utilizar la tabla de nimeros aleatorios, supongamos que tenemos que ex-
traer una muestra de tamafio » = 50 de una poblacién de tamafio N = 800. El primer paso consiste
en numerar los elementos poblacionales de 1 2 800 (normalmente se trabaja con listas que tienen
resuelto esto). A continuacién, en la tabla de nimeros aleatorios (la del Apéndice final est4 for-
mada por 1.000 digitos: 40 filas por 25 columnas) seleccionamos al azar un digito cualquiera. Su-
pongamos que la eleccién recae sobre el digito colocado en la29* filay en la 13 columna: hemos
elegido el niimero 5. Leyendo a partir de esa posicién de izquierda a derecha (aunque podria
hacerse en cualquier otra direccién) encontramos los siguientes niimeros de tres digitos (tres digi-
tos porque ése es el numero de digitos del tamafio poblacional: 800): 541, 149, 050, etc. Segui-
mos asi hasta obtener los 50 elementos que deben formar parte de la muestra. Si reanudamos la
secuencia donde la hemos dejado, el siguiente ntimero es 944; como este niimero es mayor que
800 (tamafio poblacional), desechamos ese valor y continuamos: 109, 341, etc. Por supuesto, se
puede continuar indistintamente en la fila de abajo o en la de arriba; cualquier direccién que se
tome ofrecerd una secuencia aleatoria.

El problema de los métodos de extraccién basados en tablas de niimeros aleatorios es que
solamente resultan aplicables cuando se esta trabajando con poblaciones finitas. En una pobla-
cién infinita no es posible, por ejemplo, numerar todos los elementos que la componen. En estos
casos es obligado adoptar una estrategia de muestreo diferente. Una de estas estrategias se cono-
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ce con el nombre de simulacién: “técnica de muestreo estadistico controlado utilizada, junto con
unmodelo, para obtener respuestas aproximadas sobre problemas probabilisticos (...) complejos”
(Lewis y Orav, 1989, pag. 9). En el Apéndice 6 se ofrece una breve explicacién de un método
de simulacién conocido como método Monte Carlo.

Ejercicios

2.1.

Soluciones en www sintesis.com

En el gjercicio 1.1 (ver capitulo anterior) hemos propuesto un conjunto de caracteristicas con el
objetivo de aprender a identificar el nivel de medida que era posible alcanzar con ellas. Ahora
se trata de decidir si esas caracteristicas, a las que ya podemos empezar a llamar variables, deben
ser clasificadas como categéricas o como cuantitativas.

Percepcion subjetiva del dolor.

Grupo de tratamiento (experimental, control).

Satisfaccién con un determinado servicio.

Peso de los recién nacidos.

Tiempo de reaccion.

Calidad percibida del estado de salud general.

Rendimiento en el test de inteligencia Raven.

Actitud hacia el aborto (en contra, indiferente, a favor).
Rendimiento en una prueba de cdlculo numérico.

Nivel socioecondmico (bajo, medio, alto).

Numero de aciertos en una prueba de rendimiento.

Calidad del material recordado.

. Nivel de ansiedad.

Intensidad del ruido ambiental. -
Afios de experiencia educativa de un profesor.

Color de un estimulo (rojo, amarillo, verde, azul).

Dosis de un farmaco (0 mg; 100 mg, 250 mg, 500 mg).

Grado de dificultad de una pregunta.

Nivel de alcohol en sangre (g/1).

Consumo de alcohol (nulo, bajo, medio, alto).

Numero de cigarrillos/dia.

Tabaquismo (fumadores, exfumadores, no fumadores).
Puntuaciones en la escala de depresion de Hamilton.

Numero de accidentes de trafico ocurridos en fin de semana.

Tipo de ideologia politica (izquierda, centro, derecha).

Nivel de conservadurismo medido en el continuo izquierda-derecha.
Tipo de tratamiento antidepresivo (farmacolégico, psicol6gico, mixto).

N HIERTEIRTO MY SAT TSR RS oD

A continuacién se ofrecen varias afirmaciones que pueden ayudar a precisar el significado de al-
gunos de los conceptos introducidos en este capitulo. ;Cudl de ellas es verdadera y cual falsa?

a. Un pardmetro es una caracteristica individual de cada elemento de una poblacién.

b. Un estadistico es un niimero y, por tanto, una constante.

c. Alseleccionar varias muestras de una misma poblacién y calcular en cada una de ellas un es-
tadistico, el valor de ese estadistico sera siempre el mismo solamente si las muestras son
aleatorias y del mismo tamafio.
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d. Bajo ciertas circunstancias, los estudiantes de la Universidad Auténoma de Madrid constitu-
yen una poblacién.

e. Una muestra aleatoria de los estudiantes de un colegio de una ciudad puede ser considerada
representativa de los estudiantes de esa ciudad.

En un ensayo clinico disefiado para probar la eficacia de un nuevo farmaco destinado a pacientes
con insomnio se utiliza una muestra de los pacientes con insomnio que acuden a la consulta de
un determinado hospital durante un determinado periodo de tiempo. Sefialar la(s) alternativa(s)
correcta(s):

a. Se tiene una muestra aleatoria de pacientes con insomnio.
b. Se tiene una muestra no aleatoria de pacientes con insomnio.
¢. Lapoblacién de referencia es la de pacientes con insomnio.

Para estudiar la relacién entre las variables tabaquismo y enfisema pulmonar se han recogido da-
tos en tres hospitales de la zona sur de Madrid. Al comienzo del estudio, los sujetos, elegidos
aleatoriamente entre los pacientes sin enfisema que han acudido a consulta durante un afio, se han
clasificado como fumadores, exfumadores y no fumadores. Tras diez afios de seguimiento se ha
registrado la presencia o no de enfisema pulmonar.

a. Cual es la poblacion de referencia?

b. (Cual es el pardmetro que interesa estudiar?

¢. ¢Se ha seleccionado una muestra aleatoria de la poblacién de referencia?

d. A qué tipo de conclusién permite llegar un estudio de estas caracteristicas (descriptiva, re-
lacional, explicativa)?

Sefialar cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son falsas:

a. Sidos sucesos son independientes, la probabilidad de uno de ellos es la misma tanto si el otro
Suceso estd presente como si no.

b. Sidos sucesos son independientes, la probabilidad de su suma es igual a la suma de sus pro-
babilidades.

¢. Si dos sucesos son exclusivos, su probabilidad conjunta es igual al producto de sus proba-
bilidades individuales.

d. Siselanzauna moneda al aire cinco veces y en las cinco ocasiones sale cara, la probabilidad
de que salga cara en el sexto lanzamiento es menor que la probabilidad de que salga cruz
(asumimos que la moneda no estd trucada y que el lanzamiento es imparcial).

e. Sise lanza una moneda al aire diez veces, el resultado “5 caras” es igual de probable que el
resultado “7 caras”.

Un examen consta de tres preguntas. Todas ellas tienen cinco alternativas de respuesta de las que
solamente una es correcta. Si un sujeto responde al azar, ;cudl es Ja probabilidad de que:

a. No acierte ninguna pregunta?
b. Acierte una pregunta?

c. Acierte dos preguntas?

d. Acierte las tres preguntas?

En un estudio sobre discriminacién visual se presentan a un sujeto 10 pares de estimulos lumi-
nosos de la misma intensidad. La tarea consiste en decidir si los estimulos de cada par tienen o
no la misma intensidad. Si el sujeto realiza la tarea respondiendo al azar:

a. ;Cuél es la probabilidad de que no dé la respuesta correcta en ningin par?
b. (Cuél es la probabilidad de que dé la respuesta correcta en un solo par?

2.8.

2.9.
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En un estudio dirigido a establecer la prevalencia de la demencia senil en personas mayores de
65 afios, se han recogido datos sobre 5.000 personas. Cada persona se ha clasificado utilizando
dos criterios: sexo y demencia senil. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos:

Demencia senil

Sexo S=si

N=no Total

H = hombres 500 1.500 2.000
M= mujeres 750 2.250 3.000
Total 1.250 3.750 5.000

a. ¢Son independientes los sucesos ser hombre y padecer demencia?

b. Sise elige una persona al azar, ;cudl es la probabilidad de que se trate de una mujer que no
padece demencia?

c. Sise elige una persona al azar y resulta ser hombre, ;cudl es la probabilidad de que padezca
demencia?

Supongamos que la poblacién de personas mayores de 60 afios est4 formada por un 40 % de
hombres (H) y un 60% de mujeres (M ). Supongamos ademds que el porcentaje de personas
dependientes (D) en esa poblacién es del 10% entre los hombres y del 20% entre las mujeres.
Si se elige una persona al azar:

a. ¢Cuél es la probabilidad de que la persona elegida sea un hombre dependiente?

b. Cual es la probabilidad de que la persona elegida sea una mujer dependiente?

c. ¢Cudl es la probabilidad de que la persona elegida sea dependiente?

d. Silapersona elegida es dependiente, ;cudl es la probabilidad de que sea un hombre?

Tres pruebas diagnésticas para la deteccién del Alzheimer (4, By C) detectan la enfermedad en
el 90, 80 y 70 %, respectivamente, de las personas que la padecen. Si el diagnostico de cada
prueba es independiente del de las demas:

a. ¢Cudl es la probabilidad de detectar la enfermedad si se aplican las pruebas 4 y B?

b. (Cual es la probabilidad de no detectar la enfermedad si se aplican las pruebas By C?

c. Siseconsidera que la enfermedad esta presente inicamente cuando las tres pruebas la detec-
tan, /cudl es la probabilidad de que un enfermo de Alzheimer sea diagnosticado como tal?

d. Sise considera que la enfermedad esta presente inicamente si, aplicadas las tres pruebas, al
menos dos de ellas la detectan, ;cudl es la probabilidad de que un enfermo de Alzheimer sea
diagnosticado como tal?

Consideremos dos preguntas de un examen: P, y P,. Ambas tienen varias alternativas de res-
puesta de las que solamente una es correcta, pero la primera pregunta tiene cuatro alternativas
y la segunda cinco. Un estudiante responde al azar a una de esas dos preguntas y la acierta (4).

a. ¢Cudl es la probabilidad de que la pregunta respondida sea la primera?
b. (Cual es la probabilidad de que la pregunta respondida sea la segunda?

Un detector de mentiras diagnostica correctamente al 90% de las personas que mienten (M) y
al 95% de las que no mienten. Se elige al azar una persona de un colectivo de 100 personas del
que se sabe que 20 mienten. '

a. Tanto si esa persona miente como si no, jcudl es la probabilidad de que ¢l detector ofrezca
un diagndstico correcto?
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b. Si el detector indica que esa persona miente, ;cuél es la probabilidad de que el diagndstico
sea correcto?

Se sabe que, en una determinada poblacién, la prevalencia de una enfermedad concreta es del 30

%. Se dispone de una prueba diagnostica con una sensibilidad (diagnéstico positivo cuando la

persona padece la enfermedad) del 90 % y una especificidad (diagndstico negativo cuando la

persona no padece la enfermedad) del 80%. Al realizar un diagnéstico concreto a un sujeto de

esa poblacién:

a. ;Cuél es la probabilidad de que la prueba dé un resultado positivo?

b. ;Cuél es la probabilidad de que la prueba dé un diagnéstico equivocado?

c. Silaprueba da un resultado positivo, ;cual es la probabilidad de que la persona no esté en-
ferma?

El 40 % de los aspirantes a un puesto de trabajo ha superado (S') una determinada prueba de
seleccion. El 80% de los aspirantes que superan esa prueba terminan siendo contratados (C),
frente a solamente el 5% de los que no la superan. Si un aspirante es finalmente contratado, jcul
es la probabilidad de que haya superado la prueba de seleccién?

El azar (la seleccién aleatoria) desempefia un importante rol en el anlisis de datos: no solo es
la estrategia que utilizamos para obtener muestras representativas, sino que las reglas de la teoria
de la probabilidad se basan en €l. Pero el azar, o las leyes del azar, tienen otras muchas aplica-
ciones. Una de ellas, muy interesante, tiene que ver con garantizar el anonimato en los cuestio-
narios que contienen preguntas sensibles. ‘

Imaginemos un estudio en el que se trata de obtener una estimacién de la proporcién de per-
sonas que defraudan a Hacienda (lo mismo valdria para conductas como el consumo de drogas,
para ciertas inclinaciones sexuales, etc.; es decir, para conductas que las personas se sienten in-
clinadas a ocultar o magquillar por ser socialmente indeseables). Légicamente, pocas personas
decidirdn confesar un delito (como defraudar a Hacienda) a no ser que reciban plenas garantias
de que surespuesta permaneceré en el anonimato. Wonnacott y Wonnacott (1990, pags. 107-108)
han propuesto una ocurrente manera de garantizar el anonimato de las respuestas a un cues-
tionario. La estrategia consiste en pedir al entrevistado que lance una moneda en privado con
la siguiente indicacion: (1) “si sale cara, responda a la pregunta: ;ha defraudado alguna vez a
Hacienda?”; (2) “si sale cruz, vuelva a lanzar la moneda y diga si ha vuelto a salir cruz”. Al pro-
ceder de esta manera, si el entrevistado responde “si”, el entrevistador no tiene forma de saber
si el entrevistado ha defraudado a Hacienda o ha obtenido dos cruces. El anonimato est4 garan-
tizado. Por supuesto, esta estrategia no permite conocer las respuestas individuales de los entre-
vistados. Pero si permite obtener una estimacién de la proporcién de defraudadores.

a. Supongamos que la verdadera proporcion () de entrevistados que defraudan a Hacienda vale
0,40. ;Qué proporcién (P) de respuestas “si” cabe esperar encontrar en una muestra concreta
con el procedimiento descrito?

b. Sien una muestra concreta se obtiene P = 0,15, ;qué valor habré que estimar para =?

c. Para poder responder a las dos preguntas anteriores es necesario asumir que ciertas cosas
ocurren de cierta manera. ;Qué cosas y de qué manera?

Analisis descriptivo
de variables categoricas

Una vez recogidos los datos y preparados para el andlisis, la primera tarea que conviene
abordar, cualquiera que sea el tipo de anélisis que finalmente se tenga intencién de 1le-
var a cabo para poder cubrir los objetivos de un estudio, es la de formarse una idea lo
mas exacta posible acerca de las caracteristicas de cada variable.

Esto podria conseguirse elaborando un listado de todos los valores, pues, _cﬁalquiera
que sea la naturaleza de una variable, un listado de todos sus valores contiene toda la
informacion disponible. Sin embargo, un listado de datos tiene poca (o quiza ninguna)
utilidad. Lo realmente ttil es poder organizar y resumir esos datos de alguna forma que
aclare la situacion y facilite la comprension de lo que esté ocurriendo.

Ahora bien, dado que un resumen no es una descripcion detallada de los datos, sola-
mente podra captar un aspecto parcial de los mismos. Y esto significa que habrd que de-
finir diferentes estadisticos para poder captar toda la complejidad de una variable. Por
tanto, ya desde el principio, es importante conocer las herramientas estadisticas que per-
miten resumir los datos y aprender a elegir aquellas que daran respuesta apropiada a las
cuestiones que interese estudiar.

En este sentido, tanto si una variable es categdrica como si es cuantitativa, obtener
una descripcién completa de la misma exige, por lo general, prestar atencién a tres ca-
racteristicas o propiedades: el centro, la dispersion y la forma de la distribucion (ver
capitulo anterior).

En este capitulo se presentan las herramientas estadisticas comtinmente utilizadas
para describir variables categéricas; en el apéndice se describe un tipo particular de va-
riables categdricas llamadas variables de respuesta multiple. En el siguiente capitulo se
explica cdmo describir variables cuantitativas.
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Tabla de frecuencias

Una tabla o distribucién de frecuencias es una forma particular de ordenar los datos
basada en los valores concretos que adopta una variable categérica y en el niimero de
veces que se repite cada valor. El objetivo de una tabla de frecuencias es organizar la
informacion y, sobre todo, resumirla. La Tabla 3.1 muestra las frecuencias obtenidas al
clasificar una muestra de n = 200 sujetos en la variable X = “tabaquismo”. Se trata de
una variable categérica que toma tres valores: X, = “fumadores”, X, = “exfumadores™
y X, = “no fumadores” (el subindice i se refiere a cada uno de los valores distintos que
toma la variable; por tanto, i =1, 2, 3).

La primera columna de la tabla recoge los tres valores de la variable. La segunda
columna muestra las frecuencias absolutas (n,), es decir, el nimero de veces que se
repite cada valor. La tercera columna contiene las frecuencias relativas (P)), las cuales
se obtienen dividiendo las correspondientes frecuencias absolutas entre el nimero total
de casos:

Py =n;/n (3.1]
Estas frecuencias indican la proporcion de veces que se repite cada valor (también se les
llama proporciones). Segun tendremos ocasion de comprobar en proximos capitulos, las
frecuencias relativas (las proporciones) son muy utilizadas para realizar comparaciones
entre grupos.

Multiplicando por 100 las frecuencias relativas definidas en [3.1] se obtienen las
frecuencias porcentuales (%,;) que aparecen en la dltima columna de la tabla:

%, = 100P, [3.2]

Estas frecuencias indican el porcentaje de veces que se repite cada valor. Puesto que la
informaci6n que ofrecen las frecuencias relativas y las porcentuales es idéntica, no es
necesario incluir ambas en una misma tabla de frecuencias.

La Tabla 3.2 ofrece las frecuencias de la variable nivel de estudios. Esta variable
es, al igual que la variable tabaquismo, una variable categérica; pero, a diferencia de és-
ta, el nivel de estudios es una variable ordinal (sus categorias estdn cuantitativamente

Tabla 3.1. Frecuencias de la variable tabaquismo

X n; P, %;
Frecuencias  Frecuencias  Frecuencias
Tabagquismo absolutas relativas porcentuales
Fumadores 70 0,35 35
Exfumadores 20 0,10 10
No fumadores 110 0,55 55
200 1,00 100
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ordenadas). Con este tipo de variables es posible calcular un tipo particular de frecuen-
cias llamadas acumuladas.

La frecuencia absoluta acumulada (na;) es el numero de veces que se repite un
valor mas cualquier otro inferior a él. La frecuencia relativa acnmulada (Pa;) se obtie-
ne dividiendo la frecuencia absoluta acumulada entre el nimero de casos (Pa; = na;/n).
Y la frecuencia porcentual acumulada (%a;) se obtiene muitiplicando por 100 la fre-
cuencia relativa acumulada (% a; =100Pa;).

Las frecuencias absolutas (r;) constituyen el punto de referencia de una tabla de fre-
cuencias: todas las demés frecuencias se obtienen a partir de las absolutas. Por tanto,
aunque una tabla concreta pueda incluir un tipo u otro de frecuencias en funcién de la
informaci6n que interese destacar, es recomendable que las frecuencias absolutas (in-
cluido el » total) siempre estén presentes.

Tabla 3.2. Frecuencias de la variable nivel de estudios

X n; P; %; na; Pa; %a;
Nivel Frec. Frec. - Frec. Frec. absol. Frec.relat.  Frec. porc.

de estudios ~ absolutas relativas porcentuales acumuladas acumuladas acumuladas

Sin estudios 5 - 0,01 1 5 0,01

Primarios 20 0,04 4 25 0,05 5

Secundarios 270 0,54 54 295 0,59 59

Medios 115 0,23 23 410 0,82 - 82

Superiores © 90 0,18 18 500 1,00 100
500 1,00 100

Conviene sefialar que una tabla de frecuencias no es una herramienta apropiada para
describir variables cuantitativas. En general, si una variable cuantitativa se mide con
suficiente precision, no habré valores que se repitan (o habrd muy pocos) y, en esas con-
diciones, una tabla de frecuencias serd mas un listado de casos que un resumen (no obs-
tante, segin veremos en el préximo capitulo, las frecuencias porcentuales acumuladas
de una tabla de frecuencias constituyen la base de unos estadisticos muy tiles llama-
dos cuantiles). .

A pesar de su aparente simplicidad, una tabla o distribucién de frecuencias contie-
ne casi toda la informacién que encierra una variable categérica. Ofrece informacion
util sobre tres aspectos importantes. En primer lugar, indica qué valores toma la variable
representada (en el ejemplo de la Tabla 3.1, la variable tabagquismo toma 3 valores: fu-
madores, exfumadores y no fumadores; en el ejemplo de la Tabla 3.2, la variable nivel
educativo toma 5 valores: sin estudios, primarios, secundarios, medios y superiores). En
segundo lugar, informa sobre qué valores son mas frecuentes o se repiten mas y qué va-
lores son menos frecuentes o se repiten menos (por ejemplo, algo més de la mitad de los
sujetos no furna; un uno por ciento de los sujetos no tiene estudios, etc.). Por tltimo, en
el caso de variables categdricas ordinales, las frecuencias acumuladas indican cudntos
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sujetos alcanzan un determinado valor o estan por encima de €l (por ejemplo, aproxima-
damente el 60% de los sujetos no pasa de estudios obligatorios, es decir, secundarios).

Por tanto, de las tres propiedades o caracteristicas a las que se debe prestar atencion
para describir apropiadamente una variable (centro, dispersién y forma de la distribu-
cién), una tabla de frecuencias ofrece informacién precisa sobre dos de ellas: el centro
y la forma de la distribucion.

El centro de la distribucion es el valor con la frecuencia més alta (el valor que mas
se repite). Recibe el nombre de moda. En el ejemplo de la Tabla 3.1, la moda es no
Jumadores; en el ejemplo de la Tabla 3.2, secundarios. La moda entendida como centro
de una distribucién (es decir, como representante del resto de valores) tiene una capa-
cidad descriptiva muy limitada, por lo que debe interpretarse con cautela: puede ocurrir
que el valor que mas se repite tenga una frecuencia baja; también puede ocurrir que haya
mas de una moda (categorias con la misma frecuencia) o que haya muy poca diferencia
entre las dos categorias que mas se repiten.

La forma de la distribucion es visible a partir del tamafio de las frecuencias, que
son las que indican dénde tienden a agruparse los valores y qué categorias tienen fre-
cuencias pequefias. Las frecuencias de la Tabla 3.1 indican que algo mas de la mitad
de los sujetos son no fumadores y que solamente el 10% son exfumadores. Las fre-
cuencias de la Tabla 3.2 indican que algo mas de la mitad de los sujetos tienen estudios
secundarios y que solamente el 5% no pasa de estudios primarios. En relacion con la
forma de la distribucién, es importante valorar la presencia de categorias con frecuencia
nula o muy pequefia. Y si la variable es ordinal, hay que prestar atencion a si las fre-
cuencias se agrupan en torno al centro (simetria) o estan desplazadas hacia uno de los
extremos (asimetria). Por supuesto, un grafico apropiado (ver siguiente apartado) pue-
de ayudar a hacerse una buena idea de la forma de la distribucién.

Sobre el tercer aspecto, la dispersion (grado de concentracion o alejamiento de los
valores en torno al centro de la distribucién), la informacion de una tabla de frecuencias
es poco precisa. Sabemos que la dispersion es minima o nula cuando todas las frecuen-
cias estin concentradas en un mismo valor y méxima cuando estan repartidas homo-
géneamente por todos ellos. Pero cuando no se da una de estas dos pautas no resulta
nada fécil formarse una idea sobre el grado de dispersion. En estos casos puede utilizar-
se algin estadistico capaz de captar el grado de dispersién e informar de lo que esta
ocurriendo. Uno de estos estadisticos' es el indice de variacion cualitativa (IVC):

n.n,.
e = ——L—— [3.3]
I(I-1)(n/D)?/2
(ver Mueller y Schuessler, 1961, pags. 177-179). El numerador de la ecuacién [3.3]
recoge el nimero de diferencias observadas, es decir, el namero de veces que un valor
es distinto de cualquier otro (el subindice i’ indica un valor distinto de 7). Con los datos

i
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de la Tabla 3.1, el numerador de [3.3] toma el valor 70(20) + 70(110) +20(110) =
11.300. El denominador recoge el mimero méximo de posibles diferencias (7 se refie-
re al numero de categorias de la variable: i=1, 2, ..., I). Con los datos de la Tabla 3.1,
3(3-1)(200/3)*/2 = 13.333,33. Y el cociente entre ambos resultados es el indice de va-
riacion cualitativa: JF¥C=11.300/13.333,33 =0,85. Aplicado a los datos de la Tabla 3.2,
el IVC toma el valor 0,78.

El IVC oscila entre cero y uno. Cuando todas las frecuencias estan concentradas en
una sola categoria (dispersién minima o nula), toma el valor cero; cuando las frecuencias
estan uniformemente repartidas entre todas las categorias (dispersién maxima) toma el
valor uno. Por tanto, los valores obtenidos en nuestro ejemplo (0,85 y 0,74) estan indi-
cando, en ambos casos, un grado de dispersién medio-alto. Para facilitar la interpre-
tacion de este indice, el ejemplo que se ofrece més adelante sobre tablas de frecuencias
y grdficos de barras incluye varias distribuciones con distinta dispersion acompariadas
de sus respectivos IVC (ver Figura 3:4).. ‘

Graficos para variables categoricas

Los informes sobre los resultados de un analisis descriptivo raramente se limitan a pre-
sentar la informacién numérica de una tabla de frecuencias; lo habitual es, méas bien,
acompafiar esa informacién numérica con algin grafico que permita formarse una im-
presion rapida de lo que estd ocurriendo. Los graficos més utilizados con variables ca-
tegdricas (también los més apropiados) son los de barras y los de sectores. Son dos
graficos equivalentes en el sentido de que ofrecen la misma informacion, pero su as-
pecto es muy distinto. .

Grafico de barras

Un grdfico de barras (ver Figura 3.1) se construye sobre el plano definido por dos ejes
cartesianos: en el eje horizontal se colocan los valores de la variable; en el vertical, las
frecuencias; y sobre cada valor se levanta una barra de altura proporcional a su frecuen-

Figura 3.1. Graficos de barras de las variables tabaquismo (izquierda) y nivel de estudios (derecha)
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! Existen otros indices para valorar la dispersion de una variable categérica (concentracion, entropia, etc.), pero no 0 - ] i ¥ T
es comim incluirlos en un informe descriptivo (se utilizan m4s para estudiar 1a relacién entre variables) y, por tanto, L Exdumadares No fumad Sinestudios Primarios Secundarios  Medios  Sup
no seran tratados aqui (ver, por ejemplo Agresti, 2002, pags. 24-25; o Wickens, 1989, pég. 130). Tabaguismo Nivel de estudios
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cia (la anchura de las barras no es relevante, pero todas ellas han de tener la misma). Las
barras se representan separadas para resaltar Ja idea de que corresponden a distintos
valores de la variable. La Figura 3.1 muestra los gréficos de barras correspondientes a
las frecuencias de las Tablas 3.1 y 3.2. Elegir uno u otro tipo de frecuencias (absolutas,
relativas o porcentuales) afecta a los miimeros que aparecen en el eje vertical, pero no
a ]a forma del grafico.

Cuando la variable es ordinal (variable con categorias cuantitativamente ordena-
das), también pueden representarse las frecuencias acumuladas colocando el valor
menor a la izquierda y el mayor a la derecha (no obstante, dado que una variable ordi-
nal suele estar midiendo una caracteristica continua, lo habitual es representar este tipo
de variables mediante histogramas; ver siguiente capitulo).

Al construir graficos de barras hay que tomar algunas precauciones para no distor-
sionar la informacién que se esta ofreciendo. En primer lugar, debe evitarse cortar el eje
vertical, pues, si no se representa toda su altura, la diferencia entre las barras puede re-
sultar engafiosa (pequeiias diferencias pueden parecer muy grandes). En segundo lugar,
es muy desaconsejable sustituir las barras por figuras o dibujos de aquello que se quiere
representar (por ejemplo, figuras humanas para representar el nimero o porcentaje de
personas, dibujos de coches para representar el mimero de ventas, etc.); la razén de esto
es que los dibujos correspondientes a las frecuencias mas altas no solo son mas altos
sino, ademds, mas anchos; y la consecuencia de esto es que el drea que ocupan (y la con-
siguiente impresioén visual que producen) es sensiblemente mayor que la frecuencia a
la que representan.

Segin tendremos ocasién de comprobar, los graficos de barras, ademas de ser (tiles
para representar variables categoricas (es decir, variables medidas con una escala no-
minal u ordinal), también lo son para representar variables cuantitativas discretas que
toman solamente unos pocos valores (ntimero de hijos, niimero de aciertos en una prue-
ba de 10 preguntas, etc.).

Grafico de sectores

Una herramienta alternativa para representar variables categéricas es el grdfico de sec-
tores (también llamado de tarta, de queso o quesitos, etc.; ver Figura 3.2). Se construye
dividiendo un circulo en tantos sectores como valores distintos (categorias) toma la va-
riable representada y asignando a cada valor un sector de tamafio proporcional a su fre-
cuencia. El tamafio de cada sector se obtiene asignandole el dngulo resultante de multi-
plicar por 360 la correspondiente frecuencia relativa (es decir, 360P,), pero la forma del
grafico no se ve afectada por elegir uno u otro tipo de frecuencias (absolutas, relativas
o porcentuales).

En general, el tamaiio de los sectores no puede compararse con la misma facilidad
que la altura de las barras. Y un gréfico de sectores pierde eficacia informativa cuan-
do la variable representada tiene muchas categorias. No obstante, tiene la interesante
ventaja de que permite, en el caso de que se considere conveniente, destacar un sector
separandolo del resto.
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Figura 3.2. Gréficos de sectores de las variables fabaquismo (izquierda) y nivel de estudios (derecha)
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Analisis descriptivo de variables categoricas con SPSS

Las tablas de frecuencias y los gréficos de barras y sectores estudiados en este capitulo
estan incluidos, entre otros, en el procedimiento Frecuencias. Este procedimiento tam-
bién permite obtener algunos de los estadisticos descriptivos més conocidos y utilizados
(posicion, tendencia central, dispersién y forma de la distribucién), pero éstos los
estudiaremos en el préximo capitulo.

Al cuadro de didlogo Frecuencias se accede mediante la opcién Estadisticos descrip-
tivos > Frecuencias del ment Analizar. Dentro del cuadro de didlogo, la opcion Mostrar tablas
de frecuencias permite decidir si se desea 0 no obtener la distribucién de frecuencias. Esta
opcion puede desactivarse si solamente interesa ver algin grafico o algin estadistico
descriptivo. Si se desactiva esta opcioén y no se selecciona ninguna otra, los resultados
unicamente muestran el niimero total de casos validos del archivo y el nimero de casos
con valor perdido.

Elbotén Gréficos conduce al'subcuadro de didlogo Frecuencias: Gréficos, el cual per-
mite obtener los graficos de barras y sectores estudiados en este capitulo®. Las opciones
del recuadro Valores del grafico permiten elegir el tipo de frecuencia que se desea re-
presentar: absolutas (opcién Frecuencias) o porcentuales (opcion Porcentajes).

Ejemplo. Tablas de frecuencias y graficos de barras con SPSS

Este ejemplo muestra c6mo obtener una tabla o distribucion de frecuencias con el pro-
cedimiento Frecuencias del SPSS. También muestra cdmo obtener gréficos de barras. E1
ejemplo se basa en el archivo Datos de empleados (se encuentra entre los archivos de

% El ment: Gréficos de la barra de mens principal también ofrece diferentes opciones para obtener estos mismos
graficos mas otros llamados intercctivos que poseen mejores prestaciones y mas posibilidades estéticas.
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ejemplo que se instalan con el SPSS; también puede descargarse de la pagina web de
este manual), el cual contiene una muestra de 474 empleados de banca en los que se han
registrado variables como el sexo, la fecha de nacimiento, el nivel educativo, el salario,
la categoria laboral, etc. Para obtener tablas de frecuencias y graficos de barras:

» Seleccionar las variables catlab (categoria laboral) y educ (nivel educativo) y tras-
ladarlas a la lista Variables.

> Pulsar el bot6n Graficos para acceder al subcuadro de didlogo Frecuencias: Graficos
y marcar la opcién Graficos de barras. Pulsar el botdn Continuar para volver al cuadro
de didlogo principal.

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 3.3
y 3.4,y los graficos de barras que muestra la Figura 3.3. Las tablas de frecuencias infor-
man sobre (1) los valores que toma la variable (vdlidos); por supuesto, si la Tabla 3.4
no muestra valores como el 9, el 10y el 11 es porque la variable nivel educativo no toma
esos valores; (2) la frecuencia absoluta de cada valor (frecuencia); (3) la frecuencia
porcentual calculada sobre el nimero total de casos del archivo (porcentaje); (4) la
frecuencia porcentual calculada sobre el niimero de casos validos, es decir, el niimero
total de casos menos el nimero de casos con valor perdido (porcentaje valido); y (5) la
frecuencia porcentual acumulada ( porcentaje acumulado) calculada a partir del por-
centaje valido (el porcentaje y el porcentaje vdlido son iguales cuando no existen va-
lores perdidos). La ltima linea ofrece el namero total de casos.

El nivel educativo no es una variable categorica, sino una variable cuantitativa dis-
creta (afios de formacién académica), pero se ha incluido deliberadamente en el ejemplo

Tabla 3.3. Frecuencias de la variable catlab (categoria laboral)

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje vaélido acumulado
Validoes  Administrativo 363 76,6 76,6 76,6
Seguridad 27 5,7 57 82,3
Directivo 84 17,7 17,7 100,0
Total 474 100,0 100,0

Tabla 3.4. Frecuencias de la variable educ (nive! educativo)

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos 8 53 11,2 11,2 11,2
12 180 40,1 40,1 51,3
14 6 1,3 1,3 52,5
15 116 245 24,5 77,0
16 59 12,4 12,4 89,5
17 11 23 23 91,8
18 9 1,8 1.9 93,7
19 27 57 57 99,4
20 2 4 4 99,8
21 1 2 2 100,0
Total 474 100,0 100,0
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para sefialar una idea que no debe pasar inadvertida: aunque las tablas de frecuencias
son herramientas especialmente titiles para describir variables categdricas (esto es lo que
hemos hecho con los ejemplos de las Tablas 3.1 y 3.2), también son Utiles para describir
variables cuantitativas discretas que solamente toman unos pocos valores distintos; 16~
gicamente, con variables que toman muchos valores distintos, una tabla de frecuencias
pierde eficacia informativa. - :

La informaci6én numérica de las Tablas 3.3 y 3.4 esta representada en los graficos
de barras de la Figura 3.3. En ambos graficos puede apreciarse con claridad la diferencia
existente entre las frecuencias de las distintas categorias.

Figura 3.3. Gréficos de barras de las variables categoria laboral {izquierda) y nivel educativo (derecha)
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Con la informacioén que contienen las tablas de frecuencias y los gréficos de barras es
posible formarse una idea bastante precisa sobre el centro de las distribuciones, sobre
su grado de dispersion y sobre su forma. Por lo que se refiere al centro de las distribu-
ciones, la moda de categoria laboral (la frecuencia mas alta o valor que mas se repite)
es administrativo; la moda de nivel educativo es 12. o

En ambas variables ocurre que un alto porcentaje de casos se ubica en la categoria
modal, pero esto es mucho més evidente en categoria laboral que en nivel educativo -
(76,6% frente a 40,1%), lo cual revela diferente grado de dispersion; de hecho, el indice
de variacion cualitativa /¥C (no lo calcula el SPSS) vale 0,57 para categoria laboral y
0,83 para nivel educativo. La Figura 3.4 muestra algunos gréficos de barras que pueden
ayudar a comprender el significado de este indice. Estos graficos estdn ordenados de
menor amayor dispersion: el /V'C que acompaiia a cada gréafico indica que la dispersién
es baja cuando los casos tienden a acumularse en una sola categoria, y que va aumen-
tando paulatinamente a medida que las barras (frecuencias) se van igualando.

Por tltimo, la forma de la distribucién permite constatar, bésicamente, si existen
categorias que tienden a aglutinar muchos casos y si existen categorias con frecuencias
muy pequefias o nulas. Asi, en la tabla correspondiente a categoria laboral se observa
que, mientras el 76,6% de los casos son administrativos, solamente el 5,6% son agentes
de seguridad. Y en la de nivel educativo se observan dos valores con una frecuencia alta
(12, 15), tres con una frecuencia intermedia (8, 16, 19) y cuatro con una frecuencia baja
(14, 17, 18, 20, 21). Ademaés, como los valores de la variable nivel educativo estin
cuantitativamente ordenados, tiene sentido prestar atencién a las frecuencias porcen-
tuales acumuladas: el porcentaje acumulado de la Tabla 3.4 indica que algo més de la
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mitad de los casos (51,3%) tienen 12 afios de formacién o menos (aproximadamente el

equivalente a ensefianza obligatoria) y que menos del 10% de los casos tiene més de 17
afios de formacion (aproximadamente el equivalente a formacion superior).

Figura 3.4. Gréficos de barras con diferente grado de dispersion (/VC = indice de variacion cualitativa)
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Variables dicotémicas

Las variables dicotémicas son variables categéricas que toman solo dos valores: acierto-
error, verdadero-falso, tratados-no tratados, recuperados-no recuperados, a favor-en con-
tra, funciona-no funciona, etc. Muchas de estas variables se obtienen registrando la pre-
sencia-ausencia de algiin evento (por ejemplo, la presencia-ausencia de un tratamiento,
o de un sintoma); otras muchas se obtienen dicotomizando variables cuantitativas (por
ejemplo, aprobados-suspensos, hipertensos-no hipertensos, etc.). Al trabajar con este
tipo de variables es costumbre codificar con “unos” la presencia de la caracteristica, los
aciertos, los recuperados, etc., y con “ceros” la ausencia de la caracteristica, los errores,
los no recuperados, etc. (ver Tabla 3.5).

Centrar la atencién en este tipo de variables esta sobradamente justificado por el
hecho de tratarse de variables con una destacada presencia en diferentes 4reas de conoci-
miento. La Tabla 3.5 recoge el numero de sujetos que padecen trastorno depresivo en
una muestra aleatoria de hombres mayores de 40 afios. ;Qué tipo de informacién podria
destacarse de esta tabla? Basandonos en lo ya estudiado en apartados anteriores a pro-
pésito de la descripcién de variables categoricas, habria que decir que la categoria modal
(el centro de la distribucidn) es X,=“no” y que la dispersién es media-alta (/¥'C = 0,64),
con una evidente desproporcién entre las frecuencias de ambas categorias (20% frente
a 80%).

Este es el tipo de informaci6n a la que se dirige la atencién cuando tnicamente se
tienen en cuenta los datos muestrales obtenidos sin otro tipo de consideracion adicional.
Pero ocurre que, con frecuencia, se trabaja con poblaciones de las que se conocen (o se
asume que se conocen) algunas de sus caracteristicas. Asi, por ejemplo, a partir de estu-
dios previos es posible conocer con cierta precisién la proporcién de fumadores de una
determinada poblacion, o el porcentaje de €xito de un determinado tratamiento, o la pre-
valencia de una determinada enfermedad, etc. Imaginemos, por ejemplo, que los datos
de la Tabla 3.5 se han obtenido de una poblacién de la que se sabe que la prevalencia
de trastorno depresivo es del 15%. En este escenario, la probabilidad teérica de encon-
trar sujetos con trastorno depresivo (x;) vale 0,15 y el conocimiento de este dato puede

;
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ayudar a entender mejor los resultados obtenidos en una muestra concreta. De hecho,
el conocimiento de este dato permite utilizar la distribucion binomial para conocer las
probabilidades asociadas a cada posible resultado muestral.

Tabla 3.5. Frecuencias de la variable depresion

X = Depresion n; P, T,

1 =8i 4 0,2 0,15

0 = No 16 0,8 0,85
20 1 1

La distribucion binomial

Un ensayo que solamente puede tomar uno de dos resultados posibles mutuamente ex-
clusivos (por ejemplo, lanzar una moneda ~cara, cruz—, observar el resultado de una res-
puesta—acierto, error—, constatar el resultado de un tratamiento —recuperacién, no recu-
peracion—, etc.) se conoce como ensayo de Bernoulli (en recuerdo del matemético del
mismo nombre). Aunque es una practica bastante generalizada llamar éxifo a uno de
estos resultados y fracaso al otro (sin que esto tenga necesariamente relacion con la
naturaleza positiva o negativa del resuitado), en muchos contextos es preferible utilizar
una terminologia que capte con mayor precision el significado del ensayo, como pre-
sencia—ausericia, acierto-error, funciona- no funciona, etc.

La distribucién binomial permite conocer la probabilidad asociada al mimero de
éxitos (o de fracasos) obtenidos en un conjunto de ensayos de Bernoulli;es decir, la pro-
babilidad de obtener un determinado niimero de caras en un conjunto de lanzamientos
de una moneda, un determinado niimero de aciertos en un conjunto de respuestas, un
determinado ntimero de recuperaciones en un conjunto de pacientes tratados, etc. Por
tanto, la distribucién binomial sirve para trabajar con variables dicotémicas. Pero no
exactamente con los dos valores que toma una variable dicotémica X (uno-cero; éxito-
fracaso), sino con el mimero de éxitos (n,) o el mimero de fracasos (n,) observados® en
un conjunto de » ensayos, registros o réplicas de una variable dicotémica. Matemaética-
mente, la distribucién binomial se define asi:

P(nl) = [Z ) ,n.lr‘l (1 —“I)n—nl - n! n}"; (1 _nl)n—nx [34]
1

! -n)!

? Recordemos (ver Capitulo 2) que, en una situacién como la descrita en la Tabla 3.5, no solamente existe la variable
X="“presencia-ausencia de trastorno depresivo”. Ademds de esa variable, cuyos valores son fijos (1="“s{”; 0="no"),

existen otras dos; a saber, #, = “nimero de pacientes con trastorno depresivo” y n,=

—

nimero de pacientes sin tras-

torno depresivo”. Son variables porque sus valores cambian (varian) dependiendo de la muestra concreta en la que
se obtienen. Recordemos que a estas variables cuyos valores dependen del muestreo aleatorio se les llama variables
aleatorias y, para caracterizarlas, bay que prestar atencion a los tres aspectos en los que venimos insistiendo: centro,
dispersién y forma de la distribucién.
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donde 7 se refiere al ntimero de ensayos; », es el valor concreto de la variable nzimero
de éxitos (aciertos, recuperaciones) cuya probabilidad se desea conocer; y =, es la pro-
babilidad te6rica de éxito®. Esta ecuacién permite calcular la probabilidad de que la
variable »;, = “ntmero de éxitos” tome cada uno de sus posibles valores: 0, 1, 2, ..., n
(por supuesto, lo mismo vale decir de la variable #, = “nimero de fracasos” sin; y =,
se sustituyen por n, y w,). El Gnico requisito para obtener estas probabilidades es que
los ensayos sean independientes entre si (es decir, que el resultado de un ensayo no
condicione el resultado de otro ensayo) o, dicho de otro modo, que las probabilidades
de éxito y de fracaso, 1, y n,, permanezcan constantes en cada ensayo. Cuando se da
esta circunstancia decimos que la variable », = “niimero de éxitos” se distribuye bino-
mialmente con parametros 1y ,, lo cual se representa mediante®

n ~ B(n,m) [3-3]

Aplicando [3.4] al ejemplo de la Tabla 3.5, donde 7 =20 y Tyereisn -5 = ™ = 0,15, la
probabilidad de encontrar 4 sujetos con trastorno depresivo vale

20! 0 154(1-0,15)2"* = 0,182

Pon=9= a0 -a

Por supuesto, para conocer las probabilidades de una distribucién binomial no es nece-
sario efectuar cdlculos a mano. Esas probabilidades estan tabuladas y pueden encon-
trarse en cualquier manual de estadistica o de andlisis de datos (ver siguiente apartado).
Por otro lado, el SPSS, al igual que otros programas estadisticos, incluye funciones que
permiten calcular estas probabilidades (ver siguiente ejemplo).

La Figura 3.5 muestra la forma de varias distribuciones binomiales para n» =8 y di-
ferentes valores de m;. En el eje horizontal estdn representados los valores de la varia-
ble n, = “nimero de éxitos” (de 0 a 8); en el vertical, la probabilidad asociada a cada
uno de esos valores. Estos graficos permiten apreciar dos cosas: (1) la distribucion bi-
nomial es simétrica cuando =, vale 0,5 (grafico del centro) y (2) se va volviendo mas 'y
més asimétrica a medida que el valor de n, se va alejando de 0,5.

Figura 3.5. Distribuciones binomiales para n = 8 y diferentes valores de m,

"Hm DHHHHD Al nHHHHn an:

m=0,10 =030 = 0,50 m=0,70 =090

“Enun ensayo de Bernoulli (con posibles resultados X =1 =“¢xito” y X =0="“fracaso”) se asume P(X=1)=m, y
P(X=0)=m, En dos ensayos: P(X=1, X=1) = m,n;; P(X=1, X=0) = m;my; P(X=0, X=1) = nym;; P(X=0, X=0)
= w7, Etcétera. A partir de aqui es ficil deducir la funci6n [3.4] (ver, por ejemplo, Amén, 1984, pags. 87-90).

® Puesto que n y n; pueden tomar distintos valores, en realidad no existe una tnica distribucién binomial, sino toda
una familia de distribuciones binomiales (tantas como valores distintos puedan tomar n y n;; ver Figura 3.5), todas
las cuales se ajustan a la misma regla.
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Recordemos ahora que para describir correctamente una variable hay que prestar aten-
ci6n a tres propiedades bésicas de su distribucion: centro, dispersién y forma. Acabamos
de ver que la forma de la distribucién de la variable mimero de éxitos la ofrece la dis-
tribucién binomial. Pero, ;qué puede decirse del centro y de la dispersioén? El centro de
la distribucion de una variable aleatoria es el valor que cabe esperar encontrar con ma-
yor probabilidad. Recordemos (ver, en el Capitulo 2, el apartado Variables aleatorias)
que a ese valor se le llama valor esperado (E). Con variables discretas, €l valor esperado
se define de la siguiente manera:

EX) = LX) , [5.6]

Es decir, sumando los productos entre cada valor de la variable, X;, y su correspondiente
frecuencia relativa f(X). Como », = “ntimero de éxitos” es una variable resultante de
sumar » ensayos de Bernoulli (unos y ceros), tendremos®

E(n) = B, = 17y [3.7]

Aplicando esta ecuacion a los datos de la Tabla 3.5, donde » vale 20 y , vale 0,15, el
centro o valor esperado de la variable niimero de pacientes con trastorno depresivo toma
el valor E(n)) =20(0,15) = 3. Esto significa que, al seleccionar una muestra aleatoria
de 20 sujetos de una poblacién donde la prevalencia de trastorno depresivo es del 15%,
el nimero de sujetos con trastorno depresivo que cabe esperar encontrar con mayor
probabilidad es 3.

Por 1ltimo, el grado de dispersion del niimero de éxitos puede cuantificarse me-
diante un estadistico llamado varianza que se define de la siguiente manera:

VX)) = oy = EX?) - [EX))? [

Y como », = “nimero de éxitos™ es una variable resultante de sumar » ensayos de Ber-
noulli, tendremos’

Vim) = o) = nm(1-m) (3.9]

S En efecto, como n, es la suma de rn variables (n ensayos de Bernoulli) y el valor esperado de una suma de variables
es igual a la suma de sus valores esperados, se verifica que

B(n) = EQX,+ X, + -+ +X,) = E(X,) + E(X,) + - +E(X,)

Ademaés, por la ecuacidn [3.6] y teniendo en cuenta que las variables X; son dicotémicas (solamente toman unos y
ceros), sabemos que E(X;) = 1(x,) + 0(my) = m;; E(X,) = 1(m)) + O(m,) = m;; etc. Consecuentemente,

E(n) =m+m+--- +m =nm,.

7 En efecto, como n, es la suma de n variables independientes (n ensayos de Bernoulli) y la varianza de una suma
de variables independientes es igual a la suma de sus varianzas, se verifica:

2 _ 2 2.2 2
V() = O = Oy, = O ¥ Ot o7+ O,

Ademés, sabemos que E(Xlz) = E(XZZ) ez E(X:) =1%(m)+ 02(1:0) = x,. Por tanto, segtn [3.8], cf\,l = - nf. En
consecuencia, .

V(ny) = (= 1)+ (= 1) + - +(m =7y = n(m,- 1) = nm (1-7,).
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En el ejemplo propuesto en la Tabla 3.5 (donde n =20 y w, = 0,15), la varianza de la
variable rimero de sujetos con trastorno depresivo vale 20(0,15)(1~0,15)=2,55. En
los préximos capitulos tendremos ocasion de familiarizamos con el significado de es-
tos estadisticos.

Ejemplo. Variables dicotémicas y distribucion binomial

Supongamos que el servicio de psicoterapia de un determinado hospital consigue recu-
peraciones aceptables con el 70% de los pacientes que padecen trastorno depresivo.
{Cudl es la probabilidad de encontrar mas de 11 recuperaciones en una muestra aleato-
ria de 15 pacientes tratados en ese hospital?

Tenemos »=15 ensayos independientes de una variable dicotémica (1="“recupera-
do”», 0="no recuperados™) y asumimos que la probabilidad de recuperaciéon es cons-
tante en cada observacién y que vale w, = 0,70.

La probabilidad de obtener mas de 11 recuperaciones (n, > 11) equivale a la pro-
babilidad de obtener n, =12, n,=13, n,=14, o n,= 15 recuperaciones. Es decir,

P(n,>11) = P(n,=12) + P(n, =13) + P(n, = 14) + P(n, = 15)

Aplicando ahora [3.4] con n =15 y =, = 0,70 se obtienen, para cada posible resultado,
las siguientes probabilidades:

15!

P(n,=12) = m 0,70 (1-0,70)712 = 0,1700
P(n,=13) = TzTﬁlss—‘——E,Y 0,701 (1-0,70)5712 = 0,0916
P(n, =14) = Tzﬁ(il’"ss‘!——lii 070 (1-0,70)""% = 0,0305
P(n,=15) = —1—57(—1—155'—_1?)7 0,705 (1-0,70)5™15 = 0,0047

Por tanto, la probabilidad de encontrar més de 11 recuperaciones (en »=15 ensayos con
probabilidad de recuperacién «r, = 0,70) vale: 0,1700+0,0916+0,0305+0,0047 = 0,297.

Supongamos ahora que un laboratorio afirma que un determinado farmaco produce efec-
tos secundarios en 10 de cada 100 pacientes. Si se eligen al azar 30 pacientes entre los
que han tomado el farmaco: (1) ;cuédntos cabe esperar que presenten efectos secunda-
rios?; (2) jcudl es la probabilidad de encontrar un solo paciente con efectos secundarios;
(3) ¢cudl es la probabilidad de encontrar al menos 4 pacientes con efectos secundarios?

La variable »; = “nlimero de pacientes que presentan efectos secundarios” se dis-
tribuye binomialmente con pardmetros » =30y =, = 0,10. Por tanto:

(1) Valor esperado: E(m,) = nx, = 30(0,10) = 3 pacientes.
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300 0,100,900 = 0,141

2 P(n,=1) = m

(3) Laprobabilidad de encontrar 4 o més pacientes con efectos secundarios puede obte-
nerse restando a 1 la probabilidad de encontrar menos de cuatro pacientes; por tanto,
es necesario conocer la probabilidad de n, =0, n,=1, n,=2 y n,=3. Aplicando la
ecuacioén [3.4] se obtiene: P(n, =0) =0,042; P(n,=1)=0,141; P(n,=2) = 0,228;
P(n,=3)=0,236. Consecuentemente, P(n, <4) = 0,042 +0,141+ 0,228 +0,236 =
0,647. Restando ahora de 1 esta probabilidad se obtiene P(n,24) =1~ P(n, <4)=
1-0,647=0,353.

Utilizando la tabla de la distribucién binomial y algunas de las funciones que incluye
el SPSS pueden obtenerse estos mismos resultados.

Tabla de la distribucion binomial

Los calculos realizados en el ejemplo anterior son innecesarios si se utiliza la tabla de
la distribucion binomial (ver la Tabla B del Apéndice final).

La tabla oftrece las probabilidades asociadas a n, para algunos valores de n'y =, (el
subindice 1 se refiere a la categoria de referencia; normalmente, éxito). Los valores de
nvande 1 a20y definen los 20 subgrupos de filas que contiene la tabla. Los valores de
7, van de 0,10 a 0,90 y definen las columnas de la tabla. Los valores del interior de la
tabla son las probabilidades binomiales. Debe tenerse muy presente que las probabi-
lidades que ofrece la tabla son probabilidades acumuladas.

Asi, conn=15y ;= 0,70, la tabla asocia a »,= 11 una probabilidad de 0,703; este
valor indica la probabilidad de encontrar 11 éxitos o menos (probabilidad acumulada):

P(n, <11) = F(11) = 0,703

Restando de 1 la probabilidad acumulada hasta el valor 11 se obtiene la probabilidad de
encontrar mas de 11 éxitos:

P(n,>11) = 1-F(11) = 1-0,703 = 0,297

Puede comprobarse que este valor (0,297) coincide con ¢l ya obtenido en el ejemplo
anterior aplicando la ecuacion [3.4].

Para conocer la probabilidad asociada a un valor concreto, basta con buscar su pro-
babilidad acumulada y restarle la acumulada hasta el valor inmediatamente anterior a
él. Asi, por ejemplo, para calcular la probabilidad de obtener #, =4 éxitos en n=10 en-
sayos cuando la probabilidad de éxito vale =, = 0,20, hay que buscar la probabilidad
acumulada hasta el valor 4 y restarle la acumulada hasta el valor 3:

P(n, <4) = F(4) = 0,967
P(n,<3) = F(3) = 0,879
Por tanto, P(n, = 4) = F(4)- F(3) = 0,967 0,879 = 0,088.
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La distribucién binomial con SPSS

Latabla de la distribucion binomial tiene sus limitaciones: Gnicamente incluye algunos
valores de n 'y m,. Para otros valores de » o =, es necesario utilizar otra estrategia. El
SPSS incluye varias funciones relacionadas con la distribucién binomial, todas las cua-
les se encuentran en la opcidn Calcular del ment Transformar.

La funciéon CDF.BINOM (1, 1,7, calcula la probabilidad acumulada hasta el valor
n, en n ensayos cuando la probabilidad de éxito es =,. Por ejemplo,

CDF.BINOM (11,15, 0.70) = 0,703

es la probabilidad de obtener 11 éxitos o menos (#, <11) en 15 ensayos (n =15) cuando
la probabilidad de éxito vale 0,70 (x; = 0,70). Restando de 1 este resultado se obtiene
la probabilidad de obtener més de 11 éxitos:

1 - CDF.BINOM(11,15, 0.70) = 0,297

La funcién PDF.BINOM(n,, n,n,) permite obtener la probabilidad individual asociada
a n; éxitos en n ensayos con probabilidad de éxito =,. Esto equivale a aplicar [3.4]. Asi,
por ejemplo, la probabilidad de obtener un éxito (n, =1) en 30 ensayos (» = 30) con una
probabilidad de éxito de 0,10 (n, = 0,10) puede obtenerse mediante

PDF.BINOM(1,30, 0.10) = 0,141

Este valor coincide con el obtenido en el ejemplo anterior aplicando [3.4]. No debe
olvidarse que €l separador decimal de las expresiones numéricas del SPSS es el punto
(como en una calculadora), no la coma (como se hace al escribir en espafiol).

Variables politomicas

Una variable politémica es una variable categdrica que toma mas de dos valores. Los
ejemplos de las Tablas 3.1 a 3.4 y el de la Tabla 3.6 recogen variables politémicas.
Algunas de estas variables, como el tabaquismo, son nominales; otras, como el nivel
de estudios, son ordinales. El tipo de tratamiento (4, B, control), la gravedad de un tras-
torno (leve, moderado, grave), la actitud hacia sujetos, objetos o conductas (favorable,
desfavorable o indiferente), la raza, las preferencias politicas, el estado civil, el lugar de

Tabla 3.6. Frecuencias de la variable fabaguismo

X = Tabaguismo n; P, T
1 = Fumadores 17 0,34 0,30

= Exfumadores 5 0,10 0,05
3 = No fumadores 28 0,56 0,65

50 1,00 1,00

=
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residencia, la clase social, la ocupacién laboral, etc., son algunos ejemplos de variables
politémicas.

Las herramientas estadisticas disponibles para describir este tipo de variables ya se
han expuesto. Pero, al igual que ocurre con las variables dicotémicas, los resultados de
una variable politémica también pueden obtenerse al muestrear poblaciones cuyas carac-
teristicas se conocen o se asumen conocidas. Imaginemos, por ejemplo, que los datos
de la Tabla 3.6 se han obtenido de una poblacién de la que se sabe, por estudios previos,
que esta compuesta por un 30% de fumadores, un 5% de exfumadores y un 65% de no
fumadores. En este escenario, las probabilidades teéricas (m;) de encontrar fumadores,
exfumadores y no fumadores valen, respectivamente, 0,30, 0,05y 0,65, y el conocimien-
to de estas probabilidades puede ayudar a entender mejor los resultados obtenidos en
una muestra concreta. De hecho, el conocimiento de estas probabilidades permite utili-
zar la distribucién multinomial para conocer la probabilidad concreta asociada a cada
posible resultado muestral.

La distribuciéon multinomial

Ladistribucién binomial recién estudiada es un caso especial del caso general: la distri-
bucién multinomial. La distribucién binomial trata con ensayos que inicamente pueden
tomar dos resultados (éxito, fracaso); la distribucién multinomial permite trabajar con
ensayos que pueden tomar cualquier nimero de resultados.

Supongamos que se realizan n ensayos, cada uno de ellos con / posibles resultados
mutuamente!exclusivos (por ejemplo, seleccionar una muestra de sujetos y clasificarlos
como fumadores, exfumadores o no fumadores; o segiin su nivel de estudios; etc.). Lla-
mando n,, n,, ..., n,a los I posibles resultados y n,, ,, ..., ;& las probabilidades asocia-
das a cada posible resultado, la distribucién multinomial permite calcular la probabili-
dad de encontrar una combinacién »; concreta de resultados mediante

n!

P(n) = al ) [3.10]

! ! !
niihy . R

(siempre que las probabilidades ; permanezcan constantes en cada ensayo). Para indicar
que la variable », se distribuye segiin el modelo multinomial utilizamos la expresion

n ~ M(n: ni)

Aplicando [3.10] a los datos de la Tabla 3.6, donde n =50, n,=17,n, =5y n; =28,y
donde los valores de ; son, respectivamente, 0,30, 0,05 y 0,65 se obtiene

0! (0,30)7 (0,05)° (0,657 = 0,0054

P(n =17, n,=5,n,=28) = 17151 281

Este resultado indica que es muy poco probable que los datos de la Tabla 3.6, es decir,
la combinacién concreta de frecuencias que recoge la Tabla 3.6, se hayan obtenido de
una poblacién con las probabilidades teéricas propuestas (0,30, 0,05 y 0,65).
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Cada posible resultado (cada frecuencia n;) puede interpretarse como una variable
dicotémica pues en cada ensayo puede ocurrir »; 0 no ocurrir. Por tanto (ver apartado
anterior), cada posible resultado #; se distribuye segun el modelo de probabilidad bi-
nomial con valor esperado E(#;) = nx; y varianza V(n;) = Gi, = pnn;(1- =n;).

Apéndice 3

Variables de respuesta miiltipie

La expresién variables de respuesta milltiple se utiliza para identificar variables en las que los
sujetos pueden dar més de una respuesta, es decir, variables en las que un mismo sujeto puede
tener valores distintos.

En una investigacién de tipo social, por ejemplo, podria pedirse a los encuestados: “Sefiale
cudl de los siguientes tipos de transporte publico terrestre ha utilizado durante el Gltimo mes:
autobtis, metro, tren, taxi”. Obviamente, un mismo sujeto podria marcar mas de una respuesta;
por esta razdn, a la cuestion planteada se le Jlama variable de respuesta mltiple. Otro ejemplo:
enuna investigacion médica podria pedirse a los pacientes que indicaran cuél de una serie de sin-
tomas han padecido durante la Gltima semana; puesto que los pacientes pueden marcar mas de
un sintoma, de nuevo la cuestién planteada es una variable de respuesta mltiple.

Al intentar codificar variables de respuesta multiple nos encontramos con el problema de que
los archivos de datos de los programas informéticos (también los del SPSS) tinicamente permiten
utilizar variables con un tnico codigo para cada caso. Por esta razdn, para poder trabajar con va-
riables de respuesta multiple es necesario utilizar m4s de una variable. Esto puede hacerse si-
guiendo dos estrategias distintas: dicotomias milltiples y categorias miiltiples.

Dicotomias miiltiples y categorias miltiples

La primera estrategia consiste en crear tantas variables dicotdmicas como alternativas de respues-
ta tiene la pregunta. En el ejemplo sobre transporte ptblico habria que crear cuatro variables:
autobils, metro, treny taxi. Asi, si un encuestado marca la respuesta autobils, tendra en la prime-
ra variable un “uno”; si no la marca, un “cero”. Cada encuestado tendrd “unos” en las variables
que hayamarcado y “ceros” en las que no haya marcado. A esta forma de codificacion se le Hlama
dicotomias multiples.

La segunda estrategia de codificacién consiste en crear tantas variables categdricas como
respuestas distintas hayan dado Jos sujetos. Si hay algiin sujeto que ha marcado las cuatro res-
puestas, hay que crear cuatro variables; por ejemplo: respl, resp2, resp3y resp4. Si ningiin sujeto
ha marcado mas de tres respuestas, bastara con crear tres variables; etc. Todas las variables cate-
goéricas se codifican ahora con cuatro valores: 1=“autobis”, 2=“metro”, 3= “tren” y 4= “taxi”.
Y a cada sujeto se le asigna, en cada variable, el codigo correspondiente a su respuesta. Si un su-
jeto responde, por ejemplo, aufobis y taxi, en la variable resp tendrd un 1 (c6digo correspon-
diente a autobis) y en la variable resp2 tendra un 4 (c6digo correspondiente a faxi); en el resto
de variables tendra codigos de valor perdido; si un sujeto inicamente responde metro, en la varia-
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ble respl tendra un 2 (cédigo correspondiente a metro) y en el resto de variables codigos de valor
perdido; etc. A esta forma de codificacion se le llama categorias maltiples.

Aunque toda variable de respuesta multiple puede codificarse con cualquiera de estas dos
estrategias, las caracteristicas de la propia variable pueden hacer méas recomendable una u otra.
En la pregunta sobre transportes piblicos, puesto que las posibles respuestas son solamente cua-
tro, el método de dicotomias milltiples puede resultar tan vélido como el de categorias multiples,
y es mas rapido y sencillo. Pero, cuando el niimero de posibles respuestas es muy alto (un listado
de, por ejemplo, 25 sintomas) y los sujetos solamente marcan unas pocas respuestas, es preferi-
ble el método de categorias multiples; y es el método obligado cuando Ja pregunta exige hacer
un ranking (por ejemplo: “Elija de esta lista tres productos por orden de preferencia”™).

LaFigura 3.6 muestra la codificacién asignada a las respuestas de una muestra de 20 encues-
tados a los que se les ha preguntado por el tipo de transporte publico terrestre que utilizan. El
archivo recoge, en las dos primeras columnas, las variables id (mimero de identificacion del caso)
y sexo (1="hombres” y 2=“mujeres”). A continuacién aparecen cuatro variables dicotémicas
(autobiis, metro, treny taxi) en las que el valor 1 indica que se ha utilizado ese transporte y el va-
lor 0 que no se ha utilizado (método de dicotomias miltiples). Las tltimas tres variables ofrecen
la misma informacién que las cuatro variables dicotémicas, pero en formato de categorias mul-
tiples. En este segundo formato, puesto que ningtn sujeto ha marcado los cuatro transportes (el
que mas ha marcado ha marcado tres), basta con crear tres variables categéricas. El primer suje-
to, por ejemplo, ha utilizado el autobis y el tren, luego en la variable resp_I tiene un 1 (cédigo
correspondiente a autobiis) y en la variable resp_2 tiene un 3 (c6digo correspondiente a fren); y
como ya no ha marcado ninguna respuesta mas, en la variable resp_3 tiene un 0 (que funciona
como codigo de valor perdido).

Con un procedimiento SPSS convencional, saber cudntos sujetos utilizan cada medio de
transporte requiere describir cada variable individualmente, por separado. Por ejemplo, con el
procedimiento Estadisticos descriptivos > Frecuencias del ment Analizar se obtienen los resultados

Figura 3.6. Datos correspondientes a una muestra de 20 encuestados —_— -

id | Saxno | autobiis l mstro ] tren ] taxi ‘ resp_1 resp 2 resp_3

] 1 1 1 0 7 0 1 3 0
2 2 1 1 1 0 ) 1 2 0
EN 3 1 1 " 1 a 1 2 3
1| 4 1 1 g 1 0 1 3 0
5 | 5 1 0 1 1 0 2 3 0
5 | 6 1 0 0 0 1 4 0 0
7 7 1 1 o 1 0 1 3 0
"8 | 8 1 0 1 1 0 2 3 a
9 | g 1 0 1 0 1 2 4 0
0 | 10 1 1 1 1 ] 1 2 3
KN 1 2 1 1 0 o 1 2 o
2 | 12 2 0 1 1 0 2 3 )
T3 | 13 2 0 1 o 0 2 0 0
14| 14 2 1 1 1 0 1 2 3
15 | 15 2 0 1 1 0 2 3 0
16 | 15 2 1 0 1 0 1 3 g
17 ] 17 2 0 1 0 1 2 4 0
REN RN 2 0 1 1 0 2 3 o
19 | 19 2 1 0 0 1 1 4 0
20 | 20 3 0 1 1 1 2 3 4

|

7
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que muestra la Tabla 3.7. La tabla informa sobre la frecuencia de uso de cada medio de transpor-
te, pero por separado, es decir, con una tabla distinta para cada medio de transporte. Por el con-
trario, el procedimiento Respuestas miltiples permite ordenar la frecuencia de uso como muestra
la Tabla 3.8, donde cada variable dicotémica constituye una categoria de la variable de respuesta
multiple. Veamos como hacer esto.

Tabla 3.7. Frecuencia de uso del transporte plblico terrestre: variables tabuladas por separado

Autobus

Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos | No utilizado 10 50,0 50,0 50,0
Utilizado 10 50,0 50,0 100,0
Total 20 100,0 100,0
Metro
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos | No utilizado 6 30,0 30,0 30,0
Utilizado 14 70,0 70,0 100,0
Total 20 100,0 100,0
Tren
Porcentaje Porcentaje .
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Validos | No utilizado 7 35,0 35,0 35,0
Utilizado 13 65,0 65,0 100,0
Total 20 100,0 100,0
Taxi
Porcentaje Porcentaje
Frecuencia | Porcentaje valido acumulado
Vélidos | No utilizado 15 75,0 75,0 75,0
Utilizado 5 25,0 25,0 100,0
Total 20 100,0 100,0

Tabla 3.8. Frecuencia de uso del transporte pUblico terrestre: variables tabuladas juntas

Respuestas
Ne Porcentaje | Porcentaje de casos
Transporte plblico Autobus 10 23,8% 50,0%
Metro 14 33,3% 70,0%
Tren 13 31,0% 65,0%
Taxi 5 11,9% 25,0%
Total 42 100,0% 210,0%

Coémo definir conjuntos de respuestas miiltiples

Antes de poder obtener distribuciones de frecuencias como la que muestra la Tabla 3.8 es nece-
sario definir previamente unas nuevas variables llamadas conjuntos de respuestas miltiples. El
SPSS permite definir tanto conjuntos de categorias miltiples (agrupando variables categéricas)
como conjuntos de dicotomias milltiples (agrupando variables dicotémicas). Ambos tipos de con-
juntos pueden crearse utilizando dos opciones distintas:
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1. Respuesta miltiple > Definir conjuntos de variables del mend Analizar.
2. Definir conjuntos de respuestas miltiples del ment Datos.

(La segunda opcién también ésta disponible en el procedimiento Tablas del ment Analizar). Al
elegir entre estas dos opciones es importante tener en cuenta que Jos conjuntos que se definan con
la segunda opcién no podran utilizarse con los procedimientos Frecuencias y Tablas de contingen-
cias de la opcion Respuestas miltiples del men( Analizar, y que los conjuntos que se definan con
la primera opcidn tampoco podran utilizarse con el resto de procedimientos SPSS que permiten
trabajar con respuestas miltiples (como, por ejemplo, el procedimiento Tablas > Tablas personaliza-
das del ment Analizar). Para obtener tablas de frecuencias y de contingencias es preferible utilizar
la primera opcién.

Para definir un conjunto mediante la opcién Respuesta miltiple > Definir conjuntos de variables del
ment Analizar, se debe comenzar trasladando a la lista Variables del conjunto las variables que se
desea incluir en el conjunto (al menos dos). Las variables individuales que van a formar parte del
conjunto pueden estar codificadas como dicotomias o como categorias:

1. Dicotomias. Debe elegirse esta opcién cuando las variables individuales que van a formar
parte del conjunto estan codificadas como variables dicotémicas (como autobiis, metro, tren
y taxi en 1a Figura 3.6). En el cuadro de texto Valor contado hay que introducir el valor de la
variable que debe computarse. Las variables dicotémicas se suelen codificar con “unos™
(para la presencia de la caracteristica) y “ceros” (para la ausencia de la caracteristica); por
tanto, generalmente, ¢l valor que habré que introducir en el cuadro de texto Valor contado serd
un “uno”. Cada variable que contenga al menos una aparicién del valor contado se convierte
en una categoria del nuevo conjunto de dicotomfas multiples. ‘

1

2. Categorias. Esta opcion debe elegirse cuando las variables individuales que van a formar par-
te del conjunto estdn codificadas como variables categéricas (es decir, como resp_I, resp 2
y resp_3 en el ejemplo de la Figura 3.6). El nuevo conjunto de respuestasmiitiples tendra
el mismo rango de valores (categorias) que las variables individuales que lo componen; las
cuales, a su vez, deben estar categorizadas de idéntica manera. Para definir ese rango de
categorias es necesario introducir, en los cuadros de texto Rango y hasta, los niimeros enteros
que permiten identificar los valorés minimo y méximo entre los que se encuentran los c6di-
gos correspondientes a las categorias de las variables individuales.

Cada nuevo conjunto de variables debe tener un nombre tnico y debe ajustarse a las reglas pro-
pias de los nombres de variable del SPSS. También puede asignarse una etiqueta descriptiva del
conjunto recién nombrado. Una vez seleccionadas las variables que formaran parte del conjun-
to y que se ha asignado nombre al nuevo conjunto, el bot6n Afiadir permite hacer efectivas todas
estas definiciones incluyendo el nuevo conjunto en la lista Conjuntos de respuestas miitiples. Se-
leccionando un conjunto previamente afiadido a esta lista, los botones Borrar y Cambiar permiten
eliminarlo o modificarlo. !

Para definir un conjunto de dicotomias militiples utilizando los datos de la Figura 3.6:

> Seleccionar la opcién Respuesta maltiple > Definir conjuntos de variables del memi Analizar.
Trasladar las variables autobils, metro, tren 'y taxi a la lista Variables del conjunto.

> Marcar la opcién Dicotomias del recuadro Las variables estan codificadas como ¢ introducir el
valor 1 en el cuadro de texto Valor contado.
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> Para asignar nombre y etiqueta al nuevo conjunto, escribir frans_d en el cuadro de texto
Nombre y Transporte piblico (dicotomias) en el cuadro de texto Etiqueta (el sistema afiade
autométicamente el simbolo “$” delante del nombre asignado al conjunto).

> Pulsar el botén Afiadir para trasladar (y con ello definir) el conjunto a la lista Conjuntos de
respuestas multiples.

Para definir un conjunto de categorias miltiples:

>  Trasladar las variables resp_I, resp_2'y resp_3 a la lista Variables del conjunto.

>  Marcar la opcién Categorias del recuadro Las variables estan codificadas como e introducir los
valores 1 y 4 en los cuadros de texto Rango y hasta.

> Para asignar nombre y etiqueta al nuevo conjunto de categorias multiples, escribir trans_c
en el cuadro de texto Nombre y Transporte piblico (categorias) en el cuadro de texto Etiqueta
(el sistema afiade autométicamente el simbolo “$” delante del nombre asignado al conjunto).

>  Pulsar el boton Afiadir para trasladar (y con ello definir) el conjunto a la lista Conjuntos de
respuestas muttiples.

A partir de este momento, los conjuntos recién creados ($trans_dy $trans_c) estaran disponibles
en los cuadros de didlogo asociados a la opcién Respuesta miltiple del ment Analizar y podrén uti-
lizarse para obtener tablas de frecuencias y tablas de contingencias.

Como obtener tablas de frecuencias

Para obtener tablas de frecuencias con variables de respuesta multiple: seleccionar la opcidn
Respuestas multiples > Frecuencias del men Analizar para acceder al cuadro de didlogo Frecuencias
de respuestas miltiples. La lista Conjuntos de respuestas miltiples ofrece un listado de todos los
conjuntos previamente definidos en el cuadro de didlogo Definir conjuntos de respuestas mltiples
(ver apartado anterior). En este listado no aparecen los conjuntos definidos con otras opciones.
Para obtener distribuciones de frecuencias basta con trasladar a la lista Tablas para el conjunto o
conjuntos que se desea describir.

La opcién Excluir casos segin lista dentro de las dicotomias excluye del analisis los casos con
valor perdido en cualquiera de los conjuntos dicotémicos seleccionados; con esta opcién desac-
tivada se eliminan del anélisis de cada conjunto tinicamente los casos con valor perdido en ese
conjunto; un caso se considera un valor perdido cuando no puntia (valor contado) en ninguna
de las variables dicotdmicas del conjunto.

La opci6n Excluir casos segtin lista dentro de las categorias excluye del anélisis los casos con
valor perdido en cualquiera de los conjuntos categdricos seleccionados; con esta opcion desac-
tivada se eliminan del andlisis de cada conjunto tinicamente los casos con valor perdido en ese
conjunto. Un caso se considera un valor perdido cuando no contiene valores dentro del rango
definido en ninguna de las variables categéricas del conjunto.

Para obtener tablas de frecuencias basadas en los dos conjuntos de respuestas multiples
definidos en el apartado anterior:

> Seleccionar la opcién Respuestas miiltiples > Frecuencias de] ment Analizar para acceder al
cuadro de didlogo Frecuencias de respuestas miltiples.

> Seleccionar uno de los dos conjuntos previamente definidos, $trans_do $trans_c (ver apar-
tado anterior) y trasladarlo a la lista Tablas para (con ambos conjuntos se obtienen resulta-
dos idénticos). -
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Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestra la Tabla 3.9. Estos resul-
tados corresponden al conjunto de dicotomias multiples $trans_d, ¢l cual se basa en Jas variables
autobils, metro, treny taxi. El mimero de respuestas indica cuantos sujetos han elegido cada tipo
de transporte piblico. El porcentaje de respuestas indica el porcentaje que cada mimero de res-
puestas (10, 14, 13 y 5) representa sobre el total de respuestas (42). El porcentaje de casos se
refiere al porcentaje que cada numero de respuestas (10, 14, 13, 5) representa sobre el mimero
total de casos (20). El llamativo porcentaje de la tltima fila (210%) indica el porcentaje que
representa el nimero total de respuestas (42) sobre el nimero total de casos.

Tabla 3.9. Frecuencia de uso del transporte publico terrestre (dicotomias multiples)

Respuestas Porcentaje

N° Porcentaje de casos
Transporte pfiblico ~ Autobus 10 23,8% 50,0%
(dicotomias) Metro 14 333% 70,0%
Tren 13 31,0% 65,0%
Taxi 5 11,9% 25,0%
Total 42 100,0% 210,0%

a. Conjunto de dicotomias multiples tabulado en el valor 1.

&
EJ erc | Cc l (0 1] Soluciones en www.sintesis.com
3.1. Enlasiguiente tabla de frecuencias de la variable X faltan los nombres de las columnas. A partir

3.2.

3.3.

de las caracteristicas de los datos, asignar a cada columna el simbolo que le corresponde y su
significado.

X a b c . d e f
1 5 0,10 5 10 0,10 10
2 30 0,50 25 60 » 0,60 50
3 45 0,30 15 90 0,90 30 \
4 50 0,10 5 100 1,00 10

Siguiendo con la tabla de frecuencias del ejercicio anterior:

a. Construir el diagrama de barras correspondiente a las frecuencias no acumuladas.
b. ;Cuél es la moda de la distribucién?
c. Calcular el indice de variacion cualitativa.

A continuacién se ofrece la tabla de frecuencias (incompleta) obtenida al encuestar a una muestra
de 200 personas sobre su actitud hacia la eutanasia (X). Completar los valores que faltan (entre
paréntesis).
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Actitud n; P, %, na; Pa, %a;
Muy en contra 20 C )y )y ¢y )y )
En contra 50 C )y C )y )y Yy ()
Indiferente 30 C >y >y )y )y
A favor 80 )y )y ) ) )
Muy a favor 20 C )y )y )y 9y )

3.4. A continuacién se ofrecen tres tablas de frecuencias (incompletas) obtenidas en tres estudios dis-

tintos. Completar los valores que faltan (entre paréntesis) e indicar si en alguna tabla hay algim
dato digno de ser destacado.

X n; na; X P, Pa; X n P, Pa,

1 10 ) 1 ¢ )y 015 1 ¢ )y ( )y 020
2 15 ) 2 ( ) 035 2 ¢ ) 030 ( )
3 ¢ ) 59 3 ¢ )y 085 3 ¢ )y ) 050
4 ¢ ) 60 4 ¢ ) ) 4 )y )y
Total ( ) Total ( ) Total 100 ()

3.5. Completar la siguiente tabla (valores entre paréntesis) teniendo en cuenta que se ha obtenido al

3.6.

3.7.

clasificar una muestra de 80 sujetos.

X n; P, %, na, Pa, %a;

1 8 C Yy )y ¢y )y )
2 ¢ )y o015 )y )y )y )
3 C )y C >y )y )y o060 ()
4 ) 25 C Dy )y )
5 ) ( C )y )y ) )

Un test esta formado por 10 preguntas, cada una de las cuales consta de 2 alternativas de respues-
ta de las que solamente una es correcta. Teniendo en cuenta que la respuesta que se da a cada
pregunta es independiente de la respuesta que se da a las demas:

a. Siunsujeto responde al azar a las 10 preguntas del test, ;qué valores puede tomar la variable
n; = “namero de aciertos” y qué probabilidad tiene asociada cada uno de ellos?
(Cual es el valor esperado de »,? ;Y la varianza?

¢. (Cual es la probabilidad de acertar, por azar, mas de 7 preguntas?

d. Siunamuestra aleatoria de 200 sujetos responde al azar a las 10 preguntas, ;cudntos sujetos
cabe esperar que acierten mas de 7 preguntas?

Con un tratamiento convencional de la adiccion al alcohol se viene obteniendo un 40% de re-
sultados positivos. Un nuevo tratamiento en fase experimental ha conseguido 14 recuperaciones
al aplicarlo a 20 pacientes con adiccién al alcohol. ;Qué sugiere este resultado?

3.8.

39.

3.10.

3.11.
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Se sabe que, en una determinada poblacidn, la prevalencia de una enfermedad concreta es del
30%. Se cuenta con una prueba diagnéstica con una sensibilidad (ofrece un diagnostico positivo
cuando la persona padece la enfermedad) del 90% y una especificidad (ofrece un diagnéstico
negativo cuando la persona no padece la enfermedad) del 80%.

a. ;Cudl es la probabilidad de que la prueba ofrezca un diagnéstico incorrecto? (ver ejercicio
2.13). 1

b. Siseaplicalaprueba a una muestra aleatoria de 30 sujetos, ;jcuéntos diagndsticos incorrectos
cabe esperar encontrar?

¢. Enesamuestra aleatoria de 30 sujetos, jcudl es la probabilidad de que no haya mas de 2 diag-
nésticos incorrectos?

Un examen de la asignatura Andlisis de Datos consta de 20 preguntas con 5 alternativas de res-
puesta de las que solamente una es correcta. Para seleccionar un punto de corte con el que apro-
bar a los estudiantes se ha utilizado un criterio basado en el mimero de aciertos por azar. En con-
creto, se tiene intencién de aprobar a los estudiantes que tengan mas aciertos que los que cabe
esperar simplemente respondiendo al azar. Para ello se ha decidido colocar el punto de corte alli
donde obtener por azar un niero de aciertos igual o mayor que ese punto tenga una probabilidad
menor que 0,05. ;Dénde habré que colocar el punto de corte?

Un test consta dé k preguntas dicotémicas (verdadero, falso) e independientes entre si. Las pre-
guntas acertadas se puntiian con un 1 y las falladas con un 0. La puntuacién total en el test se
obtiene sumando las puntuaciones de las k preguntas. Sefialar la(s) alternativa(s) correcta(s)
sabiendo que la varianza de una suma es la suma de las varianzas:

La varianza del test vale 0.

La varianza del test vale 0,25.

La varianza del test vale £(0,25).

La varianza méaxima del test vale £(0,25).

La varianza del test depende de la relacién que exista entre las preguntas:

oD R

Al encuestar a una muestra aleatoria de 20 peréonas, ;cudl es la probabilidad de que més de la
mitad se manifieste en contra de la eutanasia sabiendo que, en la poblacién de donde procede esa
muestra, el 40% de las personas est4 en contra de la eutanasia? -

N




Analisis descriptivo
de variables cuantitativas

Ya hemos seflalado que, cualquiera que sea el tipo de anélisis que finalmente se tenga
intencion de llevar a cabo para poder cubrir los objetivos de un estudio, lo primero que
conviene hacer con un conjunto de datos es formarse una idea lo mas completa posible
acerca de sus caracteristicas. Esto sigue siendo valido cuando se trabaja con datos cuan-
titativos. Por tanto, antes que nada, lo primero que conviene hacer es familiarizarse con
las herramientas que permiten formarse esa primera idea sobre las caracteristicas de los
datos, es decir, con las herramientas disefiadas para explorar los datos y obtener infor-
macion descriptiva.

Acabamos de ver que un resumen tan simple como una tabla o distribucion de fre-
cuencias contiene gran parte de la informacion necesaria para caracterizar una variable
categorica; la propia naturaleza de 1a variable hace innecesario realizar calculos mas
alla de un recuento o un porcentaje. Con variables cuantitativas, sin embargo, una tabla
de frecuencias no es mas que un listado que no resume nada o casi nada y, consecuen-
temente, una herramienta muy poco 1til: demasiados valores distintos y, si la medida
utilizada es lo bastante precisa, muy pocas repeticiones. Organizar y resumir (es decir,
describir) los valores de una variable cuantitativa requiere utilizar herramientas algo
mas sofisticadas. Pero sigue siendo necesario prestar atencion a tres propiedades basi-
cas: centro, dispersion y forma de la distribucion.

Los estadisticos disefiados para identificar el centro de una variable suelen agru-
parse bajo la denominacion de medidas de tendencia central. Los estadisticos que per-
miten cuantificar el grado de dispersior (alejamiento) de las puntuaciones respecto de
su centro suelen agruparse bajo la denominacién de medidas de dispersién, aunque tam-
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bién pueden encontrarse con la denominacién de medidas de variacién o de varia-
bilidad. Y los estadisticos que sirven para describir la forma de la distribucién suelen
prestar atencion a dos caracteristicas: asimetria y curtosis.

En este capitulo se presentan los estadisticos habitualmente utilizados para describir
el centro, la dispersion y la forma de la distribucion de las variables cuantitativas, mas
otro tipo de estadisticos cuyo objetivo principal no es el de resumir la informacién, sino
el de ubicar a los sujetos individualmente considerados en la posicion relativa que ocu-
pan respecto del resto de sujetos de su grupo: los cuantiles.

Cuantiles

Aunque la mayoria de las herramientas descriptivas que estudiaremos en éste y en otros
capitulos estan disefiadas para organizar y resumir conjuntos de datos, existe un tipo
particular de herramientas que, ademads de ayudar a organizar y resumir conjuntos de
datos, también sirven para describir datos individuales.

(Por qué decimos que un cociente intelectual de 140 puntos es alto, o que un juga-
dor de baloncesto que mide 175 cm es bajo? La respuesta es clara: porque muy pocas
personas alcanzan un conciente intelectual de 140 puntos, y porque la mayoria de los
jugadores de baloncesto mide més de 175 cm. Es decir, afirmamos que una puntuacion
es alta o baja porque la comparamos con el resto de puntuaciones del conjunto al que
pertenece.

Comparar puntuaciones entre sf permite ordenarlas por su tamafio. Y, una vez orde-
nadas, es posible conocer la posicion relativa que ocupa cada una dentro del conjunto.
De hecho, existen varios estadisticos que cumplen con esta funcién de posicionamien-
to relativo tomando como referencia la ordenacion (ranking) de las puntuaciones. Estos
estadisticos reciben el nombre genérico de cuantiles.

Los cuantiles son cada uno de los J valores que dividen la distribucién en J+1 par-
tes iguales. Algunos cuantiles tienen nombre especifico. Asi, la mediana es un valor
que divide la distribucién en dos partes iguales (la mitad de los casos en cada parte; vol-
veremos enseguida sobre ella). Los cuartiles son tres valores (O, 0,, O;) que dividen
la distribucion en cuatro partes iguales (el 25% de los casos en cada parte). Los deciles
son nueve valores (D,, D,, ..., Dy) que dividen la distribucién en diez partes iguales (el
10% de los casos en cada parte). Los centiles son noventa y nueve valores (C,, C,, ...,
Cy) que dividen la distribuci6n en cien partes iguales (el 1% de los casos en cada parte).

El concepto de cuantil est4 estrechamente relacionado con el de frecuencia porcen-
tual acumulada. La mediana, por ejemplo, es el valor que acumula el 50% de los ca-
sos; el primer cuartil (Q,) es el valor que acumula el 25% de los casos; el octavo decil
(Dy) es el valor que acumula el 80% de los casos; el quinto centil (C;) es el valor que
acumula el 5% de los casos; etc. De ahi que, al trabajar con cuantiles, lo habitual sea
utilizar percentiles (P,), que son, precisamente, valores que acumulan un determinado
porcentaje de casos: el percentil P, es el valor que acumula el 4% de los casos.

Conviene advertir que los cuantiles no son porcentajes, sino valores de la variable.

Si se est4 trabajando con la variable edad, un cuantil es una edad. Asi, si el percentil 25 ﬁ
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(Ps) de las édades de un grupo de sujetos vale 32,75 afios (es decir, Pys=32,75), en-
tonces el 25% de los sujetos de ese grupo tiene menos de 32,75 afios (o el 75% de los
sujetos mas de 32,75 afios).

Aunque algunos cuantiles tienen nombre concreto (mediana, cuartiles, deciles, cen-
tiles), lo cierto es que todos ellos pueden concebirse como percentiles: la mediana es el
percentil 50; los cuartiles son los percentiles 25, 50 y 75; los deciles son los percenti-
les 10, 20, ..., 90; los centiles son los percentiles 1, 2, 3, ..., 99. Por tanto, para conocer
el valor de un cuantil cualquiera, basta con calcular el correspondiente percentil. Ahora
bien, no existe una Unica manera de calcular percentiles. Existen al menos cinco mé-
todos distintos de célculo. No obstante, el mas extendido (el que utilizan programas
informaticos como el SPSS) se ajusta a una sencilla regla. Se comienza ordenando los
casos de forma ascendente por su valor en Y, y calculando i = £ (n +1)/100; a conti-
nuacion: :

- Siies un nimero entero, entonces P, = Y; [4.1.3]
- Siiesunnumero decimal, entonces P, = (1 -d)Y,+(d)Y; [4.1.b]

donde £ es el porcentajé de casos acumulados que se busca; Y; es el valor de la varia-
ble que ocupa la posicién correspondiente a la parte entera de £; y d s la parte decimal
de i.

Veamos c6mo se calcula el percentil 25 (P,s) o primer cuartil (Q,) con las edades
de la Tabla 4.1. Para calcular la edad que corresponde al P, en el grupo de hombres,
comenzamos calculando la posicién que corresponde a ese percentil en ese grupo:

i = 25(11+1)/100 = 3

Como el valor de i es un niimero entero, P,s = ¥;= Y;. Es decir, el percentil 25 es el va-
lor (la edad) que ocupa la 3* posicion; por tanto, en el grupo de hombres, P,; = 20 afios.

Para obtener el P,; en el grupo de mujeres comenzamos calculando la posicién que
corresponde al P,s en ese grupo:

i = 25(14+1)/100 = 3,75

Como el valor de i no es un niéimero entero, es necesario interpolar mediante [4.1.b]
tomando i=3y d=0,75:

Py = (1-0,75)Y, + (0,75) ¥, = (0,25)21 +(0,75)22 = 21,75

Tabla 4.1. Edades de dos grupos de sujetos (puntuaciones ordenadas para el calculo de los cuantiles)

Grupos Edades n;
Hombres 18 19 20 22 24 26 29 31 35 45 61 11
Mujeres 19 20 21 22 23 24 25 27 28 29 30 31 32 35 14

Posicion (i) o2 3@ o4 3 6 7T g 9 100 11 12° 13* 14°
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Por tanto, en el grupo de mujeres, P,; = 21,75 afios. Este método de célculo se conoce
como haverage y, segtin hemos sefialado ya, no es el tnico disponible’. No obstante,
con todos ellos se obtienen resultados muy parecidos.

Una de las principales aplicaciones de los cuantiles tiene que ver con la elaboracion
de tablas de clasificacion o baremos. Por ejemplo, si los resultados de una prueba diag-
néstica (o las alturas de un grupo de sujetos, o sus pesos, etc.) se transforman en percen-
tiles, a partir de ese momento cada resultado individual podrd ser ubicado (clasificado)
en la posicién relativa que le corresponde en el conjunto de los resultados de la prueba
(o en el conjunto de las alturas del grupo, o en el conjunto de los pesos, etc.).

Los cuantiles también sirven para comparar posiciones relativas entre grupos, lo
cual es especialmente 1til cuando se comparan distribuciones que no son idénticas o
variables con distinta métrica. Asi, si un estudiante obtiene un 6 en matematicas en un
grupo donde pocos sujetos superan esa nota y otro estudiante obtiene también un 6 en
matematicas en un grupo donde la mayoria de los sujetos superan esa nota, al primer
estudiante le corresponderd un percentil més alto que al segundo, lo que estaré indican-
do que el primer estudiante ocupa en su grupo una posicién més alta que el segundo en
el suyo (volveremos sobre este asunto en el proximo capitulo al hablar de las puntua-
ciones tipicas).

Tendencia central

Una buena manera de identificar el centro de una variable consiste en elegir el valor que
mejor representa al resto de valores. En el capitulo anterior hemos elegido como mejor
representante de una variable categérica el valor que mas se repite (la moda). Pero en
una variable cuantitativa se dan muy pocas repeticiones (sobre todo si se mide con la
suficiente precision) y el valor que mas se repite no tiene por qué estar en el centro; con-
secuentemente, la moda, ademas de no aportar informacién 1til, puede resultar enga-
fiosa. )

E] centro de una variable cuantitativa hay que intentar encontrarlo de otra manera.
Y lo cierto es que existen diferentes formas de hacerlo; todo depende de qué aspectos
de la variable se consideren relevantes: puede prestarse atencion a todos los valores de
la variable o a parte de ellos; si se decide no prestar atencién a todos los valores, la deci-
sion puede atender a distintos criterios; pueden ponderarse todos los valores por igual
o pueden asignarse ponderaciones distintas a valores distintos, etc. No existe un estadis-
tico perfecto para describir el centro de todas las variables en el sentido de que no existe
ningtn estadistico capaz de captar toda la complejidad de una variable cuantitativa; cada
estadistico se centra en un aspecto de la variable y ese detalle le confiere sus fortalezas
y sus debilidades. Segiin tendremos ocasién de comprobar, una de las principales tareas
que tendremos que acometer serd la de aprender a elegir el estadistico apropiado.

! Ademas del método haverage, el programa SPSS incluye (disponibles mediante sintaxis) otros cuatro métodos de
cédlculo de cuantiles: waverage, round, empirical y aempirical (ver, en el Apéndice 4, al final del capitulo, el aparta-
do Meétodos para el cdlculo de cuantiles).

p
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Media aritmética

La media aritmética (o, simplemente, media) es, sin duda, el estadistico de tendencia
central més utilizado. Se define como la suma de todas las puntuaciones dividida por
el numero de puntuaciones y se representa con el nombre de la variable coronado con
un guién. Asi, la media de la variable Y se representa y define mediante

DR

n

Y = [4.2]
Consideremos de nuevo los dos grupos de edades de la Tabla 4.1. Llamando Y, ala edad
de los hombres e ¥, a la de las mujeres, la edad media de cada grupo se obtiene de la
siguiente manera:

i

(18+19+20+---+61)/11,
(19+20+21+---+35)/14

30,00.
26,14.

]
]

N

Estos valores indican dénde se encuentra el centro de la distribucién de las edades de
cada grupo: en el de hombres se encuentra en torno a 30 afios; en el de mujeres, en torno
a 26 afios (debe tenerse en cuenta que el valor de la media no tiene por qué coincidir
exactamente con ninguno-de los valores concretos que toma la variable).

Lamedia esta identificando el valor de la distribucién en torno al cual cabe esperar
encontrar mas valores. Pero, por si sola, tiene una capacidad descriptiva bastante limi-
tada®. Por un'lado, el valor de la media no dice nada acerca de lo bien o mal que esta re-
presentando al resto de valores; para saber algo sobre esto hace falta recabar informa-
cién adicional relacionada con el grado de dispersion del conjunto de valeres (la media
sera tanto mejor representante del resto de valores cuanto menos dispersos —més con-
centrados— se encuentren éstos). Por otro lado, el hecho de que en el célculo de la media
intervengan todos los valores hace de ella un estadistico muy sensible a la presencia de
asimetria en la distribucion, es decir, a la presencia de valores muy alejados del centro
por uno de los dos extremos de la distribucién (enseguida veremos algunos estadisticos
que intentan obtener el centro de una variable sin tener en cuenta todos sus valores).

s

Propiedades de la media

A pesar de sus limitaciones descriptivas, la media posee algunas importantes propie-
dades. Una de ellas, que interesa destacar de forma especial porque tiene relacién con
operaciones que se realizan con mucha frecuencia al analizar datos, se refiere a las
diferencias entre cada puntuacién y la media:

y=7Y-Y [4.3]

2 Segin tendremos ocasién de comprobar repetidamente, la media aritmética tiene excelentes propiedades inferenciales
que hacen de ella un estadistico esencial en el contexto de ]a estimacion de pardmetros y del contraste de hipétesis.
No obstante, dese el punto de vista descriptivo tiene algunas limitaciones que conviene conocer.
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A estas diferencias se les llama puntuaciones diferenciales o puntuaciones de desvia-
cién. Las representamos con letras mindsculas para distinguirlas de las puntuaciones
originales o puntuaciones directas (¥). Las puntuaciones diferenciales tienen una im-
portante propiedad: su suma vale cero. Esto significa que las desviaciones negativas (las
asociadas a los valores menores que la media) se anulan con las positivas (las asociadas
alos valores mayores que la media); es decir, la suma de las puntuaciones diferenciales
negativas (en valor absoluto) es idéntica a la suma de las puntuaciones diferenciales
positivas. Esta propiedad de la media permite concebirla como el centro de gravedad
de la variable: las desviaciones de la media pesan exactamente 1o mismo a cada lado de
la media.

Volvamos a los datos de la Tabla 4.1, referidos a las edades de dos grupos. La edad
media del grupo de hombres (la hemos calculado unos parrafos mas arriba) vale 30.
Aplicando la ecuacién [4.3] a esas 11 edades se obtiene

y; =18-30 = -12 ys = 24-30 = -6
y, =19-30 = -11 Vs = 26-30 = ~4
y; =20-30 =-10 Yy, =29-30 = -1
y, =22-30 = -8 ys = 31-30 =1

Yo =35-30 =5
Vo= 45-30 = 15
Vi =61-30 =31

i
I
f

I
il

Zyi =-2+ 1D+ +E)F(EO+H(EH+HED+HI+5+15+31 = 0.
1
Dedicar tiempo a este sencillo calculo no tiene otra finalidad que la de poder constatar
y grabar bien en la memoria que, efectivamente, unas puntuaciones diferenciales son po-
sitivas y otras negativas, y que se anulan al sumarlas. Estas puntuaciones son muy ttiles
al analizar datos y tendremos ocasion de volver repetidamente sobre ellas.

Otra interesante propiedad de la media tiene que ver con los cambios que experi-
menta cuando se transforman las puntuaciones originales. En concreto, si a las puntua-
ciones de una variable se les multiplica y/o se les suma una constante, la media de la
variable también queda multiplicada y/o sumada por esa misma constante.

Veamos con algo més de detalle en qué consiste esta propiedad. Siendo a, by c tres
constantes cualesquiera: '

Si X=a+7, entonces X = a+7Y [4.4.a]

Es decir, si a las edades de los 11 hombres de la Tabla 4.1 (cuya media vale 30) se les
suman 10 afios, la media de las nuevas edades pasa a valer 30+10 = 40.

Si X=bY, entonces X =57 [4.4.5]

Es decir, si las edades de los 11 hombres de la Tabla 4.1 (cuya media vale 30) se mul-
tiplican por 5, la media de las nuevas puntuaciones pasa a valer 30 x5 = 150. La com-
binacién de las dos reglas anteriores tiene como resultado una nueva regla:

Si X=a+bY, entonces X =a+bY [4.4.c]

Es decir, si las edades de los 11 hombres de la Tabla 4.1 (cuya media vale 30) se multi-
plican por 5 y al producto resultante se le suma 10, la media de las nuevas puntuaciones
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pasa a valer 10+30 x5 = 160. Esta propiedad relativa a los cabios que experimenta la
media cuando se transforman las puntuaciones originales se mantiene incluso cuando
se combinan dos o mas variables:

Si X=aV+5bhY+---+cZ entonces X'=aV +bY+---+cZ [4.4.4d

Si las constantes se igualan a 1 se entendera facilmente esta regla: la media de una suma
de variables es la suma de las medias de las variables. Si, ademas, las variables sumadas
se multiplican por una constante distinta de 1, la media de esas variables quedard mul-
tiplicada por la constante y esto quedara igualmente reflejado en la media combinada
(debe tenerse en cuenta que esta regla asume que todas las variables estan medidas en
el mismo conjunto de casos; otra cosa no tendria sentido).

Media ponderada

Cuando se trabaja con varios grupos resulta 1itil conocer la correspondencia existente
entre las medias de los grupos y 1a media total (Jla media de todas las puntuaciones). Si
todos los grupos tienen el mismo tamafio, la media total coincide con la media de las
medias de los grupos. Si los grupos tienen distinto tamafio, no se da esta corresponden-
cia. En estos casos, la media total es la media ponderada de las medias de los grupos.
Asi, siendo J el ntimero de grupos y ny, 7, .., 1, .-, 1, €l tamafio de los grupos, la me-
dia ponderada viene dada por:

- | mY +nY,+---+n¥, 3 ani’}

- [4.5]
Byt Ryt ety an_

T, ponderada" -
(el subindice j se refiere a cada uno de los grupos: j =1, 2, ..., J). En los datos de la
Tabla 4.1 hay 11 hombres con una edad media de 30,00 afios y 14 mujeres con una edad-
media de 26,14 afios. Para obtener la edad media de los 25 sujetos a partir de las medias
de los grupos es necesario utilizar la media ponderada:

= _ 11(30,00) +14(26,14)
ponderada (11+14) "

= 27,84

Este valor coincide con el que se obtiene a partir de las edades individuales de los 25
sujetos, pero es distinto del que se obtiene promediando las medias de los dos grupos
sin tener en cuenta el tamafio de cada uno: (30,00+26,14)/2=28,07. No obstante, si los
tamafios son parecidos o las medias difieren poco entre si, con ambas estrategias se
obtendra un resultado similar.

Mediana

La mediana (Mdn,) de una variable (¥) es el centro de la variable en sentido literal: es
el valor que ocupa la posicion central cuando los casos estan ordenados. La mediana
es, por tanto, el valor que deja por debajo de si el mismo nimero de casos que por en-
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cima. Con otras palabras, el valor que deja por debajo de si el 50% de los casos; es
decir, el percentil 50.

A pesar de su aparente simplicidad conceptual, los métodos disponibles para cal-
cular la mediana son muy diversos, lo cual estd indicando que el célculo de la mediana
no esta, ni mucho menos, libre de problemas (particularmente cuando existen valores
empatados en torno al centro de la variable). No obstante, el método de célculo més
extendido® se ajusta a una regla bastante simple (en todo momento se estd asumiendo
que las » puntuaciones estdn ordenadas de menoramayor: ¥, £ ¥, <.. . £V, <... <Y}

~ Si el nimero de casos es impar, la mediana es el valor que ocupa la
posicién i = (n+1)/2; [4.6]
- Si el niimero de casos es par, la mediana es el punto medio (media
aritmética) entre los dos valores que ocupan las posiciones i; =n/2 e

L=(n/2)+1.

Para ilustrar el cdlculo de la mediana, la Tabla 4.2 ofrece cuatro grupos de puntuaciones
ordenadas de menor a mayor. Consideremos los grupos 1 y 3. Dado que el ntimero de
casos del primer grupo es impar (r, =11), la mediana es el valor que ocupa la posicién
i=(11+1)/2 =6 (es decir, la 6* posicién); por tanto, Mdn,, = 25. Y dado que el ni-
mero de casos del tercer grupo es par (1, = 14), la mediana es la media aritmética de los
dos valores que ocupan las posiciones 7, =14/2 =7 e i, = (14/2) +1 = 8 (posiciones 7*y
8%); por tanto, Mdny s, = (25+27)/2 = 26.

Tabla 4.2. Edades de cuatro grupos de sujetos

Grupos Edades n;
1 19 20 22 23 24 25 26 27 28 29 33 11
2 18 19 20 22 24 26 29 31 35 45 61 11
3 19 20 21 22 23 24 25 27 28 29 30 31 32 35 14
4 18 19 20 22 24 26 29 33 35 36 41 43 59 74 14

Posicion (i) 1* 2* 3 4 5 6 7 0§ 9 10" 11* 12° 13* 14°

Estadisticos resistentes

Se dice que un estadistico es resistente cuando es poco sensible a la presencia de ano-
malias en los datos. Esta propiedad es particularmente til cuando se trabaja con distri-
buciones asimétricas, es decir, con distribuciones que contienen casos muy alejados del
centro por uno de los dos extremos de la distribucion.

* Esta forma de calcular Ja mediana se conoce como método haveragey es el método que utilizan por defecto la mayo-
ria de los programas informéticos. Pero estos programas suelen incluir otros métodos de calculo. E1 SPSS, por ejemplo,
incluye (mediante sintaxis) otros cuatro métodos. Ver, en el Apéndice 4, al final del capitulo, el apartado Métodos para
el calculo de cuantiles.

o
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La media aprovecha las propiedades cuantitativas (de intervalo o razén) de los
datos. La mediana, sin embargo, tnicamente aprovecha sus propiedades ordinales. Las
implicaciones de esta diferencia son importantes. La mediana del primer grupo de eda-
des de la Tabla 4.2 no se altera si el valor 33 s¢ cambia, por ejemplo, por el valor 74.
Sin embargo, ese cambio hace que la media del grupo 1 pase de 25,09 2 28,82. Es decir,
mientras que el cambio de un inico dato altera la media en més de tres puntos y medio,
la mediana permanece inalterada (el cambio en la media podria ser incluso mayor sin
que la mediana experimentara ningin tipo de alteracién). La mediana, por tanto, es un
estadistico mas resistente que la media. Pero la mediana no es el Gnico estadistico de los
llamados resistentes. ‘

Media recortada

La media recortada o truncada (del inglés trimmed mean; ver Hoaglin, Mosteller y .
Tukey, 1983) se obtiene calculando la media aritmética tras eliminar de los extremos
de la distribucién un determinado porcentaje de casos. La media recortada al k% es la
media aritmética calculada tras eliminar el k% de los casos con valores més pequefios
y el k% de los casos con valores mas grandes® (k es un porcentaje que suele oscilar entre
5y 25; cuanto mayor es el porcentaje de casos que se recorta, mas resistente es el esta-
distico a la presencia de anomalias en los datos). El objetivo de esta correccién es ha-
cer que el resultado sea menos sensible (mas resistente) a la presencia de valores atipi-
cos por uno de los dos extremos de la distribucién. Asi, mientras la media aritmética de
las puntuaciones del cuarto grupo (Tabla 4.2) vale 34,21, la media recortada al 5% vale
32,90 (un valor més cercano a la mediana®, que en este grupo de puntuaciones vale 31).
Obviamente, el valor de la media recortada serd tanto mas parecido al de la media arit-
meética cuanto mds simétrica sea la distribucién. T

Media winsorizada

La media winsorizada (Miller, 1986) se parece a la recortada, pero en lugar de eliminar
un determinado porcentaje de casos de los extremos, sustituye los valores de esos casos
por el valor adyacente a ellos. Asi, la media winsorizada al k% se obtiene calculando

* 8i t=kn/100 es un nimero entero, la media recortada se obtiene eliminando del an4lisis los £ valores mas pequefios
y los ¢ valores mas grandes. Si # no es un nimero entero, se separa la parte entera (¢,) de la parte decimal (¢,), se elimi-
nan del andlisis los #, valores mas pequefios y los 7, valores mas grades, y los dos valores extremos no eliminados se
ponderan con 1 ~ 1,. Asi, para obtener la media recortada al 5% del grupo 4 de la Tabla 4.2 se comienza calculando
t=5(14)/100 = 0,7. La parte entera de ¢ vale 0; por tanto, no hay que eliminar ning(in valor. La parte decimal de ¢ vale
0,7; por tanto, la media recortada se obtiene ponderando los valores extremos 18y 74 con 1 ~ 0,7 =0,3:

7 _ 18(0,3)+19+--- +59+74(0,3) _ 414,66 _ 32.90

% - 14[100 - 2(5)]/ 100 12,6

El denominador de la media recortada se obtiene multiplicando # por la proporcién de casos que intervienen en el
analisis: n(1 - 0,02k). En el ejemplo, el denominador se obtiene muitiplicando 14 x 0,90.

SEn realidad, la mediana puede concebirse como una media recortada al 50%, es decir, como una media que se cal-
cula después de eliminar los casos que quedan por encima y por debajo del valor central.
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la media aritmética tras sustituir el £% de los valores més pequefios por el valor més pe-
quefio de los restantes y el £% de los valores mas grandes por el valor més grande de
los restantes. Con esta estrategia se obtiene un estadistico (¥) mas resistente que la
media aritmética pero algo menos resistente que la media recortada.

Trimedia

La trimedia (ver Hoaglin, Mosteller y Tukey, 1983) es un estadistico muy resistente cu-
yo nombre deriva de su propia definicién: se obtiene promediando tres valores: los tres
cuartiles®. La trimedia también puede encontrarse con el nombre de BESA (best easy
systematic average)y con el de mediana recortada. Se calcula dando al segundo cuartil
(la mediana) doble peso:

— 2
G- 22500 ‘4QfQ3 [4.7]
Estimadores M

Los estimadores M son un grupo de estadisticos resistentes basados en el método de
mdxima verosimilitud (de ahi 1a M). También se les conoce como estimadores robustos
centrales. Un estimador M no es més que una media ponderada en la que los pesos
asignados a los casos dependen de la distancia de cada caso al centro de la distribucién:
los casos proximos a la posicién central reciben un peso de 1 y los demds valores reci-
ben un peso tanto menor cuanto mas alejados se encuentran de la posicién central.

Existen varios estimadores M que difieren entre si por la forma concreta de asignar
pesos a los casos. El SPSS incluye cuatro de estos estimadores en el procedimiento Ex-
plorar: Huber, Tukey, Hampel y Andrews (puede encontrarse una descripcion detallada
y asequible de todos ellos en Norusis y SPSS Inc., 1993, pags. 192-194; y en Palmer,
1999, péags. 124-162). Andrews, Bickel, Hampel y cols. (1972) recomiendan utilizar el
estimador M de Andrews y el de Hampel, al tiempo que desaconsejan el uso del de Hu-
ber. Al igual que ocurre con el resto de estadisticos resistentes, los estimadores M son
menos sensibles que la media aritmética a la presencia de valores extremos. Por tanto,
cuando las distribuciones son asimétricas, estos estimadores robustos suelen captar el
centro de la distribucién mejor de lo que lo hace la media aritmética.

Comparacion entre estadisticos de tendencia central

De lo estudiado hasta ahora en este capitulo cabe deducir que uno de los principales
objetivos del andlisis descriptivo consiste en identificar el centro de una variable. Pero
acabamos de ver que este objetivo puede alcanzarse utilizando diferentes estrategias

¢ La formulacién original de la trimedia no se basa en los cuartiles, sino los cuartos o bisagras de Tukey (1977). El
primer cuarto o bisagra es el valor que ocupa la posicién intermedia entre la mediana y el valor mas pequefio; el segun-
do es la mediana; el tercero es el valor que ocupa la posici6n intermedia entre la mediana y el valor mas grande.

Capitulo 4. Analisis descriptivo de variables cuantitativas 97

(diferentes estadisticos”). El grado de parecido entre estos estadisticos depende, bési-
camente, de la forma de la distribucion de la variable: si la distribucién es simétrica,
todos los estadisticos toman el mismo valor; la diferencia entre ellos va aumentando
conforme aumenta el grado de asimetria. )

La media aritmética utiliza las propiedades cuantitativas de los datos y se basa en
una ponderacién uniforme de todos ellos. Esto la convierte en un estadistico muy sen-
sible (poco resistente) a la presencia de asimetria en la distribucion de los datos. Las
medias recortada y winsorizada intentan corregir la falta de resistencia de la media
aritmética modificando el tratamiento que dan a un determinado porcentaje de casos de
los extremos de la distribucién; esta modificacion, 16gicamente, implica una pérdida de
informacion que no puede pasarse por alto a la ligera pues, ocasionalmente, se podria
estar desechando informacién relevante. La mediana lleva al limite esa modificacién del
tratamiento que se da a los valores més extremos: elimina del andlisis todos los casos
menos el(los) que ocupa(n) la posicion central; de este modo, su resistencia a la presen-
cia de anomalias en los datos es maxima. Y los estimadores M estdn a medio camino
entre [a modificacion que aplican las medias recortada y winsorizada y la que aplica la
mediana: todos ellos aprovechan las propiedades cuantitativas de los datos pero dando
menos peso a los valores que més se alejan del centro; aunque no eliminan del anélisis
tantos casos como la mediana, asignan pesos muy pequefios a los que se alejan mucho
del centro. :

Los resultados de la Tabla 4.3 ilustran el comportamiento de todos estos estadisticos
de tendencia central. Estan calculados con los cuatro grupos de edades de la Tabla 4.2.
Las distribuciones de las edades de los grupos 1 y 3 son razonablemente simétricas; las
distribuciones de los grupos 2 y 4 son sensiblemente asimétricas (méas adelante, en este
mismo capitulo, se estudian detenidamente estos conceptos). Puede comprobarse que
el grado de parecido entre los diferentes estadisticos depende del grado de asimetria de
la distribucién. En los grupos 1y 3, que tienen distribuciones aproximadamente simé-
tricas, los valores obtenidos oscilan entre 24,82 y 25,09 en el grupo 1 (una diferencia de
0,27 afios) y entre 26,00 y 26,14 en el grupo 3 (una diferencia de 0,14 afios). En los gru-
pos 2 y 4, que tienen distribuciones sensiblemente asimétricas, los valores obtenidos
oscilan entre 25,45 y 30,00 en el grupo 2 (una diferencia de 4,55 afios) y entre 29,63 y
34,21 en el grupo 4 (una diferencia de 4,58 afios).

J

7 Existen otros estadisticos de tendencia central que, aunque escasamente utilizados en el contexto de las ciencias de
la salud, pueden encontrarse en otros 4mbitos. Nos referimos a las medias arménicay geométrica. L.a media arménica
suele utilizarse con distribuciones muy asimétricas:

- n

v =
oxy

(no tiene sentido utilizarla si algin valor de Y es igual a cero, pues la division por cero no esta definida en el campo
de los nimeros reales). La media geométrica suele utilizarse para promediar proporciones:

Yo = [I1 7"

(no tiene sentido utilizarla si algin valor de ¥ es negativo o cero). Promediando los logaritmos de los valores de la
variable se obtiene el logaritmo de la media geométrica.
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También puede comprobarse que, en estos grupos, la media aritmética es el esta-

distico mas sensible a la presencia de asimetria en la distribucién (es, de todos ellos, el
que toma el valor mas alto).

Tabla 4.3. Estadisticos de tendencia central aplicados a los datos de la Tabla 4.2

Estadisticos Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
Media aritmética 25,09 30,00 26,14 3421
Mediana 25,00 26,00 26,00 31,00
Media recortada (5%) 24,99 28,94 26,05 32,90
Media winsorizada (5%) 24,82 28,73 26,00 33,29
Trimedia 25,00 26,75 26,00 31,25
Estimador M de Andrews 24,92 25,46 26,01 29,64
Estimador M de Hampel 24,90 26,63 26,00 31,23
Estimador M de Huber 25,00 26,71 26,00 30,98
Estimador M de Tukey 24,92 2545 26,01 29,63

Asi las cosas, ;qué estadistico de tendencia central conviene elegir para informar del
centro de una distribucién? Para responder a esta pregunta hay que sopesar varios argu-
mentos.

El primero de ellos tiene que ver con los objetivos del estudio. La fase descriptiva,
con frecuencia, Uinicamente representa el comienzo del analisis. Lo habitual es que, ter-
minada la fase descriptiva, se pase a la inferencial para, entre otras cosas, efectuar com-
paraciones. Y, segun veremos, las herramientas disponibles para efectuar comparaciones
se basan, sobre todo, en la media aritmética. Por tanto, la media aritmética debe incluir-
se en el informe descriptivo porque, normalmente, haré falta para después: aunque desde
el punto de vista descriptivo posee algunas limitaciones, sus propiedades inferenciales
son excelentes.

Pero ya hemos sefialado que la media es un estadistico demasiado sensible a la pre~
sencia de anomalias en los datos; y esto nos lleva al segundo argumento: el centro de
una variable hay que intentar identificarlo mediante estadisticos resistentes (ver Wilcox
y Keselman,2003). Aunque en condiciones de simetria todos los estadisticos de ten-
dencia central son equivalentes, en condiciones de asimetria los estadisticos resistentes
(las medias modificadas, la mediana, los estimadores M) son preferibles a los no resis-
tentes (la media). Ahora bien, como la media y la mediana es deseable que figuren en
cualquier informe descriptivo porque son los estadisticos mas conocidos y utilizados,
el resto de estadisticos de tendencia central podrian utilizarse para recomendar a cual
de los dos, media o mediana, conviene prestar atencién para identificar el centro de la
distribucion (en el caso de que tomen valores distintos).

Resumiendo, generalmente sera suficiente con informar de la media y de la media-
na; el resto de estadisticos se puede utilizar para decidir si el centro de la distribucién
se parece mas al valor de la media o al valor de la mediana.
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Dispersion

Describir un conjunto de datos a partir de un solo niimero conlleva, obviamente, una im-
portante pérdida de informacién: un estadistico'de tendencia central informa sobre el
centro de ] distribuci6n pero no dice nada sobre el resto de los valores. La consecuen-
cia de esta limitacién es que un mismo valor puede ser el centro de conjuntos de datos

.muy diferentes.

Los datos de la Tabla 4.4 pueden ayudar a entender esta idea. Se trata de las edades
de tres grupos de sujetos. Aunque los tres grupos tienen el mismo centro (tanto la media
como el resto de estadisticos de tendencia central valen 50), el grado de parecido (o el
grado de dispersion) entre las edades del mismo grupo es muy distinto. En el primer
grupo, todas las edades estdn muy proximas al centro; se trata de una variable con muy
poca dispersioén; existe gran parecido entre las puntuaciones. En el segundo grupo, la
mayoria de las edades son distintas del centro pero se encuentran préximas a €l; existe
mas dispersién que en el primer grupo pero no parece ser muy alta. En el tercer grupo,
la mayoria de las edades son distintas del centro y ademads se encuentran muy alejadas
de €l; la dispersién en este grupo es mucho mayor que en los otros dos.

Tabla 4.4. Tres grupos de edades con el mismo centro y distinta dispersion

Grupos ‘ Edades
1 49 49 49 49 50 50 51 51 51 31
2 42 44 46 48 50 350 52 54 56 58
3 10 20 30 40 350 50 60 70 80 90

Lo que interesa destacar de este sencillo ejemplo es que,‘a pesar de las evidentes dife-
rencias existentes entre estos tres grupos de edades, conocer tinicamente la edad prome-
dio de cada grupo no permite-identificar el grupo del que se esta hablando (pues todos
tienen la misma edad promedio): es necesario conocer, ademas, el grado de dispersion,
es decir, el grado de parecido entre los datos en el sentido de concentracicn o aleja-
miento entre ellos. ’

Ademds, conocer el grado de dispersién de un conjunto de datos permite precisar
si el centro de una distribuci6n es o no un buen representante del resto de valores. Cuan-
do la mayoria de los valores se encuentran proximos al centro, la dispersién es baja;
cuando la mayoria de los valores se encuentran alejados del centro, la dispersion es alta.
Consecuentemente, el grado de representatividad del centro de una distribucién sera tan-
to mayor cuanto menor sea la dispersion de la distribucion.

Ahora bien, aunque con pocos datos (como ocurre, por ejemplo, en la Tabla 4.4),
una inspeccién visual de los mismos podria servir para formarse una idea sobre el grado
de dispersion, con més datos una inspeccién visual resulta, ademas de subjetiva, com-~
pletamente insuficiente. En estos casos es necesario recurrir a algun resumen capaz de
cuantificar el grado de dispersion. Pero, al igual que los estadisticos de tendencia cen-
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tral, los de dispersién también son variados: unos utilizan todos los valores de la varia-
ble, otros solamente unos pocos; unos toman como referencia el centro de la variable,
otros prescinden de él; los que toman como referencia el centro de la variable difieren
en el centro que eligen; etc. En los apartados que siguen se han agrupado estos estadis-
ticos en tres bloques atendiendo al criterio de dispersion en el que se basan.

Amplitudes

El estadistico de dispersién mas simple de todos consiste en calcular la diferencia en-
tre el valor més grande (¥,,) y el mas pequefio (¥,,). A esta diferencia se le llama
amplitud total (4,), aunque también puede encontrarse como rango, recorrido o, sim-
plemente, amplitud:

AT = Yméx - Ymin [4'8]

Calculada en los tres grupos de edades de la Tabla 4.4, la amplitud toma los siguientes
valores: 4, =51-49=2;4,=58~-42=16; 4;=90-10 = 80.

Estos valores parecen reflejar la dispersion baja (2 afios), media (16 afios) y alta (80
afios) que anteriormente hemos intuido tras una inspeccién visual de los datos. Pero no
hay que olvidar que en este estadistico inicamente intervienen los dos valores extre-
mos, lo cual significa que no se esté prestando atencién a la disposicion de los valores
intermedios. Y esto tiene dos consecuencias indeseables. En primer lugar, puede ocurrir
que conjuntos de datos muy diferentes tengan la misma amplitud total; basta con que
los dos valores extremos sean los mismos. En segundo lugar, la presencia de un tinico
caso muy distante del resto es capaz de alterar sensiblemente el valor de la amplitud
total (por muy parecidos entre si que sean el resto de Jos valores). Se trata, por tanto, de
un estadistico muy poco resistente. No obstante, al estar expresado en la misma métrica
que la variable, su interpretacién es muy sencilla. Y con distribuciones simétricas per-
mite formarse una idea muy rapida (y podriamos decir, también, acertada) del grado de
dispersién.

Otro estadistico basado en la misma légica que la amplitud total, pero mas resisten-
te que ésta, es la amplitud intercuartil (4,,). Se basa en la distancia existente entre los
cuartiles primero y tercero: 4;, = Q; - 0. La amplitud intercuartil mide el grado de
dispersién del 50 % de los casos centrales (normalmente, los més representativos del
conjunto de datos) y, de esta manera, resuelve los problemas derivados de prestar aten-
cién tnicamente a los dos casos més extremos; pero no puede pasarse por alto el hecho
de que, al prestar atencion Gnicamente al 50 % de los casos centrales, se puede estar
desechando informacion relevante. Mas adelante, en este mismo capitulo, veremos que
uno de los gréficos més interesantes para describir la forma y otras propiedades de una
distribucion (el diagrama de caja) se basa justamente en este estadistico. En ocasiones
se utiliza otro estadistico llamado amplitud semi-intercuartil (la amplitud intercuartil
dividida entre 2), pero su significado es menos claro que el de la amplitud intercuartil
(aunque, 16gicamente, es algo mas resistente).
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Desviaciones promedio

Ademas de los estadisticos basados en el concepto de distancia entre dos valores, exis-
ten otros que, no solo permiten expresar el grado de dispersién en la misma métrica de
la variable.(como hacen las amplitudes), sino que lo hacen utilizando fodos los valores.

Es claro que la desviaciéon que una puntuacién experimenta respecto del centro
(media) de su distribucién esta expresando el grado de dispersion de esa puntuacion.
Pararesaltar esta idea, la Tabla 4.5 ofrece las desviaciones (puntuaciones diferenciales:
y=1Y-Y) correspondientes a los tres grupos de edades de la Tabla 4.4. Sabemos por
la amplitud total (y por la simple inspeccion visual de los datos) que las edades del
segundo grupo estan mas dispersas que las del primero; también sabemos que las edades
del tercer grupo estan mas dispersas que las de los otros dos grupos. Esta diferencia en
las dispersiones queda claramente reflejada en las puntuaciones diferenciales recogidas
en la Tabla 4.5: las edades del grupo 1 toman valores entre -1y 1; las del grupo 2 entre
-8y 8;y las del grupo 3 entre ~40 y 40.

Tabla 4.5. Puntuaciones diferenciales correspondientes a las edades de la Tabla 4.4

Grupos Puntuaciones dfferenciales (¥, =7~ b9 Zlyi Eyiz
1 1 -1 -1 -1 0 0 1 1 1 1 8 3
2 -8 -6 -4 -2 0 0 2 4 6 8 40 240
3 -40 -30 -20 -10 O 0 101 20 30 40 200 6000

Ahora bien, si la desviacioén que una puntuacién individual experimenta-respecto de la
media de su distribucion esté expresando el grado de dispersién de esa puntuacién, la
suma de todas las desviaciones de un conjunto de datos deberia estar expresando la dis-
persién total del conjunto. Sin embargo, sabemos que esto no es asi porque la suma de
las desviaciones de la media vale cero (recordemos que las desviaciones positivas se
anulan con las negativas). Para evitar este problema basta con aplicar algln tipo de
transformacién que haga tomar a todas las desviaciones un valor positivo (de hecho,
puesto que una distancia entre dos elementos no puede ser negativa, lo recomendable,
desde el punto de vista de la dispersién, es expresar las distancias a la media en valor
positivo). Las transformaciones més habituales consisten en tomar el valor absoluto de
las desviaciones o en elevarlas al cuadrado.

En la media de las desviaciones (7, aesy))> también llamada desviacion media y
desviacion media absoluta, las desviaciones se toman en valor absoluto y su suma se
divide por el nimero de puntuaciones para obtener la desviacién promedio:

DI A2 (7
n

[desv] n [49]
La media de las desviaciones recoge la idea de dispersion respecto del valor central (la

media) y representa el promedio del conjunto de distancias a la media. Calculada sobre
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los tres grupos de edades de la Tabla 4.4 (la Tabla 4.5 ofrece la suma de los valores ab-
solutos de las puntuaciones diferenciales) se obtienen los siguientes resultados:

Yoy = 8/10 = 0,8
Vgeiy = 40710 = 4
Yoy = 200/10 = 20

Puesto que la media de las desviaciones viene expresada en la misma métrica que la
variable original, los valores obtenidos reflejan la dispersion de cada grupo en unidades
de edad (es decir, en afios). Por tanto, las edades del primer grupo se desvian de su me-
dia, en promedio, algo menos de un afio; las del segundo grupo, 4 afios; y las del tercer
grupo, 20 afios.

Estudiar la dispersion a partir de las desviaciones del centro no implica tener que
trabajar necesariamente con la media aritmética. Debe tenerse en cuenta que la media
de las desviaciones sigue siendo una media y que, como tal, adolece de excesiva sensi-
bilidad a la presencia de valores extremos por una de las dos colas de la distribucién
(asimetria). Este problema puede resolverse utilizando estadisticos resistentes como la
mediana. Esto es precisamente lo que hace un estadistico denominado mediana de las
desviaciones (Mdn ) 0 mediana de las desviaciones absolutas:

Mdhn s, = Mdn|Y; - Mdny| [4.10]

La mediana de las desviaciones es lamediana de las distancias a la mediana (diferencias
en valor absoluto). Si la distribucién es simétrica, la mediana de las desviaciones tomara
un valor parecido al de la media de las desviaciones (puesto que la media y la mediana
de una distribucion simétrica son iguales, también lo seran las distancias a la media y
ala mediana). Pero, conforme la distribucién se vaya haciendo més asimétrica, el valor
de la media de las desviaciones se verd mas alterado que el de la mediana de las des-
viaciones. . .

Calculando la mediana de las desviaciones en los tres grupos de edades de la Ta-
bla 4.4 se obtiene:

Man g0y = Mdn[0, 0, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1] = 1
Mdn gy = Mdn[0, 0, 2,2, 4, 4,6, 6,8, 8] = 4
Man 4y = Mdn[0, 0, 10, 10, 20, 20, 30, 30, 40, 40] = 20

Puesto que las tres distribuciones de edad son simétricas, los valores obtenidos con la
mediana de las desviaciones son casi idénticos a los obtenidos con la media de las des-
viaciones. Sin embargo, introduciendo un dato anémalo en el segundo grupo (cambian-
do, por ejemplo, 58 por 90), la media de las desviaciones pasa de 4 a 8,08, mientras que
la mediana de las desviaciones no se altera.

La mediana de las desviaciones se encuentra, al igual que la media de las desviacio-
nes, en la misma métrica que la variable original. Por tanto, los valores obtenidos refle-
jan el grado de dispersion en la misma métrica de la variable (en nuestro gjemplo, afios).

L e
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Varianza y desviacion tipica

La media de las desviaciones y la mediana de las desviaciones no son los Uinicos esta-
disticos que intentan cuantificar la dispersion a partir de las desviaciones del centro de
la distribucién. Puesto que esas desviaciones representan la esencia del concepto de
dispersion, es 16gico que se les haya prestado especial atencién. En este apartado se es-
tudian dos de los estadisticos de dispersion més utilizados. Ambos se basan en las des-
viaciones de la media, pero, para evitar que su suma valga cero, en lugar de tomar esas
desviaciones en valor absoluto (estrategia utilizada por la media de las desviaciones),
se elevan al cuadrado.

La varianza (Fisher, 1918) es el promedio de las desviaciones cuadréticas de la me-
dia, es decir, el promedio de las desviaciones de la media elevadas al cuadrado. Se trata,
por tanto, de una media de cuadrados (0, como suele denominarse en algunos contextos,
una media cuadrdtica). Se define y representa mediante

Y, -7)?
Syey = —————-—E(; U [4.11]

Puesto que el numerador de la varianza recoge las desviaciones de la media (es decir,
las puntuaciones diferenciales; ver ecuacion [4.3]), la varianza también puede expre-
sarse como o '

E;Viz )

n

S7ey = [4.12]

El subindice Y identifica a la variable; el subindice » indica el valor del denominador.
Prestar atencion explicita al valor del denominador tiene su explicacion. Ocurre que,
cuando se utiliza la varianza muestral para hacer inferencias sobre la varianza poblacio-
nal (trataremos esta cuestién en el Capitulo 7), utilizar » en el denominador da como
resultado un valor muestral que tiende a ser menor que el valor poblacional. Este ses-
go desaparece simpiemente restando 1 al tamafio muestral en el denominador. A esta
modificacién de la varianza se le suele Jlamar varianza insesgada (también puede
encontrarse con el nombre de cuasivarianza):

E(Y;'—?)z _ ZJ’iz

n-1 n-1

2 2
SY( ) SY =

m—

[4.13]

Cuando se utiliza un programa informético como el SPSS para calcular la varianza, el
resultado que se obtiene es, siempre, la varianza insesgada. Por tanto, para evitar con-
fusiones, a partir de ahora inicamente haremos referencia a la varianza insesgada, lo
cual permitira identificarla simplemente como S;.

Aplicando la ecuacion [4.13] a los tres grupos de edades de la Tabla 4.4 (la Tabla
4.5 recoge las puntuaciones diferenciales y la suma de sus cuadrados) se obtiene:
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1

S gpo1 = [(-1P+ (-1 + - + ()?]/(10 - 1) = 8/9 = 0,89
St gpoz = [(=8)*+ (=6 + - + (8)1/(10 - 1) = 240/9 = 26,67
Stigupos = [(-40)7+ (=30)7 + - + (40)’1/(10-1) = 6.000/9 = 666,67

|
1l

|

Probablemente, la primera reaccién que se tiene al observar el valor de la varianza es
preguntarse por su significado. El valor obtenido en el primer grupo se parece al obte-
nido con la desviacién media (0,89 frente a 0,8); pero esto es solamente porque, en ese
grupo, las distancias a la media no superan el valor 1. En el segundo grupo se ha ob-
tenido un valor claramente mayor que el obtenido con la desviacién media (26,67 frente
a 4). Y en el tercer grupo se ha obtenido un valor muchisimo mayor (666,67 frente a
20). Ahora bien, si se tiene en cuenta que las edades del segundo grupo oscilan entre 42
y 58 (16 afios), no parece que una dispersion de 26,67 esté reflejando algo real. Y menos
real todavia se antoja el resultado obtenido en el tercer grupo: 666,67 es un nimero que
no tiene nada que ver con la edad.

Lo cierto es que la varianza no permite formarse una idea acertada del grado de dis-
persién de una variable. La razon de esto es que las distancias a la media est4n elevadas
al cuadrado: es como intentar medir la distancia fisica entre dos puntos utilizando una
medida de superficie en lugar de una medida de longitud. La varianza puede servir para
comparar entre si distintos grupos (l6gicamente, en la misma variable) y saber en cual
de ellos hay mayor dispersién, pero no sirve para formarse una idea sobre el grado de
dispersion. Por esta razdn, lo que suele hacerse es utilizar la raiz cuadrada de la va-
rianza. Es decir,

S = | LT~/ m-1) = x/Eyf/(n—l) ' [4.14]

(siempre se toma la raiz positiva, pues la dispersion puede ser nula o positiva, pero no
negativa). A este valor se le llama desviacién tipica o desviacién estdndar (Pearson,
1894). Como en el denominador se est4 utilizando » - 1, en realidad se trata de la des-
viacién tipica insesgada. Y como se trata de la raiz cuadrada de valores previamente
elevados al cuadrado, el resultado estd mds en consonancia con la métrica original de
la variable cuya dispersion se esta intentando cuantificar.

Aplicando [4.14] a los tres grupos de edades de 1a Tabla 4.4 se obtienen las raices
cuadradas de los valores ya obtenidos con [4.13]:

Spigupor = V0,89 = 0,94
Syigupor = V26,67 = 5,16
Syigupos = V666,67 = 25,82
Al igual que ocurre con la media de las desviaciones, la desviaci6n tipica es un pro-

medio basado en las desviaciones de la media. Cabria esperar, por tanto, que el valor
de la desviacion tipica se pareciera al de la media de las desviaciones; pero lo cierto es
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que esto solamente ocurre cuando se trabaja con distribuciones simétricas. La conse-
cuencia de elevar al cuadrado las desviaciones de la media es que las desviaciones més
grandes reciben mayor peso que las pequeiias (aunque después se tome la raiz cuadra-
da del promedio de esas desviaciones cuadréticas, la desigual ponderacion de las des-
viaciones mas grandes ya estd hecha y queda reflejada en el resultado). Por tanto, la
desviacion tipica tomaré un valor tanto mas alejado del de la media de las desviaciones
cuanto mas asimétrica sea la distribucién. No obstante, pensar en la desviacién tipica
como en un promedio de distancias a la media permite formarse una idea sobre su sig-
nificado sin distorsionarlo seriamente.

Comparacion entre estadisticos de dispersion

La dispersion es un concepto esencialmente positivo: o todos los valores de la variable
son iguales y, consecuentemente, no existe dispersion (en cuyo caso no estariamos ha-
blando de una variable sino de una constante), o unos valores son distintos de otros y,
consecuentemente, existe dispersién (en cuyo caso hay que cuantificar si es baja, me-
dia o alta; pero nunca negativa). Esta idea es lo bastante importante como para no
pasarla por alto, pero no ayuda a elegir un estadistico de dispersién: todos ellos valen
cero cuando no hay dispersioén y toman un valor positivo cuando si la hay.

Otro aspecto de la dispersién que conviene no pasar por alto es la forma en que
cambia cuando se efectian transformaciones en los datos. En relacién con esto es im-
portante sefialar que la dispersidn no se altera éuando a los valores de una variable se
les suma o résta una constante. Imaginemos que las edades de las que venimos ha-"
blando (Tabla 4.4) vuelven a registrarse pasados 3 afios. Todos los sujetos tendran 3
afios mas (es decir, la edad media habrd aumentado 3 afios), pero la dispersién entre las
edades seguira siendo la misma porque el grado de concentracién o alejamiento entre
ellas no se habra alterado. De nuevo se trata de un aspecto importante, pero que no
permite distinguir entre los estadisticos propuestos: todos ellos permanecen inalterados
cuando a una variable se le suma una constante.

Pero, ;qué ocurre cuando, en lugar de sumar una constante, se multiplica o divide®?
Lo que ocurre es que la dispersion queda multiplicada o dividida por esa constante.
Por ejemplo, ;qué ocurre si todas las edades se multiplican por 3 afios? Pues que la dis-
persién se triplica. Si se multiplican por 3 las edades del primer grupo, la edad mas baja
(49) pasa a 147 y la mas alta (51) pasa a 153. Con ello, la amplitud inicial de 2 afios
aumenta hasta 6 afios. Pues bien, todos los estadisticos estudiados, excepto la varian-
za, reflejan correctamente este cambio en la dispersion; es decir, todos ellos, excepto
la varianza, triplican su valor cuando los valores originales de la variable se multipli-
can por 3 (lo que ocurre con la varianza es que queda multiplicada por el cuadrado de
la constante; por tanto, estaria indicando que la dispersion ha aumentado 9 veces en
lugar de 3).

8 Multiplicar o dividir una variable por una constante es una tarea relativamente frecuente. Por ejemplo, si una prueba
diagn6stica arroja puntuaciones de 0 a 20 y se prefiere transformarlas en una métrica de 0 a 100 (simplemente porque
se considera una métrica més facil de entender), bastar4 con multiplicar las puntuaciones originales por 5.
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Oftro aspecto més al que conviene prestar atencién tiene que ver con la métrica en
la que viene expresado cada estadistico. Los estadisticos cuyos valores se encuentran
en la misma métrica que la variable original tienen la ventaja de que son mas faciles de
interpretar; por tanto, son mas ttiles para formarse una idea sobre el grado de disper-
sién de una variable. Y ocurre que, de nuevo, a excepcién de la varianza, todos los esta-
disticos estudiados cuantifican la dispersién en la misma métrica que la variable original
(salvando las matizaciones ya hechas sobre la desviacién tipica).

Parece, por tanto, que la varianza no se encuentra entre los estadisticos que convie-
ne elegir para cuantificar la dispersion®: no solo no se encuentra en la misma métrica de
la variable original, sino que no refleja correctamente el cambio que experimenta la dis-
persion cuando se aplican algunas transformaciones simples a los datos.

Ahora bien, descartada la varianza, jcomo elegir entre el resto de estadisticos? Al
igual que ocurre con las medidas de tendencia central, la clave se encuentra de nuevo
en la forma de la distribucién. Ya sabemos que las amplitudes (total, intercuartil) se
basan en la distancia existente entre solamente dos valores; también sabemos que las
desviaciones promedio (media de las desviaciones, mediana de las desviaciones y des-
viacién tipica) se basan en las distancias al centro de la distribucién. Pues bien, el he-
cho mismo de disponer de estadisticos basados en criterios tan dispares ya parece estar
recomendando que siempre se informe con uno de cada tipo: una amplitud y una des-
viacion. ‘

Pero, ;como elegir entre las amplitudes? Ya hemos sefialado que la amplitud total
adolece de serios inconvenientes: puede tomar el mismo valor con conjuntos de datos
muy distintos y es extremadamente sensible a la presencia de casos anémalos (un unico
caso andmalo basta para alterar por completo su valor). Por tanto, la amplitud total sola-
mente deberia utilizarse con distribuciones simétricas o aproximadamente simétricas.
Sino se da esta circunstancia, es preferible utilizar la amplitud intercuartil. Aunque sin
olvidar que la amplitud intercuartil desecha una parte importante de los datos (el 25%
de cada lado de la distribucién) y que también esto tiene sus inconvenientes. Por su-
puesto, saber qué interesa conocer exactamente de una variable puede ayudar a elegir
entre ambas amplitudes; pero, independientemente de dénde se sittie el interés descrip-
tivo, las amplitudes poseen importantes debilidades que no deben pasarse por alto.

Y ;como elegir entre las desviaciones? Ya hemos visto que los estadisticos que se
basan en las desviaciones del centro no son igualmente sensibles al grado de asimetria
de la distribucién. Aunque en una distribucién simétrica todos ellos toman valores pare-
cidos, en presencia de asimetria la desviacion tipica es menos resistente que la media
de las desviaciones y ésta menos resistente que la mediana de las desviaciones. Elegir
el estadistico ma4s resistente, por tanto, no parece una tarea complicada.

Pero ocurre que la desviacion tipica, a pesar de ser la desviacion menos resistente,
posee una serie de propiedades que hacen de ella un estadistico especialmente intere-
sante. Entre otras cosas, la desviacion tipica constituye la base de unas transformaciones

°A pesar de sus evidentes limitaciones desde el punto de vista descriptivo, lo cierto es que la varianza (o, mejor, la
varianza insesgada) posee, segin tendremos ocasion de comprobar, excelentes propiedades inferenciales que la
convierten en un estadistico esencial en el contexto de la estimacién de pardmetros y del contraste de hip6tesis.
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llamadas puntuaciones tipicas que poseen una extraordinaria utilidad para conocer, por
ejemplo, la posicion relativa que ocupa cada caso dentro de su grupo (se estudian en
el préximo capitulo). Ademas, cuando se tiene intencién de pasar de la fase descriptiva
a la inferencial para efectuar comparaciones y estudiar relaciones, la desviacién tipica
adquiere (tendremos ocasioén de comprobarlo) un protagonismo que no puede ser asu-
mido por el resto de los estadisticos de dispersion. Por tanto, por los mismos argumentos
que, seglin hemos visto ya, es tarea obligada informar del valor de la media aritmética
apesar de su baja resistencia, también lo es informar de la desviacion tipica (esta razon,
unida al hecho de que ambos estadisticos estan expresados en la misma métrica, es la
que justifica la practica habitual de ofrecer juntas la media y la desviacién tipica en los
informes de resultados).

La informacién qiie ofrece la Tabla 4.6 puede ayudar a aclarar el comportamiento
de todos estos estadisticos. Estan calculados con las edades de la Tabla 4.2. Recorde-
mos que las edades de los grupos 1 y 3 se distribuyen de forma aproximadamente si-
métrica, mientras que las de los grupos 2 y 4 se distribuyen de forma sensiblemente
asimétrica. Debido a que los estadisticos propuestos se basan en diferentes criterios de
dispersién, los-valores que toman son muy distintos. Por lo que se refiere a las ampli-
tudes, en condiciones de simetria y poca dispersion (grupos 1y 3), la amplitud total es
aproximadamente el doble de la intercuartil. Sin embargo, en condiciones de asimetria
y mayor dispersién (grupos 2 y 4), la amplitud total alcanza aproximadamente el triple
de la intercuartil. Con las desviaciones ocurre algo parecido. En condiciones de sime-
tria (grupos 1 y 3), las tres desviaciones toman valores parecidos: oscilan entre 3y 4,11
en el grupo 1,(una diferencja de 1,11 afios) y entre 4y 4,90 en el grupo 3 (una diferencia
de 0,90 afios), siendo la desviacién tipica la que toma los valores més altos. En condi-
ciones de asimetria (grupos 2 y 4), los valores de las distintas desviaciones cambian de
forma considerable: oscilan entre 6 y 13,02 en el grupo 2 (una diferencia de 7,02 afios)
y entre 9,50 v 16,10 en el grupo 4 (una diferencia de 6,60 afios).

Entre todos estos estadisticos de dispersion, el que se muestra més resistente es la
mediana de las desviaciones; y el que se muestra menos resistente es la desviacién ti-
pica. :

Tabla 4.6. Estadisticos de dispersion aplicados a los datos de la Tabla 4.2

Estadisticos - Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo 4
Amplitud total 14,00 43,00 16,00 56,00
Amplitud intercuartil ~ 6,00 15,00 8,50 20,00
Media de las desviaciones 3,19 9,45 4,14 11,82
Mediana de las desviaciones 3,00 6,00 4,00 9,50
Desviacién tipica - 4,11 13,02 4,90 16,10
Varianza ‘ 16,89 169,40 2398 25926
Coeficiente de variacién (media) 16,38 4338 18,73 47,06
Coeficiente de variacién (mediana) 16,44 52,60 18,84 60,48
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Coeficientes de variacion

Cuantificar la dispersidn es 1itil, no solo para conocer el grado de dispersién de una va-
riable (con lo que ello implica de caracterizacion de la variable, valoracién del grado de
representatividad del centro de la distribucién, etc.), sino para comparar la dispersién
de diferentes grupos o variables. Los estadisticos de dispersién estudiados permiten ha-
cer ambas cosas, pero con sus limitaciones.

Las desviaciones tipicas de Ia Tabla 4.6 indican que las edades de los grupos 1, 2,
3 y 4 se distancian de sus respectivos centros, en promedio, en tornoa 4, 13, 5y 16
afios, respectivamente. ;Permite esto afirmar que el grupo 1 es el menos disperso y el
grupo 4 el mas disperso? En principio, si, pues todas las medidas de dispersién coin-
ciden en sefialar ese hecho y los cuatro grupos de puntuaciones se refieren a la misma
variable (la edad). Pero cuando se compara la dispersion de distintos grupos debe tener-
se en cuenta la magnitud de los valores que se comparan, pues con valores pequefios
cabe esperar encontrar menos dispersion que con valores grandes. Esto se comprende-
r4 facilmente si se considera la edad medida en meses y en afios; los valores expresados
en meses seran mucho mas grandes que los expresados en afios (12 veces més grandes)
y las desviaciones del promedio en meses seran mucho mayores que las del promedio
en afios. Ademas, cuando se compara la dispersién de variables distintas es importan-
te prestar atencién a su métrica (es decir, a las unidades de medida utilizadas); por ejem-
plo, al comparar la dispersion de un conjunto de alturas y de un conjunto de pesos no
podra pasarse por alto el hecho de que se estin comparando cm con kg.

Para facilitar la comparacion entre grupos y variables se han disefiado estadisticos
de dispersion relativa. El més utilizado de éstos, el coeficiente de variacién basado en
Ia media (CV,.q.), €xpresa la desviacion tipica como un porcentaje del valor absoluto
de la media:

s
= —X 100 : [4.15]
1Y

cr,

Media

El coeficiente de variaciéon basadoe en la mediana (CVy,4.n,) S€ Obtiene de la siguiente
manera: se calculan las desviaciones de la mediana, se elevan al cuadrado, se promedian
utilizando 7 - 1 (se tiene asi una especie de varianza basada en la mediana), se obtiene
la raiz cuadrada de ese promedio y el resultado se divide entre el valor absoluto de la
mediana. Todo ello se multiplica por 100 para expresar el resultado final como un
porcentaje:

SMdn
CVrediona = M| 100 [4.16]

Aunque con distribuciones simétricas o aproximadamente simétricas ambos coeficientes
ofrecen resultados parecidos (ver Tabla 4.6, grupos 1 y 3), en distribuciones asimétricas
pueden ofrecer resultados muy distintos (ver Tabla 4.6, grupos 2y 4). Si los valores mas
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alejados del centro se encuentran en la parte alta de la distribucién, el coeficiente basado
en la mediana serd mayor (incluso mucho mayor) que el basado en la media; si los va-
lores mas alejados del centro se encuentran en la parte baja de la distribucion, el coefi-
ciente basado en la mediana sera menor (incluso mucho menor) que el basado en la
media. )

Una dispersién razonable va asociada a coeficientes de variacion menores que 50.
Coeficientes de variacién mayores de 50 indican mucha dispersion. Coeficientes mayo-
res que 100 estan delatando, generalmente, fuertes anomalias en los datos.

Forma de la distribucién

Alreflexionar acerca de las fortalezas y debilidades de los diferentes estadisticos de ten-
dencia central y de dispersién nos hemos visto obligados a hacer constantes referen-
cias a la forma de la distribucién (particularmente al grado de asimetria). Pero la forma
de la distribucién, ademas de ayudar a elegir entre estadisticos de tendencia central,
también es (til por si misma: no solamente permite formarse una idea répida acerca de
las caracteristicas de la variable sino que ayuda a detectar valores anomalos (valores que
no se parecen al resto) y a descubrir inconsistencias en los datos (valores que se repi-
ten demasiado o valores que no aparecen). En realidad, conocer la forma de una dis-
tribucién tiene un interés comparable al de identificar su centro o al de cuantificar su
dispersion. Y estudiar la forma de una distribucion implica, basicamente, valorar dos
caracteristicas: asimetria y curtosis.

La asimetria se refiere a la forma en que se distribuyen los datos por encima y por
debajo del centro. En una distribucién simétrica, la disposicion de los datos a-cada la-
do del centro es la misma; un lado es espejo del otro. La simetria se rompe cuando exis-
ten casos que se alejan del centro mas por uno de los extremos que por el otro. Cuando
los casos més alejados del centro se encuentran en la zona alta de la distribucién,
decimos que existe asimetria positiva; cuando se encuentran en la zona baja, asimetria
negativa.

La curtosis se define por comparacién con una distribucién teérica llamada curva
normal (estudiaremos esta curva en el proximo capitulo; de momento basta con saber
que se trata de una distribucion simétrica y con curtosis media). La curtesis expresa el
grado en que una distribucién acumula casos en sus colas en comparacién con los casos
que acumulan las colas de una distribucién normal con la misma media y con la misma
desviacién tipica'®. Una distribucién leptocurtica acamula en sus colas mas casos que
una distribucién normal. Una distribucién platicirtica acumula en sus colas menos
casos que una distribucion normal. A la curva normal, referente de curtosis media, se
le llama mesocurtica.

10p; concepto de curtosis es algo confuso (de esta confusién no se libran muchos manuales de estadisticay de andlisis
de datos). Una distribucién leptocirtica acumula en sus colas més casos que una curva normal y, ademds, suele ser
mds puntiaguda que ésta. Una distribucién platiciirtica acumula en sus colas menos casos que una curva normal y,
ademds, es mds aplastada que ésta (ver Figura 4.3).
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Para valorar el grado de asimetria 'y de curtosis de una distribucién contamos con
dos tipos de herramientas: grdficos y estadisticos. En los dos aparados siguientes se es-
tudian ambas cosas.

Graficos para variables cuantitativas

Entre los gréficos disponibles para describir la forma de la distribucién de una variable
cuantitativa los mas utilizados son: el histograma, el poligono de frecuencias, el diagra-
ma de tallo y hojas, y el diagrama de caja.

Histograma

Un histograma es un grafico parecido al de barras ya estudiado en el capitulo anterior,
pero con las barras juntas, dando as{ una impresién de continuidad que no da el diagra-
ma de barras.

Se construye sobre el plano definido por dos ejes cartesianos: en el eje horizontal
se colocan los valores de la variable ordenados de menor a mayor (comenzando por la
izquierda), en el vertical se colocan las frecuencias (ntimero de veces que se repite cada
valor) y sobre cada valor se levanta una barra o rectangulo de altura proporcional a su
frecuencia (la anchura de las barras no es relevante, pero todas deben tener la misma).

Puesto que entre los valores de una variable cuantitativa se dan muy pocas repeti-
ciones, lo habitual es formar intervalos agrupando unos pocos valores consecutivos y
utilizar esos intervalos en el eje horizontal (en lugar de cada valor individual).

La Figura 4.1 ofrece varios ejemplos de histogramas. En los dos de la mitad supe-
rior estan representados los datos de una muestra de 997 sujetos. Ambos histogramas
corresponden a distribuciones aproximadamente simétricas, pero con una pauta algo
distinta. En el primero de ellos, las frecuencias (la altura de las barras) van disminu-
yendo rdpidamente conforme los valores se alejan del centro de la distribucién (tendre-
mos ocasién de constatar mas adelante que este tipo de distribuciones se dan con mucha
frecuencia en el mundo real); en el segundo, la disminucion de las frecuencias es mas
lenta, dando la impresién, incluso, de que los extremos estén recortados (enseguida ve-
remos que esta pauta es tipica de las distribuciones platictrticas).

Los dos histogramas de la mitad inferior representan datos correspondientes a 109
paises. Ambos muestran distribuciones con asimetria positiva: los casos tienden a con-
centrarse en la zona baja de la distribucién o, lo que es lo mismo, los casos mas alejados
del centro se encuentran en la zona alta de la distribucién. Pero la asimetria del segundo
histograma es mucho més acusada que la del primero; en el segundo se observan cla-
ramente algunos casos muy distanciados del resto.

La asimetria de una distribucion es mas facil de observar que la curtosis. Para valo-
rar la curtosis de una distribucién es necesario compararla con la curva normal (aunque
mas adelante, en el préximo capitulo, se estudia detenidamente esta curva —ver el apar-
tado Curva normal—, para los propdsitos de este apartado basta con saber que se trata
de una curva simétrica y mesoctrtica).
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Figura 4.1. Histogramas de las variables affura, edad, fasa de muertes al nacer y tasa de sida
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La Figura 4.2 muestra el histograma de una distribucién aproximadamente normal junto
con una curva normal superpuesta. Logicamente, la valoracién de la curtosis_es mas
facil cuando se toma como referencia esta curva teérica.

Figura 4.2. Histograma con curva normal

Los histogramas de la Figura 4.3 pueden ayudar a precisar el concepto de curtosis. Los
tres de la mitad superior representan distribuciones simétricas con distinto grado de cur-
tosis: el histograma de la izquierda muestra una distribucién leptocurtica (en ambas co-
las de la distribucién hay mas casos que en las de la curva normal), el del centro muestra



112 Analisis de datos (vol. |)

una distribucién mesoclrtica (se parece a la curva normal) y el de la derecha muestra
una distribucidn platicuirtica (en ambas colas de la distribucién hay menos casos que en
las colas de la curva normal). Los tres histogramas de la mitad inferior representan dis-
tribuciones asimétricas con distinto grado de curtosis: el histograma de la izquierda
muestra una distribucién leptoctrtica (en la cola derecha hay més casos que en la curva
normal), el del centro muestra una distribucién mesoctrtica (sus colas acumulan més
0 menos los mismos casos que las de la curva normal), y el de la derecha muestra una
distribucion platicurtica (en ambas colas de la distribucidén hay menos casos que en las
de la curva normal).

Dicho esto, quiza no esté de més advertir que, de estas dos caracteristicas, la sime-
tria suele interesar mas que la curtosis. Entre otras cosas, el grado de curtosis no afecta
al centro de la distribucién como lo hace el grado de asimetria.

Figura 4.3. Histogramas correspondientes a distribuciones con distinto grado de asimetria y curtosis

Simétrica mesoctrtica Simétrica platicirtica

Asimétrica leptocirtica Asimétrica mesoclrtica Asimétrica platicurtica

Poligono de frecuencias

Uniendo con una linea los puntos medios de los bordes superiores de las barras de un
histograma (Figura 4.4, grafico de la izquierda) se obtiene el poligono de frecuencias
(Figura 4.4, grafico de la derecha).

La informacién de este grafico es practicamente idéntica a la de un histograma.
Segin veremos, en estadistica inferencial es bastante habitual representar la forma de
las distribuciones mediante poligonos de frecuencias suavizados (como si los intervalos
creados para dibujar el correspondiente histograma fueran infinitamente pequefios; ver
Figura 4.2).
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Figura 4.4. Histograma y poligono de frecuencias de la variable alfura
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Diagrama de tallo y hojas

Si las barras del histograma se sustituyen por los valores de la variable se obtiene un
gréafico llamado diagrama de tallo y hojas (stem and leaf plot; Tukey, 1977) que infor-
ma simulténeamente de los valores que toma la variable y de la forma de la distribucién.

Este gréfico ofrece la misma informacién que un histograma, pero mas detallada:
permite comprobar si existen valores que se repiten mucho o valores que no aparecen.
Suele representarse en horizontal, no en vertical como el histograma. La Figura 4.5
muestra el diagrama de tallo y hojas de la variable alfura (se corresponde con ¢l primer
histograma de la Figura 4.1 y con el poligono de frecuencias de la Figura 4.4). La Figura
4.6 muestra el diagrama de la variable muertes por cada mil nacimientos (se corres-
ponde con el tercer histograma de la Figura 4.1).

Aligual que ocurre en un histograma, la longitud de las lineas refleja el nimero de
casos que pertenecen a cada intervalo de valores (la frecuencia exacta con la que se
repite cada valor viene indicada en la primera columna del gréfico). Y cada caso o gru-
po de casos esté representado por un niimero que permite identificar el valor concreto
de ese caso en la variable. B

Cada valor se descompone en dos partes: el primer o primeros digitos forma(n) el
tallo (stem; valor ubicado inmediatamente antes del punto) y los digitos que siguen al
tallo forman las hojas (/eaf; valores ubicados inmediatamente después del punto). Asi,
por ejemplo, el valor 23 se descompone un tallo de 2 y en una hoja de 3; el valor 178
se descompone en un tallo de 17 y en una hoja de 8; etc.

Cadatallo puede ocupar una sola fila o varias. Si ocupa una sola fila, sus hojas con-
tienen digitos del 0 al 9; si ocupa dos filas, las hojas de la primera fila contienen digitos
del 0 al 4 y las de la segunda fila digitos del 5 al 9; etc. Los tallos de la Figura 4.5 (ex-
cepto el primero y el Giltimo) ocupan cinco filas: la primera fila (primera hoja) contiene
los digitos 0y 1; la segunda, los digitos 2 y 3; la tercera, los digitos 4 y 5; la cuarta, los
digitos 6 y 7; y la quinta, los digitos 8 y 9. Los tallos de ]la Figura 4.6 ocupan una sola
fila. Cuando la anchura del tallo vale 10 (como ocurre en los ejemplos de las Figuras 4.5
y 4.6), los digitos de las hojas son unidades; cuando la anchura del tallo vale 100, los
digitos de las hojas son decenas; cuando la anchura del tallo vale 1.000, los digitos de
las hojas son centenas; etc. La anchura del tallo (Stem width) se indica en la parte infe-
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rior del diagrama y es un dato imprescindible para interpretarlo correctamente. En el
ejemplo de la Figura 4.5 el tallo tiene una anchura de 10, lo que significa que los valores
del tallo hay que multiplicarlos por 10. Asi, un tallo de 15 vale 150, un tallo de 18 vale
180, etc.

Figura 4.5. Diagrama de tallo y hojas de la variable affura

2 Extremes (=<149)

2 14 . 9
5 15 . 1ls&
7 15 . 23

18 15 . 445555
29 15 . 6666677777
35 15 . 888899999998
52 16 . 000000000111111111
68 16 . 22222222222333333333333
79 16 . 444444444444455555555555555
77 16 . 66666666666667777777777777
100 16 . 888888888888888999999999995999999
112 17 . 000000000000000000011121111111111111
88 17 . 22222222222222333333333333333
84 17 . 4444444444444445555555555555
74 17 . 666666666677777777777777
64 17 . 88888888893899999958999
27 18 . 000001111
25 18 . 2222223333
16 18 . 44555
12 18 . 6667
7 18 . 899
2 18 .0
5 Extremes {(>=192)

Stem width: 10,00

Bach leaf: 3 case(s)
& denctes fractional leaves.

Figura 4.6. Diagrama de tallo y hojas de la variable fasa de muertes al nacer

27 0 . 445555666666666777778888899
12 1 . 012223467799
16 2 . 0001123555577788
7 3 . 4567999

6 4 . 135679

g 5 011222347

5 6 . 03678

7 7 . 4556679

1 8.5

1 9.4

4 10 . 1569

7 11 . 0022378

2 12 . 46

113. 7

1 Extremes (>=168)

Stem width: 10,0
Each leaf: 1 case(s)

Las hojas completan la informacién det tallo. Un tallo de 15 con una hoja de 4 repre-
senta una altura de 154 cm; un tallo de 18 con una hoja de 0 representa una altura de
180 cm; etc. El nimero de casos que representa cada hoja (cada hoja puede representar
amas de un caso) se indica en la parte inferior del diagrama (each leaf). Asi, en la Figu-
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ra4.5, each leaf =3 significa que cada hoja representa a 3 casos; en la Figura 4.6, each
leaf=1 caso.

Las filas primera y tltima del diagrama muestran (si los hay) el nimero de casos
con valores extremos (extremes) y los valores que toman esos casos (entre paréntesis).
Asi, por ejemplo, en el diagrama de la Figura 4.5 aparecen 2 casos extremos con alturas
iguales o menores que 149 cm y 5 casos extremos con alturas iguales o mayores que 192
cm. En el diagrama de Ia Figura 4.6 aparece 1 caso extremo con un valor mayor o igual
que 168.

Diagrama de caja

Un diagrama de caja y bigotes (box and wiskers plot) o, simplemente, diagrama de
caja, es un ingenioso grafico que permite formarse una idea muy répida sobre las tres
propiedades esenciales de una distribucién: centro, dispersion y forma. Incluye la me-
diana, los percentiles' 25 y 75, y una serie de puntos que representan a los valores que
se alejan excesivamente del centro (Tukey, 1977).

La Figura 4.7 muestra los detalles de un diagrama de caja (el diagrama de caja es
la parte incluida dentro de la linea de pun‘}os):

N

- La mediana informa sobre ¢l centro de la distribucion (debe tenerse en cuenta que
el diagrama se inscribe dentro de un plano cartesiano con los valores de la variable
en el eje vertical). La eleccion de la mediana para identificar el centro de la distri-
bucién es muy acertada: cuando la distribucién es simétrica, cualquier estadistico
de tendencia central es valido (por tanto, la mediana es tan buena eleccién como
cualquier otra); cuando la distribucién es asimétrica, es preferible identificar el cen-
tro mediante estadisticos resistentes (y la mediana es, recordemos, uno de los mas
resistentes).

~ Laaltura de la cajay la longitud de los bigotes permiten valorar el grado de disper-
sion y de asimetria. Los bigotes se extienden hasta lo que podriamos Ilamar una
dispersion razornable; volveremos sobre es*o).

- Los circulos y los asteriscos, en el caso de que existan, delatan casos excesiva-
mente alejados del centro.

Para ayudar a interpretar un diagrama de caja, la Figura 4.8 muestra las distribuciones
ya representadas en los histogramas de la Figura 4.1. En primer lugar intentamos iden-
tificar el centro de la distribucion: puesto que en el gje vertical del diagrama est4 repre-
sentada la escala de la variable, la mediana permite saber que el centro de la distribucién
de la altura se encuentra en torno a 170 cm, que el centro de la distribucién de la edad
se encuentra en torno a 50 afios, etc.

" En realidad, los diagramas de caja no se construyen con los percentiles 25 y 75, sino con las bisagras primera y
tercera de Tukey (valores muy parecidos a los percentiles 25 y 75 pero no siempre idénticos). La primera bisagra es
el valor que ocupa la posicién intermedia entre la mediana y el valor més pequefio; la tercea bisagra es el valor que
ocupa la posicion intermedia entre la mediana y el valor més grande.




116 Andlisis de datos (vol. 1)

Figura 4.7. Detalles de un diagrama de caja

Casos extremos: valores situados a mas de

* 3 amplitudes intercuartiles del percentil 75

Casos atipicos: valores situados a mas de
1,5 amplitudes intercuartiles del percentil 75
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<+——  Percentil 75 (3* bisagra de Tukey) Amplitud intercuarti

<+  Mediana (la caja representa al
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<+——  Percentif 25 (1 bisagra de Tukey)

— <~——  Valor mas pequefio que no llega a ser atipico

Casos atipicos: valores situados a mas de
1,5 amplitudes intercuartiles del percentil 25

Casos extremos: valores situados a mas de
3 amplitudes intercuartiles del percentil 25

En segundo lugar, para valorar el grado de dispersidon hay que interpretar correctamen-
te la altura de la caja y la longitud de los bigotes; para ello, debe tenerse en cuenta que
los diagramas estan dibujados ocupando toda la altura de su correspondiente recuadro;
por tanto, la altura total del grafico es irrelevante; donde hay que fijarse es en la longi-
tud relativa de los bigotes, es decir, en la longitud de los bigotes comparada con la altura
de la caja; si el bigote se extiende todo lo que puede extenderse (1,5 amplitudes inter-
cuartiles; es decir, 1,5 veces la altura de la caja), es que hay casos que llegan hasta ahi;
si el bigote no alcanza su longitud méxima, es que no existen casos en esa direccién.
Sabemos, por ejemplo, que la dispersién de la distribucién de la altura es mayor que
la dispersion de la distribucién de la edad (ver histogramas de la Figura 4.1). Esta di-
ferencia en la dispersién estd reflejada, por un lado, en la longitud de los bigotes (los
bigotes alcanzan su longitud méxima en la distribucién de la altura, pero no en la de la
edad) y, por otro, en la presencia de casos atipicos y extremos (circulos y asteriscos por
encima y por debajo de los bigotes) en la distribucién de la altura. :
Por 1ltimo, la longitud de los dos bigotes de cada diagrama y la presencia o no de
casos atipicos y extremos estan informando de la forma de la distribucién. En la distri-
bucién de la altura se observan bigotes de igual longitud y un ntmero aproximadamente
igual de casos atipicos y extremos en ambas colas de la distribucidn; esto indica que se
trata de una distribucién aproximadamente simétrica. Lo mismo vale decir de la distri-
bucién de la edad (bigotes de igual longitud y mismo nimero ~ninguno— de casos ati-
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picos o extremos). Esta pauta es muy distinta de la que ofrecen los dos diagramas de la
parte inferior: en ambos ocurre que el bigote superior es mucho mayor que el inferior,
lo cual indica que las distribuciones son claramente asimétricas; pero, ademas, el nume-
ro de casos atipicos y extremos es mucho mayor en la distribucion de la tasa de sida,
lo que indica que esta distribucién es mucho mads asimétrica que la de la tasa de muertes
al nacer.

Figura 4.8. Diagramas de caja de las variables affura, edad, muertes al nacery tasa de sida
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En los diagramas de caja de la Figura 4.9 estan representadas las mismas distribuciones
que en los histogramas de la Figura 4.3. Los diagramas de la mitad superior representan
tres distribuciones simétricas (bigotes de igual longitud) con distinto grado de curtosis:
el diagrama de la izquierda muestra una distribucion leptoctrtica (muchos casos fuera
de los bigotes), el del centro una distribucién mesocurtica (solamente unos pocos casos
fuera de los bigotes) y el de la derecha una distribucion platicirtica (no hay casos fuera
de los bigotes). Los diagramas de la mitad inferior representan tres distribuciones
asimétricas (bigotes de longitud desigual) con distinto grado de curtosis: el diagrama de
la izquierda muestra una distribucién leptocirtica (casos atipicos y extremos inicamente
en la parte superior), el del centro una distribucién mesocurtica (casos atipicos tni-
camente en la parte superior) y el de la derecha una distribucién platicirtica (ni casos
atipicos ni casos extremos).
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Figura 4.9. Diagramas de caja: distribuciones con distinto grado de asimetria y curtosis
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g 1

Simétrica y mesocirtica Simétrica y platicartica
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Asimétrica y leptocdrtica Asimétrica y mesocurtica Asimétrica y platicartica

Indices de asimetria y curtosis

Aunque la inspeccion de un grafico (histograma, diagrama de caja) ya permite formar-
se una primera idea sobre el grado de asimetria y curtosis de una distribucién, utilizar
estadisticos permite valorar ambas caracteristicas con mayor precisién.

Para cuantificar el grado de asimetrfa y de curtosis de una distribucién se han pro-
puesto miltiples indices (puede encontrarse una buena recopilacion en Solanas, Sala-
franca, Fauquet y Nuifiez, 2005, pags. 321-327 y 353-358). De todos ellos, aqui tnica-
mente mencionaremos los dos que ofrece el SPSS. Ambos se basan en el concepto de
momento respecto a la media (importante concepto estadistico relacionado con las des-
viaciones de la media, es decir, con las puntuaciones diferenciales o de desviacién). El
momento de orden r respecto a la media se define de la siguiente manera:

M= 3 (1Y) = Yy [4.17]

El momento de orden 1 vale cero (recordemos que las desviaciones de la media suman
cero; ver ecuacion [4.3]). El momento de orden 2 es el numerador de la formula de la
varianza. El momento de orden 3 constituye la base de un indice de asimetria pro-
puesto inicialmente por Fisher y que en el SPSS se calcula mediante

n i,

= [4.18]
(n-1)(n-2)8;

Capitulo 4. Andlisis descriptivo de variables cuantitativas 119

(Bliss, 1967, pag. 144). Y el momento de orden 4 constituye la base de un indice de
curtosis también propuesto originalmente por Fisher y que en el SPSS se calcula me-
diante
n(n +1)M, -3(n - )M} )
, - oD, 30D a1
n-1n-2)(n-3)8; '

Ambos indices valen cero cuando la distribucién es simétrica y mesocirtica. Indices de
asimetria (g,) mayores que cero indican asimetria positiva; indices menores que cero in-
dican asimetria negativa. Indices de curtosis (g,) mayores que cero indican leptocurto-
sis; indices menores que cero indican platicurtosis. En las distribuciones representadas
en las Figuras 4.3 y 4.9 se obtienen los resultados que muestra la Tabla 4.7.

Con distribuciones son aproximadamente simétricas (las tres primeras), los indices
de asimetria toman valores préximos a cero (en nuestro ejemplo, entre ~0,104 y 0,088);
con distribuciones asimétricas (las fres dltimas), toman valores mas alejados de cero (en
nuestro ejemplo, entre 0,437 y 1,519).

Con distribuciones son aproximadamente mesocurticas (la segunda y la quinta), los
indices de curtosis toman valores préximos a cero (en nuestro ejemplo, -0,087 y 0,166);
con distribuciones leptoctrticas (la primera y la cuarta), toman valores positivos ale-
jados de cero (en nuestro ejemplo, 2,570 y 3,436); cuando las distribuciones son pla-
tictrticas (la tercera y la sexta), toman valores negativos alejados de cero (en nuestro
ejemplo, -1,175 y -0,637).

Tabla4.7. indices de asimetria (g,) y curtosis (g,) calculados en las distribuciones de las Figs. 4.3y 4.9

Simétrica Simétrica Simétrica Asimétrica  Asimétrica  Asimétrica
leptocurtica mesocurtica platicurtica leptocirtica - mesocurtica  platicurtica

& 0,088 0,050 0,104 1,519 0,437 0,543
& 2,570 . -0,087 -1,175 3,436 0,166 0,637

Expresiones del tipo “un valor préximo a cero” o “un valor mas alejado de cero” ayudan
poco atomar una decision sobre el grado de asimetria o curtosis de una distribucién. Pa-
raresolver este problema puede recurrirse a una sencilla estrategia que, aunque todavia
no podemos explicar con detalle (se basa en conceptos inferenciales que estudiaremos
més adelante), permite tomar decisiones muy répidas. La estrategia consiste en dividir
el indice de asimetria (o el de curtosis) entre su desviacién tipica. Si el resultado se
encuentra entre -2 y 2 puede asumirse que la distribucion es simétrica (o mesoctrtica);
sies mayor que 2, puede afirmarse que la distribucién es asimétrica positiva (o leptocir-
tica); y sl es menor que -2, puede afirmarse que la distribucién es asimétrica negati-
va (o platictrtica). Las desviaciones tipicas de los indices de asimetria y curtosis (las
cuales, simplemente peor estar referidas a estadisticos cambian el nombre de desviacion
tipica por el de error tipico), pueden obtenerse mediante:
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4(n*-1)8,;
y 85 = |—2 [4.20]

s _\J 6n(n -1)
& N+ -2)n+3) &

(n-3)(n+5)

Estas ecuaciones ofrecen un valor de 0,077 para el error tipico del indice de asimetria
y un valor de 0,155 para el del indice de curtosis (son los mismos para las seis distri-
buciones porque todas ellas tienen 1.000 casos).

En la distribucién simétrica y mesocurtica de la Figura 4.9 (la segunda), el cociente
entre el indice de asimetria y su error tipico vale 0,050/0,077 = 0,65; y el cociente entre
el indice de curtosis y su error tipico vale ~0,087/0,155 = -0,56. Puesto que ambos va-
lores se encuentran entre -2 y 2, confirman lo que ya sabjamos: se trata de una distri-
bucién simétrica y mesocurtica.

~ Enla distribucién asimétrica y leptocirtica de la Figura 4.9 (la ciarta), el cociente
entre el indice de asimetria y su error tipico vale 1,519/0,077 = 19,72; y el cociente en-
tre el indice de curtosis y su error tipico vale 3,436/0,155 = 22,17. Ahora, ambos valo-
res son mucho mayores que 2 y esto permite confirmar lo que ya sabiamos: se trata de
una distribucién con una fuerte asimetria positiva y muy leptoctrtica.

Analisis descriptivo de variables cuantitativas con SPSS

Aunque la mayoria de los procedimientos incluyen opciones que permiten obtener los
estadisticos descriptivos més cominmente utilizados, hay algunos procedimientos que
estan especificamente disefiados para obtener este tipo de estadisticos. No existe, sin
embargo, ningln procedimiento SPSS que incluya todos los estadisticos estudiados en
este capitulo.

El procedimiento Frecuencias, ademas de tablas de frecuencias y grificos de barras
y sectores (herramientas ya estudiadas en el capitulo anterior para describir variables
categoricas), también permite obtener algunos de los estadisticos estudiados en este ca-
pitulo (algunos estadisticos de tendencia central como la media y la mediana; algunos
de dispersion como la amplitud total, la varianza y la desviacion tipica; algunos estadis-
ticos y gréficos sobre la forma de la distribucién como el indice de asimetria, el de cur-
tosis y los histogramas; y todos los estadisticos de posicion o cuantiles), pero no permite
obtener otros muchos.

Para poder obtener los estadisticos estudiados en este capitulo vamos a revisar los
procedimientos Explorar y Razon centrandonos tinicamente en la informacion descriptiva
que ofrece cada uno de ellos. El procedimiento Explorar incluye algunas opciones no dis-
ponibles en otros procedimientos. En relacién con las herramientas descriptivas, a los
estadisticos y graficos que ofrece el procedimiento Frecuencias afiade la media recortada,
los estimadores robustos centrales o estimadores M (Andrews, Hampel, Huber y Tukey),
la amplitud intercuartil, el diagrama de tallo y hojas, y el diagrama de caja. Ademas,
permite obtener todos estos estadisticos y graficos para los subgrupos definidos poruna
variable categérica.

[

{
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El procedimiento Razén ofrece dos estadisticos de dispersién que no se encuentran
en los procedimientos Frecuencias y Explorar: el coeficiente de variacion basado en la
media y el basado en la mediana. Aunque el procedimiento Razén esta disefiado para
_ analizar el cociente entre dos variables, colocando en el denominador una variable cu-
" yos valores sean “unos” puede utilizarse para analizar variables individuales. Este pro-
cedimiento también permite obtener resultados para los subgrupos definidos por una
variable categorica.

Ejemplo. Tendencia central, dispersion y forma de la distribucion con SPSS

Este ejemplo muestra cémo utilizar el SPSS para obtener los estadisticos y graficos es-
tudiados en este capitulo. El andlisis se basa en el archivo Datos de empleados, el cual
puede encontrarse entre los archivos de ejemplo que se instalan con el SPSS (también
puede descargarse de la pagina web de este manual).

Lamayor parte de los estadisticos estudiados en este capitulo pueden obtenerse con
el procedimiento Explorar. Para los estadisticos no incluidos en Explorar utilizaremos el
procedimiento Razdn. El procedimiento Frecuencias ya lo hemos aplicado en el capitulo
anterior y, en lo relativo a la descripcién de variables cuantitativas, no afiade nada al
procedimiento Explorar. Para aplicar el procedimiento Explorar:

> Seleccionar la opcidn Estadisticos descriptivos > Explorar del ment Analizar para ac- -
ceder al cuadro de didlogo Explorar y trasladar la variable salario (salario actual)
a la lista, Dependientes y la variable sexo (sexo del empleado) a la lista Factores.

> Pulsar el boton Estadisticos para acceder al subcuadro de didlogo Explorar: Estadis-
ticos y marcar las opciones Descriptivos (estd marcada por defecto), Estimadores
robustos centrales, Valores atipicos y Percentiles. Pulsar el boton Continuar para volver
al cuadro de didlogo principal.

> Pulsar el botdn Graficos para acceder al subcuadro de didlogo Explorar: Graficos y
seleccionar la opcion Dependientes juntas del recuadro Diagramas de caja y la opcién
Histograma del recuadro Descriptivos. Pulsar el bot6n Continuar para volver al cuadro
de dialogo principal.

Aceptando estas selecciones el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 4.8
a4.13 y las Figuras 4.10 y 4.11. Ya sabemos que, para describir correctamente la varia-
ble salario actual (al igual que cualquier otra variable cuantitativa), debemos prestar
atencion a tres propiedades bésicas: centro, dispersién y forma de la distribucion.

Los estadisticos que permiten identificar el centro de la distribucién estén reparti-
dos entre las Tablas 4.8 y 4.9. Comenzando con la distribucién de los hombres, se ob-
serva que la media es el estadistico que mayor salario asigna al centro de la distribucién
(41.441,78), lamediarecortada al 5% asigna un valor algo inferior (39.445,87) y lame-
diana un valor sensiblemente inferior (32.850). Los estimadores A de la Tabla 4.9 osci-
lan entre 31.722,27 y 34.820,15, lo cual estd indicando que el valor de 1a mediana per-
mite identificar el centro de la distribucion del salario mejor de lo que lo hacen la media
y la media recortada.
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Los estadisticos de dispersion indican que las distancias a la media valen, en prome-
dio, 19.500 délares (desv. tip. =19.499,21). Quizé este valor no permita formarse una
idea precisa acerca del grado de dispersion existente, pero en esto puede ayudar la am-

plitud total, que toma un valor en torno a 115.000 délares (rango =115.350,00). Sise

tiene en cuenta que el 50% de los casos centrales se encuentra en un rango de unos
22.500 dolares (amplitud intercuartil = 22.675,00), entonces una amplitud de 115.000
ddlares estd delatando la presencia de una gran dispersidn (mas tarde, cuando revise-
mos los graficos y los casos con valores més extremos habré que matizar este resultado).
Lavarianza, finalmente, toma un valor desprovisto por completo de utilidad descriptiva;
en una distribucién cuyo centro se encuentra situado no lejos de 35.000 ddlares, un va-

lor de 380.219.336,30 no tiene ningun significado.

Tabla 4.8. Estadisticos descriptivos del procedimiento Explorar
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En relacién con la forma de la distribucidn, la Tabla 4.8 ofrece los indices de asi-
metria y curtosis con sus respectivos errores tipicos. El indice de asimetria (asimetria
=1,64) dividido por su error tipico (error tip. = 0,15) vale 10,93, lo cual significa que
existe un elevado grado de asimetria positiva (pues 10,9 > 2); esto es algo que ya po-
driamos haber anticipado al conocer que la media tomaba un valor sensiblemente mayor
que la mediana. Y el indice de curtosis (curtosis = 2,78) dividido entre su error tipico
(error tip.= 0,30) vale 9,3, lo cual significa que nos encontramos ante una distribucién
leptocurtica (9,3 > 2), es decir, una distribucién en la que una de sus colas (ya sabemos
que la distribucion es asimétrica) concentra mas casos de los que concentra la corres-
pondiente curva normal. )

En la distribucién de las mujeres se observa una pauta muy similar a la que se ob-
serva en la de los de hombres, pero menos pronunciada. La media sigue siendo el esta-
distico que mayor valor asigna al céntro de la distribucion (26.031,92), pero su dife-
rencia con la media recortada al 5% (25.248,30) y con la mediana (24.300,00) es mucho

z::)no — Estadistico | Error fip. menor que la encontrada en la distribucion de los hombres. También la dispersion es
Hombre Media 41.441,78 ahora menor que en el caso de los hombres (desv. tip. = 7.558,02; rango = 42.375,00),
Media recortada &l 5% 39.445,87 pero sigue tratandose de una distribucién muy asimétrica (1,86/0,17 = 10,94) y lep-
\hf::;r: 380.2?2:2?:’28 toctirtica (4,64/0,33 = 14,1). 5 . . ey
Desv. tip. 8. 499:2 p De todo lo anterior cabe resumir que la variable salario en la distribucién de los
Minimo 19650,00 hombres tiene un centro situado en torno a 33.000 délares, con mucha dispersién y fuer-
Maximo 135000,0 te asimetria; y, en la de las mujeres, un centro situado en tomo a 24.300 délares, con
Rango 115.350,00 menor dispersion pero también con una fuerte asimetria. Los graficos que veremos a
Amplitud intercuartil 22.675,00 continuacién (Figuras 4.10 y 4.11) permitirén completar esta primera impresién.
éjr:zza ;?‘; ;g La Tabla 4.10 ofrece algunos percentiles y los cuartos o bisagras de Tukey (si se
Mger  Medm 75031.92 . desea obtener percentiles distintos de los que ofrece el procedimiento Explorar, puede
Media recortada af 5% 25.248,30 utilizarse el procedimiento Frecuencias). Recordemos que los percentiles sirven, por un
Mediana 24.300,00 lado, para ubicar a cada sujeto en la posicién relativa que ocupa en su grupo de referen-
Varianza 57.123.688,27 cia (a modo de baremos o tablas de clasificacién) y, por otro, para comparar entre si
a?:;zp, Z;:igi puntuaciones individuales de distintos grupos o variables. ;Qué puede decirse de un em-
Méximo 58125.00 pleado cuyo salario es de 24.000 dolares? Pues, si es un hombre, se trata de un emplea-
Rango 42.375,00 do que se encuentra por debajo del percentil 10 (P;, = 25.500 ddlares); por tanto, mas
Amplitud intercuartil 7.012,50 del 90% de los empleados de su mismo sexo tienen salarios mayores que el suyo. Sin
Asimetria 1,86 7 embargo, si es una mujer, se trata de una empleada situada aproximadamente en el cen-
Curtosis 484 33 tro de su grupo (P, = 24.300 ddlares). Las bisagras o cuartos de Tukey coinciden con
los cuartiles: la segunda bisagra siempre coincide con la mediana; las bisagras primera
Tabla 4.9. Estimadores robustos centrales (estimadores M)
Salario actual : Tabla 4.10. Percentiles y bisagras de Tukey
Estimador-M Biponderado Estimador-M Onda de Salario actual
Sexo de Huber de Tuke de Hampel® Andrews - Percentiles
Fombre 34.820,15 31.779,76 34.020,57 | 31.732,27 Sexo 5 10 25 50 75 90 95
M“er 24'205'10 _24015.98 2441925 | 24.005,82 Hombre — Promedio pond. | 23.212.50 | 25.500,00 | 28.050.00 | 32.850,00 | 50.725,00 | 69.325,00 | 81.312,50
N L: zg::::::: dz zg:g:;:z:g: Zz 1’2;? ' Bisagras de Tukey 28.050,00 | 32.850,00 | 50.550,00
C. Las constantos te pondoracion son 1,700, 3400 y 5,500, Mujer — Promedio pond.  |16.950,00| 18.660,00 | 21.487,50 | 24.300,00 | 28.500,00 | 34.890,00 [ 40.612,50
3. La constante de ponderacion es 1.340%i. Bisagras de Tukey 21.525,00 | 24.300,00 | 28.500,00
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y tercera coinciden con el primer y tercer cuartil, pero pueden diferir ligeramente (es
muy raro encontrar informes en los que se utilicen las bisagras de Tukey en lugar de los
cuartiles).

LaTabla4.11 (latabla original se ha pivotado para adaptarla a las dimensiones de
la pagina) ofrece un listado de los valores méas pequefios y mas grandes (5 de cada tipo)
de cada grupo. Aunque el SPSS los llama atipicos, en realidad se trata de los 5 valores
mas pequefios y de los 5 més grandes; lo cual no significa que sean atipicos en el sen-
tido de anémalos o muy alejados del centro; en una distribucion simétrica y platictrtica,
podrian ser valores cercanos al centro. Este listado sirve, en primer lugar, para detectar
posibles errores en los datos: valores excesivamente pequefios o excesivamente grandes
como consecuencia de, por ejemplo, haber puesto un cero de méas o un cero de menos
en el salario, aparecerén en este listado. También sirve este listado para comprobar si
existe algtn valor que, aun no siendo un error, se encuentra excesivamente alejado de
los demés. Entre los valores més grandes del grupo de hombres se observa un valor sen-
siblemente mayor que los restantes (el caso 29 tiene un salario de 135.000 délares; el
segundo valor mayor es de 110.625); en el grupo de mujeres no se observa este salto.
Tampoco se observan saltos entre los 5 valores mas pequefios (ni en el grupo de hom-
bres ni en el de mujeres). Eliminar el caso 29 del analisis podria mejorar nuestra caracte-
rizacién del salario de los hombres, pues tanto la dispersion como la asimetria quedarian
reducidas.

Tabla 4.11. Valores atipicos

Salario actual
Sexo 1 2 3 4 5
Hombre Mayores NOmero del caso 29 32 18 343 446
Valor 135000,0 | 110625,0 | 103750,0 | 103500,0 | 100000,0
Menores  Numero del caso 192 372 258 22 65
Valor 19650,00 | 21300,00 | 21300,00 | 21750,00 | 21900,00
Mujer Mayores  Numero del caso 371 |. 348 468 240 72
Valor 58125,06 56750,00 | 55750,00 | 54375,00 | 54000,00
Menores  Ndmero del caso 378 338 411 224 90
Valor 15750,00 | 15900,00 | 16200,00 | 16200,00 | 16200,00

Figura 4.10. Histogramas de salario actual para hombres (izquierda) y mujeres (derecha)
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Los histogramas de la Figura 4.10 no hacen otra cosa que confirmar visualmente lo que
ya nos han dicho los niimeros. Ya sabemos que tanto el centro como la dispersion del
salario son mayores en la distribucién de los hombres que en la de las mujeres; y
también sabemos que ambas distribuciones son muy asimétricas y leptocurticas. Pues
bien, los valores del eje horizontal del histograma indican que tanto el centro como la
dispersién de las distribuciones son mayores en el caso de los hombres que en el de mu-
jeres. En relacion con el centro de la distribucion, el punto de equilibrio del histograma
de los hombres se encuentra a medio camino entre 20.000 y 60.000 délares, mientras
que en el caso de las mujeres se encuentra mucho mas cerca de 20.000 délares. Por lo
que se refiere a la dispersion, en la distribucién de los hombres se observan muchos
casos por encima de 60.000 ddlares, con algunos llegando a sobrepasar los 100.000,
mientras que en la de las mujeres no hay casos por encima de los 60.000. Por tltimo,
los histogramas también estan indicando.que en ambos casos se trata de distribuciones
muy asimétricas (asimetria positiva) y leptocirticas™.

Finalmente, los diagramas de caja de la Figura 4.11 corroboran lo que venimos ob-
servando. En primer lugar, las medianas (lineas horizontales que atraviesan las cajas)
indican que el centro de la distribucién de los hombres es mayor que el de la distribu-
cién de las mujeres. En segundo lugar, la altura de las cajas y 1a longitud de los bigotes
esta indicando que la distribucion de los hombres es mucho més dispersa que la de las
mujeres (a las distribuciones ¢on dispersién similar les corresponden cajas de altura si-
milar y bigotes de longitud similar). Por tltimo, la presencia de casos atipicos y ex-
tremos en la parte alta de la distribucién (valores por encima del bigote superior) y los
bigotes cortos en la parte baja de la distribucion, estén indicando que se trata, en ambos
casos, de distribuciones con asimetria positiva.

El procedimiento Explorar no incluye los coeficientes de variacién (el basado en la
media y el basado en la mediana). Para obtener estos coeficientes es necesario utilizar

Figura 4.11. Diagramas de caja de salario actual para hombres y mujeres
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el procedimiento Razén. Ahora bien, puesto que este procedimiento esté disefiado para
trabajar con dos variables, antes de poder utilizarlo para analizar una sola variable hay
que crear una variable cuyos valores sean todo “unos™'?. Hecho esto:

> Seleccionar la opcién Estadisticos descriptivos > Razén del menu Analizar para ac-
ceder al cuadro de didlogo Estadisticos de la razon.

> Trasladar la variable salario (salario actual) al cuadro Numerador y la variable cuyos
valores son todo “unos” (1a variable que hemos creado nosotros) al cuadro Denomi-
nador (estos cuadros de seleccidn de variables inicamente admiten variables con
formato numérico).

» Trasladar al cuadro Variable de agrupacion la variable sexo (sexo del empleado).

> Pulsar el bot6n Estadisticos para acceder al subcuadro de didlogo Estadisticos de la
razon: Estadisticos y, de todas las opciones disponibles, marcar inicamente CDV cen-
trado en la media y CDV centrado en la mediana. Pulsar el bot6n Continuar para volver
a] cuadro de didlogo principal.

Aceptando estas selecciones el Visor ofrece los resultados que muestra la Tabla 4.12.
El coeficiente de variacién basado (centrado) en la media indica que el salario de los
hombres es, en términos relativos, més disperso (47,1%) que el de las mujeres (29,0%).
El coeficiente de variacién basado (centrado) en la mediana indica exactamente lo
mismo. En esta comparacion se esta teniendo en cuenta el hecho de que el salario medio
de los hombres es mayor que el de las mujeres (cosa que no se habia hecho con el resto
de estadisticos de dispersién). Puesto que el salario medio de los hombres es mayor que
el de las mujeres, es razonable esperar que la dispersién de los salarios sea mayor en el
grupo de hombres que en el de mujeres. Los coeficientes de variacion indican que esa
diferencia en las dispersiones se mantiene incluso cuando se anula el efecto de la
diferencia entre las medias. Dado que la distribucién del salario es asimétrica positiva,
el coeficiente basado en la media es menor que el basado en la mediana™.

Tabla 4.12. Media de las desviaciones absolutas y coeficientes de variacion

Coeficiente de variacidén

Centrado en | Centrado en
Grupo la media la mediana
Hombre 47,1% 64,9%
Mujer 29,0% 31,9%
Global 49,6% 62,2%

'3 Esta variable puede crearse facilmente mediante la opcioén Calcular del menu Transformar utilizando como expre-
sidn numérica la constante 1.

1% £1 SPSS no calcula directamente algunos de los estadisticos incluidos en este capitulo (no tiene cuadros de dizlogo
con opciones para calcularlos). En concreto, no calcula la media winsorizada, la trimedia, 1a media de las desviacio-
nesy la mediana de las desviaciones. No obstante, en el caso de que interese calcular estos estadisticos, es posible ha-
cerlo utilizando la sintaxis del programa. En la pagina web del manual se puede encontrar un archivo con la sintaxis
SPSS necesaria para obtener estos cuatro estadisticos.
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Analisis descriptivo y exploratorio

A lo largo de este capitulo hemos intentado enfatizar la idea de que describir correcta-
mente una variable cuantitativa requiere prestar atencion a tres propiedades bésicas de
su distribucién (centro, dispersién y forma) y hemos presentado las herramientas des-
criptivas més utilizadas para abordar el estudio de esas tres propiedades. Esto es, sin du-
da, la esencia del anélisis descriptivo.

Pero las herramientas descriptivas, ademas de ofrecer una caracterizacién apropia-
da de los datos, poseen una utilidad afiadida. Independientemente de la complejidad de
los datos disponibles y del procedimiento estadistico que finalmente se tenga intencion
de aplicar, una exploracién minuciosa de los datos con herramientas descriptivas, pre-
via al inicio de cualquier otro tipo de anélisis, posee importantes ventajas que un ana-
lista de datos no puede pasar por alto (ver Behrens, 1997). Una exploracién descriptiva
de los datos permite identificar, entre otras cosas, posibles errores (datos mal introduci-
dos, respuestas mal codificadas, etc.), valores atipicos (valores que se alejan demasiado
delresto), pautas extrafias en los datos (valores que se repiten demasiado o que no apa-
recen nunca, etc.), variabilidad no esperada (demasiada concentracion en torno a deter-
minado valor, demasiados casos en una de las dos colas de la distribucién), etc.

Las influyentes obras de Tukey (1977) y Hoaglin, Mosteller y Tukey (1983) han
llamado la atencién de la comunidad cientifica sobre los importantes beneficios de es-
ta exploracién inicial de los datos. Por esta razdn, en este capitulo sobre andlisis des-
criptivo de variables cuantitativas hemos recogido, ademés de los estadisticos clasicos
disefiados para describir el centro, la dispersién y la forma de la distribucién, algunas
de las herramientas exploratorias (estadisticos resistentes, diagramas de tallo y hojas,
diagramas de caja, etc.) que, ademas de ayudar a describir los datos; permiten efectuar
una exploracién de los mismos con el objetivo no solo de describirlos, sino de detectar
posibles anomalias.

Apéndice 4

Reglas del sumatorio

Entender muchas de las férmulas que se utilizan en estadistica requiere estar familiarizado con
el simbolo del sumatorio (X). Este apartado describe su significado y las reglas basicas a las que
se ajusta.

Recordemos que las variables se representan con letras latinas mayisculas (X, Y, Z, etc.) y
los valores concretos que toman con letras latinas mayusculas acompafiadas de un subindice (X},
Y, Z, etc.). El subindice no tiene nada que ver con los valores concretos que toma la variable sino
con la posicién que ocupan esos valores: Y, se refiere al valor que toma el primer elemento; ¥,
al valor que toma el segundo elemento; Y, al valor que toma el Gltimo elemento. Asi, si la varia-
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ble ¥ toma los valores 3, 7,9, 12 y 15, entonces: ¥, =3, ¥,=7, ..., ¥;=Y,=15. En este caso, ¢l
subindice i toma los valores 1, 2, 3, 4 y 5, lo cual se representa mediante: i =1, 2, ..., 5. Para
sumar esos 5 valores s¢ utiliza la expresion

Por tanto, esta expresion (que se lee “suma o sumatorio de ¥™’) significa:
5
N¥ = Y+ Y+ Y+ Y+ Y, = 3+7+9+12+15 = 46
i=1

Del mismo modo que el signo de la suma (+) indica que hay que sumar dos valores, el simbolo
del sumatorio (X)) indica que hay que sumar un determinado mimero de valores. Si una variable
toma valores de 1 a n (es decir, i = 1, 2, ..., n), la suma de los n valores se expresa de la siguiente
manera:

Y7 = Y+ Y+ Xyt ¥
=1

El subindice y el superindice del simbolo del sumatorio indican que hay que sumar comenzan-
do con el primer valor ( =1) y terminando con el iltimo (). Cuando se quiere expresar la suma
de todos los elementos (desde i =1 hasta i = ») pueden eliminarse ‘el subindice y el superindice
del sumatorio:

AN

Conocer una sencillas reglas ayuda a simplificar bastante el trabajo con el simbolo del sumatorio.
La primera de ellas puede formularse asi: e/ sumatorio de una constante es igual a n veces esa
constante:

Zc=nc

Otra regla til es que el sumatorio de una variable multiplicada por una constante es igual al
producto de la constante por el sumatorio de la variable:

Ye¥, = ¢ X7,
Ademés, el sumatorio de una suma es la suma de los correspondientes sumatorios:
) =YX+ 37,

Esto no ocurre con el sumatorio de un producto; en general, el sumatorio de un producto es dis~
tinto del producto de los correspondientes sumatorios: (X, ¥;) # XX, XY (salvo coincidencia).
Combinando las tres reglas anteriores se deduce, por ejemplo, que

Y (Y +k) = ¢y, Y, +nk
Y también de las reglas anteriores se deduce que

YTk = LR 2kY) = XX+ nk?+ 2k} 7,
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En general, la suma de los valores elevados al cuadrado es distinta del cuadrado de la suma de
los valores; es decir, XY # (ZY;)* (salvo coincidencia).

Cuando una variable se mide en varios grupos es necesario utilizar dos subindices para poder
identificar cada valor de la variable. La Tabla 4.13 puede ayudar a entender esto. Identificar la
posicién de un valor dentro de un grupo requiere utilizar, como hasta ahora, el subindice i. Iden-
tificar a qué grupo pertenece ese valor requiere utilizar un subindice adicional; suele utilizarse
el subindice j. Asi, la puntuacién ¥, se refiere a la puntuacién que ocupa la posicién / en el gru-
po j. Llamando J al niimero de grupos, el subindice j tomara valores desde 1 hasta J; es decir,
Jj=1,2,..,J. Enel ejemplo de la Tabla 4.13,/=1,2,3; J=3.

Tabla 4.13. Edades de tres grupos de sujetos

Grupos ' Edades n;
Jj=1 19 20 22 23 24 25 26 27 28 9
j=2 18 19 20 22 24 26 29 31 35 45 61 11

Jj=3 18 19 20 22 24 26 29 33 35 36 41 43 12
Posicion  i=1 i=2 (=3 =4 =5 (=6 (=7 i=8 =9 =10 i=11 =12

Cada grupo puede tener el mismo o distinto tamafio, por tanto, el subindice i, en el primer grupo,
tomara valores desde 1 hasta n;; en el segundo grupo, desde 1 hasta »,; en el j-ésimo grupo (esta
es la forma de referirnos a uno cualquiera de los grupos), desde 1 hasta 7;; en el ltimo grupo,
desde 1 hasta n,. De acuerdo con esta notacion, la suma de las puntuaciones del primer grupo
vendrd representada por

n '

>,

i=1
El subindice / indica que hay que sumar todas las puntuaciones desde 7 =1 hastaz,; el subindice
/ indica que esa suma hay que hacerla Unicamente en el primer grupo (f =1). La suma de las
puntuaciones del segundo grupo vendra dada por

e
>,

Elsubindice i indica que hay que sumar todas las puntuaciones desde / =1 hasta n,; el subindice

J indica que esa suma hay que hacerla inicamente en el segundo grupo (j = 2). El sumatorio de
las puntuaciones de los restantes grupos se representa siguiendo la misma légica. Asi, en el
ejemplo de la Tabla 4.13:

i

r, 19+20+22+23 +24 +25 +26 +27+28 = 214

i

18+19+20+22+24 +26+29+31 +35+45+61 = 330

& iMe
-~
L
I

1l

Y, 18+19+20+22+24+26+29+33+35+36+41+43 = 346

=

i=

Para representar la suma de las puntuaciones de un grupo cualquiera se utiliza la expresion
general
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7
Y.
if

i=1

La suma de todas las puntuaciones requiere combinar dos simbolos de sumatorio:

e

J J B
Y, = Z Yy
=1 J=1

i

J

i
—

i=

El sumatorio con el subindice 7 indica que deben sumarse todos los valores i de cada grupo; el
sumatorio con el subindice / indica que deben sumarse los resultados de cada grupo. En el ejem-
plo de la Tabla 4.13, la suma de todas las puntuaciones de la tabla se expresa mediante:

J n
Zf};j = 214+330+346 = 890

741 =

Métodos para el calculo de cuantiles

El SPSS incluye cinco métodos para el célculo de cuantiles. El método haverage es el que se
aplica por defecto (ver ecuaciones [4.1.a] y [4.1.b]). El método waverage es idéntico en todo al
haverage excepto en un detalle: 7 = kn/100. El método round asigna al cuantil buscado el valor
que ocupa la posicién entera més préxima a i = kn/100. El método empirical asigna el valor que
ocupa la posicién i = /100 cuando 7 es un nimero entero y el que ocupa la posicién siguiente
a la parte entera de / cuando 7 = kn/100 es un nimero decimal. El método aempirical asigna la
media de ¥, e Y, cuando 7 = kn/100 es un niimero entero y el que ocupa la posicién siguiente a
la parte entera de 7 cuando i = kn/100 es un nimero decimal.

Para aplicar estos distintos métodos de célculo de cuantiles es necesario utilizar la sintaxis
(desde los cuadros de didlogo solamente es posible aplicar el método haverage). Ejecutando las
siguientes sentencias se obtienen los percentiles 5, 10, 25, 50, 75, 90 y 95 de la variable salario
(salario actual) del archivo Datos de empleados:

EXAMINE VAR = salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) HAVERAGE.
EXAMINE VAR = salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) WAVERAGE.
EXAMINE VAR = salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) ROUND.
EXAMINE VAR = salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) EMPIRICAL.
EXAMINE VAR = salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) AEMPIRICAL.

—_—

La Tabla 4.14 ofrece los resultados obtenidos con cada método de calculo. Estos resultados
permiten apreciar el grado de parecido entre los cinco métodos.

Tabla 4.14. Valores de algunos percentiles de !a variable salario actual

Métodos Percentiles
de cdlculo 5 10 25 50 75 90 95

Haverage 19200 21000 24000 28875 37162 59700 70218
Waverage 19200 21500 24000 28800 36825 59390 70000
Round 19200 21000 24000 28800 37050 59400 70000
Empirical 19200 21000 24000 28800 37050 59400 70000
Aempirical 19200 21000 24000 28875 37050 59400 70000

Ejercicios

4.1.

4.2.

4.3.

4.4.
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El objetivo del analisis descriptivo es el de formarse una idea lo més exacta posible acerca de las
caracteristicas de un conjunto de datos. Esto se consigue prestando atencién a tres propiedades
de los datos: su centro, su dispersion y la forma de su distribucién. En este ejercicio y en los dos
siguientes vamos a intentar formarnos una idea lo mas exacta posible acerca de las puntuaciones
obtenidas al aplicar una prueba de seleccién (¥') a los 20 candidatos a un puesto de trabajo:

Candidatos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
4 2 7 10 11 13 14 15 15 16 16 17 17 17 18 18 18 18 19 19 20

(las puntuaciones ya estan ordenadas de menor a mayor para facilitar los célculos). Se trata de
una variable cuantitativa de la que hay que intentar formarse una idea lo mas exacta posible. Para
ello, vamos a comenzar averiguando cudl es su centro calculando:

a. Lamedia aritmética.

b. La media recortada al 5%.
¢. Lamediana.

d. Latrimedia.

e.

Ofrecer una estimacién del centro de la variablé basada en los estadisticos calculados.

El centro de una variable no nos sirve de mucho si no va acompaiiado de alguna medida de dis-
persién. El grado de dispersion ayuda a precisar en qué medida el centro de la variable es un
buen representante del resto de los valores. Con las puntuaciones de los 20 candidatos del
ejercicio anterior, calcular:

La amplitud total.

La amplitud intercuartil.

La varianza y la desviacién tipica.

El coeficiente de variacién basado en la media.
Comentar los resultados obtenidos.

REESMERNS

Siguiendo con los datos del ejercicio 4.1, vamos a ocuparnos, por ultimo, de la forma de la dis-
tribucién. Es la mejor manera de detectar la presencia de asimetrias y de posibles anomalias en
los datos. Obtener:

El histograma (sin agrupar datos en categorias).

El diagrama de caja.

El indice de asimetria.

El indice de curtosis.

Los errores tipicos de los indices de asimetria y curtosis.

El cociente entre los indices de asimetria y curtosis y sus respectivos errores tipicos.
Comentar los resultados obtenidos.

Qe AS &8

El siguiente conjunto de puntuaciones procede de una muestra de 10 pacientes a los que se ha
administrado la escala de depresién de Hamilton antes (¥,,.) y después (¥y,.e) de recibir un
tratamiento antidepresivo:
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4.5.

4.7.

Pacientes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y s 9 8 21 14 3 17 14 33 22 19
Yipespuis 0 2 11 6 3 10 3 15 8 12

Calcular, en ambos momentos:

a. Lamedia aritmética.
b. La desviacién tipica.
¢. Los tres cuartiles del momento antes.

Vamos a repasar algunas propiedades de la media aritmética utilizando los datos del gjercicio an-

terior (el lector poco familiarizado con las reglas basicas del sumatorio, puede revisar ¢l Apén-

dice 4):

a. Sialas puntuaciones del momento antes se les resta su media, jcuénto vale la suma de las
diferencias?

b. Silas puntuaciones del momento antes se multiplican por 10y a los productos resultantes se
les suma 5, jcudnto vale la media de las nuevas puntuaciones?

¢. Sicalculamos las diferencias entre los momentos antes y después, jcuanto vale la media de
esas diferencias?

d. Silas puntuaciones del momento después se multiplican por una constante, la media de las
nuevas puntuaciones vale 24. ;Cudl es esa constante?

e. Al sumar una constante a las puntuaciones del momento después, la media de las nuevas pun-
tuaciones vale 13. ;Qué constante se ha sumado?

La siguiente tabla ofrece las calificaciones obtenidas por 30 estudiantes en una asignatura cual-
quiera (las calificaciones ya estan ordenadas de menor a mayor para facilitar los calculos):

Sujetos 1° 2° 3% 4° 50 6° 7° 8 9 10° 11° 12° 13° 14° 15°
Calificaciones 2,5 2,8 32 3,5 38 4 45 47 5 5 5 5 52 55 55

Sujetos 16° 17° 18 19° 20° 21° 22° 23° 24° 25° 26° 27° 28° 29° 30°
Califficaciones 5,5 58 6 62 64 7 75 76 78 8 8 82 86 9 95

a. Si el responsable de la asignatura decide que haya un 25% de suspensos, un 40% de apro-
bados, un 25% de notables y un 10% de sobresalientes, ;d6nde debe colocar los puntos de
corte?

b. Entre qué calificaciones se encuentra el 50% de los casos centrales.

Un educador ha administrado en tres aulas de 4° de ensefianza secundaria una prueba de inteli-
gencia general para obtener el cociente intelectual (CI) de los estudiantes. En la siguiente tabla
se ofrece, para cada una de las tres aulas, el cociente intelectual medio obtenido y el nimero de
estudiantes:

Aulas A B C
N°de estudiantes 22 30 28
CI medio 98 103 100

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

4.15.
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a. (Cuanto vale el Cl medio de todos los estudiantes tomados juntos?
b. Al afiadir una cuarta aula con un CI medio de 105, el CI medio de todos los estudiantes ha
subido a 102. ;Cuantos estudiantes tiene la cuarta aula?

Una muestra aleatoria de sujetos obtiene una media de 60 en una variable cuyo rango de posi-
bles valores va de 0 a 100. Si comprobamos que por encima de la puntuacion 60 se encuentra el
60% de los sujetos: ‘

a. (Es posible saber si la distribucién es simétrica o asimétrica?
b. Sila distribucién es asimétrica, ;es asimétrica positiva o asimétrica negativa?

La media aritmética de dos nimeros vale 10 y uno de ellos es tres veces mayor que el otro.
(Cudles son esos dos nimeros?

Las puntuaciones de una variable se han multiplicado por la constante 10 y a los productos re-
sultantes se les ha sumado la constante 5. Sabemos que la desviacién tipica de las puntuaciones
transformadas vale 150. ;Cuanto vale la desviacién tipica de las puntuaciones originales?

Un grupo de personas obtiene una varianza de 10 en la variable X y una varianza de 20 en la
variable Y. ;Puede afirmarse que el grado de dispersién de la variable Y es mayor que el de la
variable X'?

El percentil 25 de un conjunto de puntuaciones vale 12, lamediana vale 15 y el percentil 75 vale
20. La distribucién de las puntuaciones ;es simétrica, asimétrica negativa o asimétrica positiva?

La varianza de las puntuaciones Y= {0, 1, 3, 5, Ys, 12} vale 22. Sabiendo que el coeficiente de
variacién basado en la media vale 93,81, calcular el valor de la puntuacién que falta (¥;) y el
percentil 25 de las 6 puntuaciones.

En un pub escocés reza la siguiente leyenda: “Cuando un escocés emigra a Inglaterra mejora el
cociente intelectual de los ingleses... y el de los escoceses”. (Es esto posible? Razonar la res-
puesta. ’ f

Una propiedad de la media que no hemos mencionado es que la suma de las desviaciones cua-
dréticas de la media (las desviaciones de la media elevadas al cuadrado) es menor que la suma
de las desviaciones cuadréticas respecto de cualquier otro valor, es decir:

YEaD? < Y (¥-c)  (aact?)

Supongamos que una variable medida en 20 sujetos tiene una media de 10. Si la suma de Ias des-
viaciones cuadraticas de la media vale 130, ;cuéanto vale la suma de las desviaciones cuadraticas
respecto del valor 152




Puntuaciones tipicas
y curva normal

En el recorrido que hemos hecho por las herramientas descriptivas en los dos capitulos
anteriores hemos puesto el énfasis en tres aspectos basicos: el centro, la dispersién y la
forma de la distribucion. Pero también hemos sefialado que hay otro tipo de informa-
cioén que puede resultar interesante. Con variables dicotémicas, por gjemplo, hemos
visto que la distribucion de probabilidad binomial permite obtener informacion adicional
muy valiosa. Pues bien, con variables cuantitativas ocurre algo parecido; en concreto,
hay dos herramientas estadisticas que ayudan de forma importante a completar la infor-
macién que ofrecen el centro, la dispersién y la forma de la distribucion. Nos estamos
refiriendo a un tipo particular de transformacién de los datos que suele recibir el nombre
de tipificacién y a una distribucién tedrica de probabilidad que sirve como referente del
comportamiento de muchas de las variables cuantitativas que suele interesar estudiar en
el ambito de las ciencias sociales y de la salud: la eurva normal.

Puntuaciones tipicas (Z)

Entre las tareas mas habituales que tiene que abordar un analista de datos se encuentra
la de realizar comparaciones. Estas comparaciones se suelen hacer entre grupos de pun-
tuaciones tomando algin promedio como referente para la comparacion. Ahora bien,
aunque estas comparaciones entre promedios constituyen uno de los principales objeti-
vos del andlisis de datos en la fase inferencial, en la fase descriptiva puede interesar
realizar comparaciones, no entre promedios, sino entre puntuaciones individuales.
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Consideremos un grupo de sujetos en el que se ha medido la altura y el peso. ;Es
posible comparar una altura de 175 cm con un peso de 80 kg? En principio, no, pues se
trata de variables con diferente métrica (diferentes unidades de medida: cm y kg). De
hecho, si la altura se midiera en metros el resultado de la comparacion seria completa-
mente distinto.

Pero ;qué ocurre si las variables tienen la misma métrica? La Tabla 5.1 muestra las
calificaciones de 12 sujetos en tres asignaturas: lengua, matematicas y filosofia. Las
calificaciones de lengua y mateméticas tienen distinto centro pero la misma dispersion.
;Qué puede decirse de una calificacion de 4? La respuesta depende de la asignatura: en
lengua se trata de la peor calificacién; en matematicas, de una calificacién intermedia
(coincide exactamente con la media del grupo). Por tanto, el significado de una misma
calificacién depende de la asignatura. Esto se debe a que las distribuciones de las dos
asignaturas tienen diferente centro.

Las calificaciones de lengua y filosofia tienen el mismo centro pero diferente dis-
persion. ;Qué puede decirse de una calificacion de 82 De nuevo la respuesta depende
de la asignatura: en lengua se trata de la calificacién mas alta; en filosofia, de una ca-
lificacién que tiene varias calificaciones por encima. Por tanto, también ahora el signi-
ficado de una misma calificacién depende de la asignatura. Pero, esta vez, se debe a que
las distribuciones de las dos asignaturas tienen diferente dispersion.

Tabla 5.1. Calificaciones de un grupo de 12 estudiantes en 3 asignaturas

Asignaturas Calificaciones (puntuaciones directas) 17] Sy/
Lengua 4,0 48 50 52 56 6,0 6,0 63 67 70 7480 60 116
Matemidticas 2,1 2,8 3,0 3,2 34 3,8 40 46 49 50 52 60 40 1,16
Filosofia 1,8 3,5 45 45 50 48 6,0 80 82 82 85 90 60 233

Estos sencillos ejemplos sirven para llamar la atencién sobre una cuestion importante:
las puntuaciones de distribuciones distintas no admiten una comparaci6n directa a no
ser que esas distribuciones tengan el mismo centro, la misma dispersién y la misma mé-
trica. Sin embargo, esto no significa que haya que renunciar a comparar las puntua-
ciones que no cumplan esos tres requisitos. Es més, para abordar esta tarea dispone-
mos de dos estrategias distintas.

La primera de ellas ya ha sido presentada en el capitulo anterior; nos referimos a
los percentiles. Recordemos que los percentiles permiten conocer la posicion relativa
que ocupa cada puntuacién dentro de su distribucién tomando como base de célculo el
porcentaje de casos acumulados. Con esta estrategia, las puntuaciones originales o di-
rectas (cualquiera que sea su métrica) se transforman en posiciones relativas que pasan
a tener el mismo centro (50), la misma dispersién (0 - 100) y la misma métrica (unida-
des porcentuales). Por tanto, con los percentiles es posible realizar comparaciones entre
puntuaciones de distintos grupos o variables porque la comparacién se basa, no en las
puntuaciones directas, sino en las posiciones relativas que esas puntuaciones ocupan
en sus respectivos grupos o variables.
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El problema de los percentiles es que Uinicamente aprovechan informacién ordinal,
lo cual implica que son insensibles a cambios importantes en los datos. Por ejemplo, si
la calificacién 4 en matemaéticas se cambia por un 10 (un cambio importante que alte-
ra tanto el centro como la dispersion del conjunto de calificaciones), los percentiles
correspondientes a las primeras seis calificaciones de esa asignatura no se alteran.

Esta limitacion inherente a los percentiles puede resolverse utilizando una estrate-
gia basada, no en el porcentaje de casos acumulados, sino en las distancias al centro,
en concreto, en las distancias a la media (es decir, en las puntuaciones diferenciales o
de desviacién). Ahora bien, las distancias a la media, en bruto, no parece que ayuden
aresolver el problema. Ciertamente permiten comparar puntuaciones directas con dis-
tinto centro pues, en las distancias, las medias quedan igualadas a cero. Pero no resuel-
ven el problema del diferente grado de dispersion (pues la calificacion 8, por ejemplo,
se encuentra a 2 puntos de la media tanto en lengua como en filosofia a pesar de que en
lengua ocupa la posicién mas alta y en filosofia ocupa una posicién més bien interme-
dia) ni el problema de la diferente métrica (pues las distancias a la media estén expre-
sadas en la misma métrica que las puntuaciones directas: la distancia de una altura a'su
centro sigue expresada en cm y la de un peso a su centro en kg).

La solucién pasa por transformar las distancias a la media en puntuaciones que,
ademas del mismo centro (pues la media de las distancias a la media vale cero), también
tengan la misma dispersién y la misma métrica. Pues bien, esto es justamente lo que
hacen las puntuaciones tipicas o puntuaciones Z simplemente dividiendo las distan-
cias a la media entre la desviacion tipica:

1

Y-Y
S

7 =

[5.1]
Y

Al dividirlas entre la desviacién tipica, las distancias a la media quedan expresadas en
unidades de desviacion tipica (en unidades de dispersidn) y con ello se obtienen unas
nuevas puntuaciones que cumplen los tres requisitos necesarios para comparar puntua-
ciones de distintos grupos o variables, es decir, se obtienen puntuaciones con el mis-
mo centro, la misma dispersién y la misma métrica. En efecto, con la tipificacion se
obtienen:

1. Puntuaciones con el mismo centro: cualquiera que sea la media de la variable origi-
nal, la media de las nuevas puntuaciones Z vale cero, pues no son mds que trans-
formaciones lineales de puntuaciones cuya media ya vale cero' (recuérdese que la
suma de las desviaciones de la media vale cero; ver ecuacién [3.3]). Las puntua-
ciones Z positivas corresponden a puntuaciones directas mayores que la media; las
puntuaciones Z negativas corresponden a puntuaciones directas menores que la me-
dia; a la media de las puntuaciones directas siempre le corresponde una puntuacién
Z de cero.

'Z =T @-7)/(Sy) = 0/(nSy) = 0 (521
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2. Puntuaciones con la misma dispersién: cualquiera que sea el grado de dispersion
de la variable original, la varianza y la desviacién tipica® de las nuevas puntuacio-
nes Z vale uno.

3. Puntuaciones con la misma métrica: cualquiera que sea la métrica original de la
variable tipificada, la métrica de las nuevas puntuaciones Z cambia a unidades de
desviacién tipica. Un cambio de una unidad en la nueva métrica siempre estd in-
dicando un cambio de una desviacién tipica’.

Por tanto, las puntuaciones Z siempre tienen una media de cero y una desviacién tipica
de uno (sin importar la métrica de las puntuaciones originales o directas). Y, aunque,
en teoria, no tienen limite minimo y méaximo, sabemos que suelen tomar valores com-
prendidos ente -3 y 3. Independientemente de las caracteristicas de la distribucién ori-
ginal, las puntuaciones Z mayores que 3 0 menores que -3 suelen estar delatando casos
atipicos (casos cuyas puntuaciones se encuentran excesivamente alejadas del centro).

La Tabla 5.2 muestra las puntuaciones tipicas correspondientes a las calificacio-
nes de la Tabla 5.1. Estas puntuaciones se han obtenido aplicando la ecuacién [5.1].
Asi, por ejemplo, a una calificacién de 4 en lengua (asignatura con media = 6 y desvia-
ci6n tipica = 1,16) le corresponde una puntuacion tipica de

4-6

Zpagansy = T7 = LT3

Retomemos ahora las preguntas formuladas al principio de este apartado. ;Qué podemos
decir de una calificacién de 4 en lengua y en matematicas? Sabemos que la calificacién
4 est4 en la parte inferior de las calificaciones de lengua y en la parte intermedia de las
de matemdticas. Pues bien, las puntuaciones tipicas reflejan correctamente estas
posiciones relativas asignandole un valor de -1,73 en lengua y de 0 en matematicas.
Esto significa que la calificacién 4 en lengua se encuentra a 1,73 desviaciones tipicas
por debajo de su media (el signo negativo indica que se trata de una puntuacién menor

Tabla 5.2, Puntuaciones tipicas (Z) correspondientes a las calificaciones de la Tabla 5.1

Asignaturas Calificaciones (puntuaciones tipicas)
Lengua ~1,73 -1,04 -0,86 -0,69 -0,35 0 0 026 06 086 1,21 1,73
Matematicas -1,64 -1,04 -0,87 -0,69 -0,52 -0,17 0 0,52 0,78 0,87 1,04 1,73
Filosofia -1,80 -1,07 -0,64 -0,64 ~0,43 -0,51 0 0,86 0,94 0,94 1,07 1,29
Y _ 7\ 2 ~ 7y 2
25z - 2C 12) S Xz ZZ(Y L0 S—’; =1 (53]
n- n-1 Sy(n-1) Sy

* No debe confundirse una puntuacion tipica (Z) con una desviacion tipica (Sy). Ura puntuacion tipica igual a 1 indica
que la correspondiente puntuacion directa se aleja una desviacién tipica de su media. Pero una puntuacion tipica es
un valor individual (a cada puntuacion directa le corresponde una puntuacién tipica), mientras que una desviacién
tipica es un valor grupal (a todo el conjunto de puntuaciones le corresponde una tnica desviacién tipica).
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que sumedia) y que la calificacién 4 en matematicas se encuentra justamente en el cen-
tro de su distribucién (pues solamente a la media le corresponde una puntuacién tipica
de cero).

Y ¢qué puede decirse de una calificacién de 8 en lengua y en filosofia? La califi-
cacion 8 ocupa la posicidén més alta en lengua y una posicion media-alta en filosofia.
Las correspondientes puntuaciones tipicas (1,73 en lengua y 0,86 en filosofia) reflejan
correctamente estas posiciones relativas: aunque, en términos absolutos, la distancia de
la calificacion 8 a la media vale 2 puntos tanto en lengua como en filosofia, esa distan-
cia es, en términos relativos, el doble de grande en lengua (1,73) que en filosofia (0,86).

De todo lo anterior cabe concluir que las puntuaciones tipicas sirven para comparar
puntuaciones individuales de distintos grupos y variables con bastante solvencia. Lo
cual no solo permite constatar, como hemos visto, que dos puntuaciones directas iguales
pueden ocupar posiciones relativas distintas, sino también que dos puntuaciones directas
distintas pueden ocupar posiciones relativas iguales. Asi, por ejemplo, a la calificacién
5,2 en lengua le corresponde la misma puntuacién tipica (-0,69) que a la calificacién
3,2 en matematicas. Cuando se da esta circunstancia (puntuaciones directas con la mis-
ma puntuacion Z), decimos que esas puntuaciones son equivalentes.

Conviene sefialar que las puntuaciones Z no son la inica forma de tipificacién dis-
ponible. En estadistica es habitual efectuar transformaciones para poder interpretar
correctamente los datos, es decir, es habitual relativizar las puntuaciones originales, re-
ferirlas a algo, para dotarlas de sentido. El tipo de transformacion aplicada depende de
las caracteristicas de los datos y del objetivo perseguido. Cuando, més adelante, estu-
diemos estadistica inferencial, veremos que todos los procedimientos utilizados para
realizar comﬁaraciones y estudiar relaciones no son mas que una forma de tipificacién
orientada a extraer de los datos el tipo de informacién que maés interesa en cada caso.

Puntuaciones tipicas y percentiles

Las dos estrategias propuestas para comparar puntuaciones entre distintos grupos o va-
riables no son necesariamente equivalentes. Si dos puntuaciones directas, una de cada
grupo o variable, tienen el mismo percentil, las correspondientes puntuaciones tipicas
solamente serdn iguales cuando la forma de las dos distribuciones sea idéntica (aunque
el centro sea distinto). Y si la forma de las dos distribuciones no es idéntica, dos pun-
tuaciones directas, una de cada distribucion, con distinto percentil pueden tener puntua-
ciones tipicas iguales.

En este sentido, es importante sefialar que, aunque la transformacién en puntuacio-
nes Z cambia tanto el centro como la dispersion de la variable original, la forma de la
distribucion permanece inalterada (esto no ocurre con los percentiles; la transformacion
en percentiles convierte lamétrica original en ordinal —posiciones relativas—y, con ello,
se altera por completo la forma de la distribucion). Por tanto, si la distribucién de la
variable original es simétrica (o asimétrica, o leptocurtica, etc.), la distribucion de las
correspondientes puntuaciones Z seguird siendo simétrica (o asimétrica, o leptoctrtica,
etc.). Esta propiedad posee importantes implicaciones cuya utilidad se comprendera en
los siguientes apartados.



140  Anélisis de datos (vol. /)

Escalas derivadas

Las puntuaciones Z poseen otra interesante utilidad. Segiin acabamos de ver, toda varia-
ble cuantitativa, cualquiera que sea su métrica, puede ser transformada en una nueva
variable (puntuaciones Z) con media igual a 0 y desviacién tipica igual a 1. Pues bien,
todo conjunto de puntuaciones Z puede, a su vez, ser transformado en un nuevo conjun-
to de puntuaciones con media y desviacion tipica conocidas.

Sabemos (ver ecuacién [4.4.c]) que si a una variable se le multiplica y suma una
constante, la media queda alterada; en concreto, si X = a+ bY, entonces X = a+ bY.
También sabemos (ver, en el capitulo anterior, el apartado Comparacién entre esta-
disticos de dispersion) que la desviacion tipica no se altera por la constante sumada
pero si por la multiplicada; en concreto, si X = a+ b¥, entonces Sy =|b|Sy. En conse-
cuencia, la transformacion

T=a+bZ [5.4]

tendré una media 7 = a (pues la media de las puntuaciones Z vale cero) y una desvia-
cién tipica Sy = || (pues la desviacion tipica de las puntuaciones Z vale uno).

Esto significa que toda variable cuantitativa, cualquiera que sea su métrica, puede
ser trasformada en otra variable equivalente con media y desviacion tipica conocidas
(las puntuaciones transformadas son equivalentes a las originales porque a cada valor
transformado le corresponde la misma puntuacion tipica que a su correspondiente valor
original).

Este tipo de transformaciones sirven para que un conjunto de puntuaciones (por
ejemplo, las puntuaciones de un test) puedan expresarse en la métrica deseada. Supon-
gamos que las puntuaciones de un test oscilan entre 9 y 45; multiplicando las corres-
pondientes puntuaciones tipicas por 20 y sumandoles 50 se obtendria una escala deri-
vada equivalente a la original con una media de 50 y un rango de puntuaciones com-
prendido entre, aproximadamente, 0 y 100 (lo cual suele entenderse mejor tanto por las
personas que responden al test como por las que leen el informe de resultados).

La transformacion puede hacerse utilizando cualquier valor para a y b, pero hay
algunos valores que suelen utilizarse mds que otros. Una de las transformaciones més
conocidas consiste en sumar a= 100 y multiplicar =15 para obtener la escala de CI
(cociente intelectual). En los ejercicios 5.1.c, 5:2.e y 5.9.d pueden practicarse este tipo
de transformaciones.

Curva normal

Ya hemos tenido ocasion de comprobar (ver Capitulo 3) que conocer la distribucién
teorica de probabilidad de una variable permite obtener informacion adicional a la que
ofrecen su centro, dispersion y forma; en concreto, permite conocer las probabilidades
asociadas a cada posible resultado muestral. Asi, si se conocen las caracteristicas po-
blacionales de una variable categérica (es decir, las frecuencias relativas asociadas a
cada valor de la variable; por ejemplo, la proporcion de fumadores), puede utilizarse
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la distribucién binomial para conocer la probabilidad concreta asociada a cada resul-
tado muestral (por ejemplo, la probabilidad de encontrar un determinado niimero de
fumadores al extraer una muestra aleatoria de tamafio » de esa poblacién).

Con variables cuantitativas ocurre algo parecido, pero el escenario es algo mas com-
plejo porque existen multiples distribuciones posibles derivadas de combinar el grado
de asimetria con el de curtosis. En un intento por abarcar todas esas posibilidades, se
han disefiado muchas distribuciones te¢ricas que se utilizan como modelos para repre-
sentar el comportamiento de los datos reales.

Ahora bien, aunque las distribuciones de las variables cuantitativas pueden adoptar
formas muy diversas, muchas de las variables que medimos tienen una forma particu-~
lar: la mayoria de los valores se encuentran préximos al centro de la distribucién y van
siendo menos frecuentes a medida que va aumentando la distancia al centro. Esto es lo
que ocurre, por ejemplo, con la variable alfura representada en los histogramas de la Fi-
gura 5.1. Este histograma se parece a una distribuci6n teérica llamada curva normal.
En una primera aproximacion, la curva normal puede concebirse como una especie de
histograma suavizado cuyas barras se han levantado sobre intervalos infinitamente pe-
quefios (ver curva superpuesta en el segundo histograma de la Figura 5.1).

Figura 5.1. Histograma de la alfura (izquierda) con curva normal superpuesta (derecha)
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La curva normal es, probablemente, la distribucién tedrica mas importante en estadis-
tica. Seglin veremos, muchos de los procedimientos estadisticos que se utilizan asumen
que los datos proceden de poblaciones normales. Pero, ademds, la curva normal sirve
como referente para describir como se distribuyen muchos de los datos que recogemos,
pues muchos de los fendmenos naturales o sociales que interesa estudiar tienen distri-
buciones empiricas que se parecen a la distribucién tedrica normal. La justificacién de
esta regularidad se encuentra en ¢l teorema del limite central, que, formulado en pa-
labras, afirma lo siguiente:

Si los datos que se recogen son debidos a la suma de cierto nimero de causas in-
dependientes entre si, cada una con un efecto parcial, la distribucién de los datos
recogidos se asemejard tanto mds a la curva normal cuantos mds datos se recojan
(cualquiera que sea la distribucion original de esos efectos parciales y siempre que
la desviacidn tipica de estos efectos sea finita).
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Laimportancia de la distribucién normal como referente tedérico del comportamiento de
muchos de las variables que interesa estudiar obliga a describir algunas de sus caracte-
risticas. En la Figura 5.2 estan representadas dos curvas normales. Aunque una es méas
estrecha y alta que la otra, ambas se generan con la misma ecuacién:

2
f(Y) - 1 e ’(Y'P-y)z/(zcy) [55]

Syy2=

donde n y e son constantes conocidas (n=3,1416; e =2,71828), y p, y o, son, respec-
tivamente, la media y la desviacién tipica de la distribucién. La expresion f(¥) se deno-
mina funcion de densidad y permite generar la curva normal de Y asignando valores a
HyY Oy

Una vez obtenida la curva es posible calcular el tamafio del drea comprendida entre
dos puntos (o entre un punto y el extremo izquierdo o el derecho) y, de esta forma, co-
nocer la proporcién de valores que se encuentran en cada porcién de 4rea.

Para indicar que una variable se distribuye normalmente utilizaremos la siguiente
expresion:

Y ~ N, oy 4 [5.6]
Cambiando los valores de p, y oy en [5.5] se obtienen distintas curvas normales. Por

tanto, no existe una tnica curva normal, sino infinitas. No obstante, todas ellas com-
parten las mismas caracteristicas:

= Tienen un nico maximo en y, (por tanto, son unimodales).

« Tienen forma de campana (de ahi que también sean conocidas como campanas de
Gauss, en referencia a su forma y a uno de sus autores). Esta forma implica que los
valores centrales son mds probables (tlenen mayor densidad) que los que se van
alejando del centro.

Figura 5.2. Ejemplos de distribuciones (curvas) normales, con sus dos parametros (u, y oy)
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»  Son simétricas respecto al eje central situado en p,. Por tanto, las diferentes medi-
das de tendencia central (media, mediana, moda, medias corregidas, etc.) coinciden.

= Son asintéticas respecto al eje de abscisas (por mucho que se extiendan, nunca lle-
gan a tocarlo), por lo que los valores minimo y maximo del eje de abscisas son —co
y +oo.‘No obstante, sabemos que el 99,73% del 4rea total se encuentra entre 3.

»  Existen dos puntos de inflexion (aparte del que se produce en p,) situados a una
desviacién tipica (o) por encima y por debajo de p,. En el punto i, - oy la curva
pasa de ser concava hacia arriba a concava hacia abajo; en el punto p, + p, pasa de
ser concava hacia abajo a concava hacia arriba.

= Eléreatotal bajo la curva vale 1. Todas las puntuaciones posibles se encuentran en-
tre —~co y +oo. Por tanto, la probabilidad de encontrar valores menores que —co
0 mayores que -+co vale cero.

»  Cualquier combinacién lineal de variables (es decir, cualquier suma de variables
cada una de ellas multiplicada por una constante) normalmente distribuidas también
se distribuye segiin el modelo de probabilidad normal.

La mayor parte del trabajo con la curva normal consiste en hallar el 4rea que queda por
debajo o por encima de cada valor del eje de abscisas. M4s concretamente, el tamafio
relativo que cada porcién de drea representa respecto del drea total (proporcién de 4rea).
En este contexto, hablar de proporcicn de drea es equivalente a hablar de probabilidad:
en la primera curva normal de la Figura 5.2, la porcién de é4rea situada por debajo del
valor py representa la proporcion de valores menores que uy, es decir, la probabilidad
de encontrar valores por debajo de ). Estas probabilidades se obtienen a partir de las
densidades que ofrece la funcién [5.5]. No obstante, para evitar este tipo de célculos,
se han construido tablas con las probabilidades (proporciones de drea bajo la curva) ya
calculadas (ver Tabla C del Apéndice final).

Ahora bien, estas tablas recogen las probabilidades de una curva normal muy es-
pecial llamada eurva normal tipificada o estandarizada; es decir, una curva que tiene
media 0 y desviacion tipica 1; lo cual se expresa mediante N(0, 1). Por supuesto, el he-
cho de que la distribucién normal tabulada tenga media 0 y desviacién tipica 1 no es un
problema sino, de hecho, una ventaja, pues cualquier variable cuantitativa ¥ puede ser
transformada en otra variable equivalente Z con media 0 y desviacién tipica 1 sin que
se altere la forma de su distribucién (a esta transformacién la hemos llamado tipificacién
¥, al resultado de la tipificacién, puntuaciones tipicas o puntuaciones Z; ver apartado
anterior). Es decir,

si Y ~  N(uyoy)
entonces Z'= Y -pploy ~ NGO

(5.7]

Una vez que una puntuacion directa ha sido transformada en puntuacién tipica, ya es
posible conocer la probabilidad asociada a cada puntuacién directa. La Figura 5.3 mues-
tra la equivalencia existente entre las posiciones que ocupan las puntuaciones directas
(graficos de la parte superior) y las que ocupan sus correspondientes puntuaciones tipi-
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cas (graficos de la parte inferior). En estos graficos se puede observar que la propor-
cion de 4rea que queda por debajo (o por encima) de una puntuacion directa en una
curva N (uy, oy) es exactamente la misma que queda por debajo (o por encima) de su
correspondiente puntuacion tipica en la curva N(0, 1). Y, como se estd asumiendo que
proporcién es equivalente a probabilidad, lo que se esta afirmando es que la probabi-
lidad de encontrar valores menores (mayores) que una puntuacién directa es exacta-
mente la misma que la de encontrar valores menores (nayores) que su correspondiente
puntuacion tipica. Es decir,

P(Y<Y) =P(Z<Z) y PQI>Y)=PZ>Z) [5.8]

Asf las cosas, para conocer la probabilidad de encontrar valores menores (0 mayores)
gue una puntuacién directa es necesario: (1) transformar esa puntuacion directa en pun-
tuacién tipica y (2) utilizar la tabla de areas bajo la curva normal (la Tabla C del Apén-

Figura 5.3. Correspondencia entre curvas normales: los gréficos de la izquierda muestran la corres-
pondencia entre la curva N(6, 1,5) y Ia curva N (0, 1); los de la derecha, la correspondencia entre la
curva N(2,0,5) y lacurva N(0, 1)
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dice final) para conocer la probabilidad buscada. En el siguiente apartado se explica
cémo utilizar la Tabla C para encontrar estas probabilidades.

Para calcular, por ejemplo, la proporcion de 4rea que queda por debajo de la pun-
tuacién 4,5 en una distribucién N (6, 1,5), comenzamos transformando esa puntuacién
directa en puntuacién Z siguiendo la ecuacion [5.7]:

45-6

T = - 1
(r=4,5) 15

En la Figura 5.3 (izquierda) se observa que, efectivamente, a la puntuacion ¥ =45 le
corresponde una puntuacién Z = - 1. Esto significa que la puntuacién 4,5 en la distribu-
cién N(6, 1,5) ocupa la misma posicién relativa que la puntuacién -1 en la distribucion
N(0, 1). Y esto implica que la probabilidad de encontrar valores menores (0 mayores)
que 4,5 en su distribucion es la misma que la de encontrar valores menores (0 mayores)
que -1 en la suya. Una vez que sabemos que a la puntuacion directa 4,5 le corresponde
una puntuacioén tipica de -1, podemos utilizar la tabla de la curva normal para averi-
guar qué proporcion de drea queda por debajo de una puntuacion tipica de - 1.

Tabla de la curva normal

La tabla de la curva normal (Tabla C del Apéndice final) recoge la probabilidad (pro-
porcién de érea bajo la curva) asociada a cada puntuacion Z. Para leer correctamente
la tabla hay que tener en cuenta, tal como indica el dibujo que aparece en la cabecera
de latabla, que los valores del interior de la tabla corresponden a probabilidades acumu-
ladas. En la primera columna de la tabla aparecen las puntuaciones Z.(de =3,0 a 3,0)
con un solo decimal; las cabeceras de las columnas recogen el segundo decimal.

Segun esto, el primer valor de la primera fila de la tabla indica que la puntuacién
Z=-3,00 deja por debajo de si (acumula) una probabilidad de 0,0013. El segundo va-
lor de la tercera fila indica que la puntuacién Z = -2,81 acumula una probabilidad de
0,0025. Etc. ‘

La Figura 5.4 muestra tres ejemplos con las posibilidades que pueden surgir al tra-
bajar con la tabla de la curva normal. El grafico de la izquierda indica que la puntuacién
Z=-0,82 acumula una probabilidad de 0,2061. Puesto que se trata de una probabilidad
acumulada, el valor se obtiene directamente de la tabla buscando la interseccion entre
la fila -0,8 y la columna 2. Este resultado se expresa de la siguiente manera*:

P(Z<-0,82) = F(-0,82) = 02061 — Zyyue = -0,82

* En una distribucién continua como la normal, la probabilidad asociada a un valor concreto es nula: P(Y = Y)) =0.
Esto puede comprenderse facilmente si se tiene en cuenta que toda el &rea bajo la curva (que se asume que vale 1) hay
que repartirla entre los infinitos puntos que conforman el eje de abscisas. En el reparto, a cada uno de esos infinitos
puntos le corresponde una cantidad de 4rea infinitamente pequefia (nula). Esto no ocurre con distribuciones discretas
como la binomial, donde cada valor tiene asociada una probabilidad concreta. Una consecuencia de esto es que, en una
distribucién continua, los signos “<”y “>” son equivalentes a los signos “<”y “2”. Es decir, P(Z< Z)) = P(Z<Z)
yP(Z>Z)=P(Z22Z). )
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(F = probabilidad acumulada). Siempre que una puntuacién Z aparezca con una proba-
bilidad como subindice, éste estard indicando la probabilidad que acumula esa puntua-
cién Z; cuando el subindice no se refiera a la probabilidad acumulada se colocard entre
paréntesis.

El gréfico del centro indica que la puntuacién Z =1,14 deja por encima de sf una
probabilidad de 0,1271. Este valor se obtiene restando de uno la probabilidad acumulada
hasta 1,14. O, si se prefiere (més rapido), buscando directamente la probabilidad acu-
mulada hasta -1,14; como la curva es simétrica respecto del eje que pasa por cero, la
probabilidad acumulada hasta - 1,14 es idéntica a la probabilidad que queda por encima
de 1,14:

P@Z>1,14) =P(Z<-1,14) = 0,1271 > Zyp =-1L14 = Zyg, = 1,14

El gréafico de la derecha indica que la probabilidad comprendida entre Z=0,25y Z =
1,14 vale 0,2742. Esta probabilidad puede obtenerse de diferentes maneras, pero lamas
directa consiste en: (1) buscar las probabilidades acumuladas correspondientes a cada
puntuacion Z y (2) restar la menor de ellas a la mayor:

P(Z <1,14)- P(Z <025) = F(1,14)- F(0.25) = 0,8729 - 0,5987 = 0,2742

La tabla también permite conocer cudl es la puntuacién Z que acumula una determina-
da probabilidad. Para saber, por ejemplo, qué puntuacién Z acumula una probabilidad
de 0,90, se comienza buscando en los valores interiores de la tabla el valor 0,90 (si no
existe el valor exacto, se busca el més cercano). Encontramos el valor 0,8997. La pun-
tuacioén Z que asigna la tabla a una probabilidad acumulada de 0,8997 es 1,28. Portanto,
Zy00 =1,28.

Figura 5.4. Probabilidades asociadas a algunas puntuaciones Z en una curva normal
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La Figura 5.5 muestra la proporcién de drea comprendida entre algunas puntuaciones
Z; en concreto, entre una, dos y tres desviaciones tipicas por encima y por debajo de la
media (recuérdese que las puntuaciones Ztienen media 0 y desviacién tipica 1). Aunque
el eje de abscisas de una curva normal admite valores desde —co hasta +co, la figura
muestra que el 99,74% de los casos esta comprendido entre £3 puntaciones tipicas (o,
lo que es lo mismo, entre 3 desviaciones tipicas). Adema4s, en una curva normal tipi-
ficada, el 90% del 4rea bajo la curva se encuentra entre +1,645 puntuaciones tipicas;
el 95%, entre +1,96 puntuaciones tipicas; el 99%, entre +2,575 puntuaciones tipicas;
etc. Por supuesto, las probabilidades de una curva normal también pueden obtenerse me-
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diante un programa informético (ver mas adelante, en este mismo capitulo, el apartado
Puntuaciones tipicas y curva normal con SPSS).

Figura 5.5. Proporcion de area (probabilidad) entre puntuaciones Z en una curva normal
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Aproximacion de la distribucion binomial a la normal

En el Capitulo 3 hemos estudiado la distribucién binomial como referente teérico de las
probabilidades asociadas al mimero de éxitos observados en un conjunto de » ensayos
oréplicas de una variable dicotdmica. Y hemos visto que la tabla que ofrece las probabi-
lidades binomiales (Tabla B del Apéndice final) tiene una utilidad algo limitada porque
solamente incluye algunos valores de » (niimero de ensayos) y x, (probab:lidad de éxi-
to). Para valores de » o w, distintos de los que incluye la tabla es necesario utilizar un
programa informatico (ver Capitulo 3) o la estrategia que se explica en este apartado.

Una de las consecuencias del feorema del limite central (ver més arriba) es que la
distribucion binomial (como otras muchas) se va pareciendo més y mas a la distribucién
normal a medida que el tamafio muestral va aumentando; de hecho, la distribucién nor-
mal es el limite al que tiende la binomial cuando aumenta . El grado de parecido es al-
to incluso con tamafios muestrales relativamente pequefios. Si ; toma un valor cen-
trado (préximo a 0,5), tamafios muestrales tan pequefios como 5 permiten obtener ya
una buena aproximacién; cuanto més se aleja m, de 0,5, mayor necesita ser el tamafio
muestral para que la aproximacion sea buena.

Para ayudar a entender esto, los graficos de la Figura 5.6 muestran diferentes distri-
buciones binomiales con sus correspondientes curvas normales superpuestas. Los tres
graficos de la mitad superior se han obtenido con » =20 (el valor mas grande que ofrece
la tabla de la distribucién binomial del Apéndice final); los tres de la mitad inferior, con
n=30. Se ha utilizado 7, = 0,10 en los dos graficos de la izquierda, ; = 0,30 en los dos
del centroy m; = 0,50 en los dos de la derecha. La altura de las barras corresponde a las
probabilidades binomiales, es decir, a las probabilidades asociadas 2 0, 1,2, 3, .., n
€xitos en n ensayos. La curva normal superpuesta sobre las barras da una idea del grado
de parecido existente entre las probabilidades binomiales y las que se obtendrian utili-
zando la correspondiente curva normal.
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Figura 5.6. Grado de parecido entre las probabilidades binomiales y las probabilidades normales con
n=20 (mitad superior) y n=30 (mitad inferior)

n=20, 1,=0,10 n=20, 7,=0,30 n=20, m,=0,50

0 2 4 6. 0 2 4 6 8 1012.. .. 4 6 8 10 12 14 16 ..
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Cuando =, toma un valor extremo (0,10) la aproximacién no es demasiado buena con
n =20 (particularmente con los valores mas pequefios), pero mejora algo con » = 30.
Cuando =, toma un valor mas centrado (0,30) la aproximacién empieza a ser muy buena
con n=20 (en todo el rango de valores) y es todavia mejor con »=30. Cuando =, vale
0,50, la aproximacion es excelente tanto con » =20 como con » =30. Por supuesto, con
tamafios muestrales mas grandes, el grado de parecido entre ambas distribuciones es to-
davia mayor.

Justamente este parecido entre ambas distribuciones es el que justifica que las pro-
babilidades normales puedan utilizarse en lugar de las binomiales. Ahora bien, como
para conocer las probabilidades normales es necesario utilizar la distribucién normal
tipificada, para poder utilizar las probabilidades normales en lugar de las binomiales
es necesario comenzar tipificando la variable binomial, es decir, tipificando la variable
n,= “nimero de éxitos en » ensayos”. Para ello, sabemos que el valor esperado de n,
€s nw, y su varianza nm (1 - m;) (ver ecuaciones [3.7]y [3.9]). Por tanto, cualquier va-
lor de », puede transformarse en puntuacion Z de la siguiente manera:

n, - nw,

. [5.9]

yrm(l-m)

Ahora bien, si, de acuerdo con el ya mencionado teorema del limite central, », tiende
adistribuirse N(nx,, [nn,(1 - n,)] 12y conforme » va aumentando, entonces, de acuer-
do con [5.7], la transformacién Z propuesta en [5.9] tenderd a distribuirse N (0, 1).
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Para terminar de precisar en qué medida las probabilidades binomiales pueden pare-
cerse a las normales falta aclarar una cuestion. Al hablar de la probabilidad de obtener
n, 6xitos en n ensayos, se estd hablando de una variable discreta. Por ejemplo, en 10 en-
sayos puede haber 0, 1, 2, etc., éxitos, pero no 4,7 éxitos. Por tanto, cuando se utilizan
las probabilidades normales en lugar de las binomiales, se estd utilizando una distribu-
cién continua (la normal) en lugar de una distribucién discreta (la binomial). Para que
el parecido entre las probabilidades de ambas distribuciones sea aiin mayor se puede
intentar hacer que, de alguna manera, los valores discretos se conviertan en continuos.
Esto puede conseguirse aplicando lo que se conoce como correccién por continuidad,
que consiste en considerar que obtener 3 éxitos equivale a obtener éxitos comprendidos
entre 2,5 y 3,5; o que obtener menos de 3 éxitos equivale a obtener menos de 2,5 éxitos;
o que obtener mas de 3 éxitos equivale a obtener mas de 3,5 éxitos; etc.

Unos sencillos célculos pueden ayudar a valorar el grado de parecido existente en-
tre las probabilidades binomiales y las probabilidades normales. Comencemos con el
primer gréfico de la Figura 5.6, donde n =20 y nx, = 0,10 (el peor de los escenarios
propuestos). Segiin la distribucién binomial (ver Tabla B del Apéndice final), la proba-
bilidad acumulada asociada a cada nimero de éxitos vale

P(n,<0) = F(0) = 0,122
P(n,<1) = F(1) = 0,392
P(n, <2) = F(2) = 0,677
P(n,<3) = F(3) = 0,867
P(n, <4) = F(4) = 0,957...

Utilizando la transformacién Z'y la curva normal con valor esperado #m; = 20 (0,10)
=2y desviacién tipica [nm,(1 - 7)]"2 = [20(0,10) (1 - 0,10)]"*= 1,34, se obtiene

P(n,<0) = P[Z<(0,5-2)/1,34] = P(Z<-1,12) = 0,131
P(n,<1) = P[Z<(1,5-2)/1,34] = P(Z<-0,37) = 0,356
P(n,<2) = P[Z<(2,5-2)/1,34] = P(Z<0,37) = 0,644
P(n,<3) = P[Z<(3,5-2)/1,34] = P(Z<1,12) = 0,869
P(n,<4) = P[Z<(4,5-2)/1,34] = P(Z<1,18) = 0,969...

I

El parecido entre ambas soluciones es bastante evidente (la diferencia mas grande vale
0,392 - 0,356 =0,036; es decir, 36 milésimas) a pesar de tratarse del peor de los escena-
rios propuestos en la Figura 5.6 (pues el valor =, = 0,10 estd muy alejado de 0,50). En
cualquiera de los restantes escenarios, el parecido entre ambas soluciones es todavia
mayor. Por ejemplo, la probabilidad de encontrar valores menores o iguales que 1 (que
es donde se observa la diferencia de 36 milésimas ya mencionada) utilizando n=30en
lugar de » = 20 vale, con la solucién binomial®, 0,184; y con la solucién normal, 0,181

5 Esta probabilidad puede obtenerse en el SPSS con la opcién Calcular del ment Transformar, utilizando, como ex-
presién numérica: CDF.BINOM (1,30,0.1).
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(es decir, 3 milésimas de diferencia). Con =30y =, = 0,10, la diferencia mayor entre
ambas soluciones vale 30 milésimas (se da con la probabilidad de obtener 2 éxitos o
mMenos).

Aunque lo habitual es trabajar con probabilidades acumuladas, las probabilidades
normales también pueden utilizarse para estimar probabilidades binomiales individuales.
Consideremos, por ejemplo, la probabilidad de obtener 4 éxitos conn =20y =, = 0,30.
La distribucién binomial ofrece la siguiente solucion:

F(4)~ F(3)=0,238 - 0,107 = 0,131

La curva normal puede utilizarse para obtener una estimacion de ese resultado calcu-
lando la probabilidad de obtener valores comprendidos entre 3,5 y 4,5 éxitos (que son
los limites que corresponde utilizar de acuerdo con el criterio seguido al aplicar la co-
rreccién por continuidad). Asi,

P(n,<4,5) = P[Z<(4,5-6)/2,05] = P(Z<-073) = 0,233
P(n,<3,5) = PIZ<(3,5-6)/2,05] = P(Z<-1,22) = 0,111

La diferencia entre ambas probabilidades vale 0,122, que es un valor bastante parecido
al que ofrece la distribucién binomial (9 milésimas de diferencia).

De todo lo anterior cabe concluir que las probabilidades de la curva normal pueden
utilizarse para estimar (conocer de forma aproximada) las probabilidades binomiales,
lo cual contribuye a reforzar la idea ya mencionada de que la curva normal sirve como
referente de muchos de los eventos que interesa estudiar.

Puntuaciones tipicas y curva normal con SPSS

A diferencia de lo que ocurre con el procedimiento Frecuencias, que contiene opciones
para describir tanto variables categéricas como cuantitativas (ver Capitulo 3), el proce-
dimiento Descriptivos est4 disefiado Gnicamente para variables cuantitativas. Incluye
algunos estadisticos de tendencia central (media), de dispersién (amplitud total, varianza
y desviacion tipica) y de forma (asimetria, curtosis). Aunque todos estos estadisticos
también estan incluidos en el procedimiento Frecuencias, el procedimiento Descriptivos
afiade en exclusiva una opcién importante: la posibilidad de obtener puntuaciones ti-
picas (puntuaciones Z). La opcion Guardar valores tipificados como variables (disponible
en el cuadro de didlogo principal) crea en el Editor de datos una nueva variable con las
puntuaciones tipicas correspondientes a cada caso del archivo®.

Para utilizar el procedimiento Descriptivos: (1) seleccionar la opci6n Estadisticos
descriptivos > Descriptivos del ment Analizar y (2) trasladar una o mas variables a la lista
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Variables (la especificacién minima requerida es una variable numérica; la lista de va-
riables del archivo de datos ofrece un listado de todas las variables con formato numé-
rico; las variables con formato de cadena no estan disponibles).

Por 1o que se refiere a la curva normal, el SPSS incluye varias funciones para tra-
bajar con sus probabilidades. Estas funciones se encuentran en la opcién Calcular del
ment Transformar. La funcién CDF.NORMAL(y, m,s) calcula la probabilidad acumu-
lada hasta el valor y en una distribucién normal con media 2 y desviacion tipica s. Las
probabilidades de la Figura 5.4 pueden obtenerse de la siguiente manera:

CDF.NORMAIL(-0.82,0, 1) = 0.2061
1 - CDF.NORMAI(1.14, 0, 1) = CDF.NORMAL(-1.14,0, 1) = 0.1271
CDF.NORMAIL(1.14, 0, 1) - CDF.NORMAL(0.25, 0, 1) = 0.2742

Aunque en estos tres ejemplos hemos utilizado una media de 0 y una desviacién tipica
de 1, la funcién CDE.NORMAL permite elegir cualquier valor tanto para la media co-
mo para la desviacion tipica. Ademads, para trabajar con la curva normal tipificada, la
funcién CDF.NORMAL(y, m, s) puede sustituirse por CDFNORM(Z). En esta ver-
si6n abreviada de la funcién unicamente hay que indicar la puntuacién Z cuya proba-
bilidad acumulada se desea conocer.

La funcién IDF.NORMAL(p, m,s) devuelve el valor de la puntuacién que acumu-
la una probabilidad p en una distribucién normal con media m y desviacion tipica s. Asi,
por ejemplo,

IDF.NORMAL(0.2061, 0, 1) = -0.82
1 - IDF.NORMAL(0.1271,0, 1) = 1.14

Por 1ltimo, la funcién PDF.NORMAL(y,n,s) permite obtener el valor de la funcién de
densidad, es decir, la densidad que la ecuacién [5.5] asigna ay en una distribucion nor-
mal con media m y desviacion tipica s. En general, esta funcién tiene poca utilidad; lo
que suele interesar a un analista de datos es conocer la proporcion de 4rea que queda por
debajo o por encima de cada valor del eje de abscisas.

Debe tenerse en cuenta que el separador decimal que debe utilizarse en las expre-
siones numéricas del SPSS es el punto (como en una calculadora), no la coma (como
se hace al escribir en espafiol).

Apéndice 5

¢ Esta nueva variable recibe, por defecto, el nombre de la variable original mas el prefijo Z. Si el nombre de variable Las .dlstnbumones Fnr.xomlal y f‘om‘?l’ ya estudladas', noson las unll;:as dlstrlll)ucfn-es teonclas dis

que resulta de affadir el prefijo Z ya existe, entonces el nombre que recibe la nueva variable es Zsco0!; si durante 1a pomb’le.s. Enlos prox1m'0s capmflos tendr?mos OC?'SI(?H d‘? compro a.r,que, a tra 4jar con algunos
misma sesién setipifica una segunda variable, recibe el nombre de Zsco02; y asi sucesivamente hasta Zsco99 (el prefijo o estadisticos, es necesario recurrir a otro tipo de distribuciones. Podrfamos decir que, puesto que
Zsco proviene de Z score). 1 las distribuciones te6ricas de probabilidad son modelos que intentan representar el mundo real
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y el mundo real es diverso, para poder dar cuenta de diferentes aspectos de la realidad es nece-
sario recurrir a diferentes modelos.

En este apéndice se describen dos de las distribuciones de probabilidad teéricas que, junto
con la binomial y la normal, mas se utilizan al analizar datos’: la distribucién y* v la distribucién
t. En ambos casos se trata de distribuciones teéricas (también lo son la binomial y lanormal) que
no serian objeto de nuestra atencién aqui si no fuera porque estén estrechamente relacionadas con
algunos de los procedimientos estadisticos que estudiaremos.

La distribucion

La distribucién % (letra griega ji al cuadrado)?, propuesta por Pearson en 1900, se obtiene, al
igual que el resto de distribuciones teéricas, a partir de una ecuacién matematica. No obstante,
antes de ofrecer esa ecuacion vamos a intentar formamos una idea algo més intuitiva de esta dis-
tribucién. :

Supongamos que la distribucién poblacional de 1a variable Y es normal con pardmetros pi,
y ci,. Es decir, supongamos que ¥ ~ N (i, 6;). Seleccionemos aleatoriamente una observa-
¢ién de esa poblaci6én y calculemos su puntuacion tipica Z elevada al cuadrado:

¥ - )2
72 = £——;—Y)— (5.10]
Sy
Llamemos x; 2 esta transformacién. Es decir, hagamos
0 = z* [5.11]

(enseguida explicaremos el significado del subindice 1). Sigamos seleccionando una a una obser-
vaciones de la poblacion de Y hasta obtener los valores xzi = 7?2 corres%)ondientes a todos los
posibles valores Y. ;Qué podemos decir de estas nuevas puntuaciones x; ? Sabemos que, antes
de ser elevadas al cuadrado, las puntuaciones Z toman valores entre —oo y +co. Sin embargo, des-
pués de elevadas al cuadrado, todas ellas se vuelven positivas: las nuevas puntuaciones x? to-
man valores entre 0 y +co. ' )

Esta transformacién produce un cambio sustancial en la forma de la distribucién. Las curvas
de la Figura 5.7 pueden ayudar a entender este cambio. La curva de la izquierda indica que, en
una distribucién normal tipificada, el 68,26% de las puntuaciones Z se encuentra dentro del ran-
go (-1, 1); al elevar al cuadrado estas puntuaciones (curva de la derecha), todas ellas pasan a for-
mar parte del rango (0, 1). Del mismo modo, al elevar al cuadrado el 15,87% de las puntuaciones
Zmenores que -1y el 15,87% de las mayores que 1, todas ellas (31,74%) pasan a tomar valores
mayores que 1.

La consecuencia mas destacable de esta transformaci6n es que, aunque la distribucion de las
puntuaciones Z (curva de la izquierda) es simétrica, la distribucidn de las nuevas puntuaciones le

7 Todas estas distribuciones est4n relacionadas. La distribucién normal representa el limite al que tiende Ia binomial
conforme » va aumentando. Y las distribuciones y* y ¢ se derivan, ambas, de la normal. Las distribuciones binomial,
normal y y” pertenecen a una familia de distribuciones llamada exponencial.

8 Lo que aqui estamos llamando “ji-cuadrado” (%) también puede encontrarse en la bibliografia estadistica en espafiol
con el nombre “chi-cuadrado”, anglicismo innecesario e incorrecto que, sin embargo, nos veremos obligados a utilizar
por ser el que aparece en el SPSS.
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Figura 5.7. Distribucién normal tipificada (izquierda) v distribucion 2 con 1 grado de libertad (derecha)
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(curva de la derecha) es muy asimétrica’. Esta distribucién recibe el nombre de ji-cuadrado con
1 grado de libertad y se obtiene, simplemente, elevando al cuadrado las puntuaciones Z de una
distribucién normal (tal como se indica en [5.10] y [5.11]).

Supongamos ahora que en lugar de seleccionar de la poblacién de Y valores uno a uno, los
seleccionamos de dosendos (Y, e Y,) y, al igual que en [5.11], calculamos le apartirde ¥, y Zz2
a partir de Y,. Llamemos 7, a la suma de estas dos puntuaciones tipicas elevadas al cuadrado.
Es decir, hagamos

2 2. o2
2 = Zi+vZy

[5.12]
Repitiendo el proceso con todas las posibles muestras de tamafio 2 podemos obtener la distribu-
ci6én de las nuevas puntuaciones xé Todas las puntuaciones xzz son, al igual que las puntuacio-
nes le , positivas. Pero la distribucién de las puntuaciones x, es menos asimétrica que la de las
puntuaciones le (pues la probabilidad de encontrar valores comprendidos entre 0 y 1 se ha redu-
cido sustancialmente). Ahora, al sumar dos puntuaciones Z2 que.se mueven en el rango 0-1, se
obtienen puntuaciones dentro del rango 0-2. Del mismo modo, al sumar dos puntuaciones Z2 con
valores mayores que 1 se obtienen puntuaciones mayores que 2.

La distribucién resultante de esta transformacién adopta la fonma que muestra la Figura 5.8.
Recibe el nombre de distribucion ji-cuadrado con 2 grados de libertady se obtiene, simplemen-
te, elevando al cuadrado y sumando dos puntuaciones tipicas de una distribucién normal (tal co-
mo se indica en [5.12]). :

La diferencia entre las variables XZ; y xé est4 Unicamente en el nimero de puntuaciones
Z*que contribuyen al resultado. En ‘le solamente hay una puntuacion (¥) que puede variar li-
bremente (que puede tomar cualquiera de sus posibles valores) y aportar informacién nueva; por
tanto, solamente hay un dato que contribuye a generar el resultado le . En xzz hay dos puntua-

° Para entender bien esta curva hay que tener en cuenta que una densidad no es una probabilidad. Una densidad puede
tomar valores mayores que uno. En una curva normal tipificada (Figura 5.7, izquierda), todas las densidades son
menores de 0,4. Sin embargo, en la distribucidn ji-cuadrado con 1 grado de libertad (Figura 5.7, derecha), los valores
ji-cuadrado menores de 0,14 tienen densidades mayores que 1. Esta es la razén por la cual la curva del dibujo no toca
el eje vertical: habria que dibujar una curva desproporcionadamente alta y estrecha para poder representar el punto de
aproximacion. Por ejemplo, un valor ji-cuadrado de 0,01 (eje horizontal) tiene una densidad de 3,97 (gje vertical); un
valor de 0,001 tiene una densidad de 12,61; un valor de 0,0001 tiene una densidad de 39,89; un valor de 0,00001 tiene
una densidad de 126,16; etc.
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Figura 5.8. Distribucion ” con 2 grados de libertad
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ciones independientes (¥; ¢ Y,) que pueden variar libremente y generar 1nformacx6n nueva; por
tanto, hay dos datos independientes que contribuyen a generar el resultado Xz Esta es la idea
que se recoge en el concepto de grados de libertad en una distribucién ji-cuadrado: ntmero de
unidades (observaciones) independientes que, variando libremente dentro de su dominio, apor-
tan informaci6n nueva.

Los subindices que acompafian a y* indican los grados de 11bertad de la distribucién. Por
tanto, xl es una variable ji-cuadrado con 1 grado de libertad; y Xz 'es una variable ji-cuadrado
con 2 grados de libertad.

Supongamos, por iltimo, que seleccionamos » observaciones independientes de la poblacién
normal de puntuaciones Yy que, con cada una de ellas, efectuamos la transformacion

2
2 @)
2
Oy

[5.13)

(coni=1,2, ..., n). Llamemos xz,, a la suma de estas » puntuaciones Z,.z. Es decir, hagamos:
-z ' 5.14]
i1

Repitiendo el proceso con todas las posibles muestras de tamafio n se puede obtener la distribu-
ci6n de las nuevas puntuaciones x,, No obstante, para conocer esa distribucion no es necesario
seleccionar todas las posibles muestras de tamafio 7.

Sabemos que, para un tamafio muestral # dado, la funcién que asigna una densidad concreta
a cada posible valor y? viene dada por

FOR| M) = —ae— [@] P ] R (con Y20y n>1) 5.15]
2" (n/2)

(el término T(n/2) del denominador es una funcién denominada gamma; ver Winer, Brown y
Michels, 1991, pags. 852-856). Aunque es seguro que esta ecuacion puede resultar bastante de-
sagradable para muchos lectores, debe tenerse en cuenta que no serd necesario trabajar con ella
(existen tablas y programas informéticos que facilitan enormemente el trabajo). Basta con cono-
cer algunas de sus caracteristicas.
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La funcién [5.15] solamente tiene un parametro, #, el cual ya sabemos que recibe el nom-
bre de grados de libertad (recordemos que la distribucién normal tiene dos parametros: py 0'
y la distribucién binomial otros dos: n'y =). Esto significa que la forma de la distribucién de X
unicamente cambia cuando cambia ». El resto de elernentos de la ecuacién, exceptuando X,.,
constantes. :

Puesto que cada valor de 7 genera una distribucion distinta, no existe una ‘inica distribucién
%2, $ino una familia de distribuciones x?. Todas estas distribuciones son asimétricas positivas
(particularmente con pocos grados de libertad), pero el grado de asimetria se va reduciendo con-
forme va aumentando ».

En las distribuciones representadas en la Figura 5.9 se aprecia claramente este hecho: las
curvas se van ensanchando, aplastando y perdiendo asimetria conforme van aumentando los gra-
dos de libertad™.

Dadas las caracteristicas de una variable ¥2, es facil comprobar que su centro o valor espe-
rado es precisamente n (sus grados de libertad) y que su varianza es el doble de :

EQL) = vp = DECG) =
T E [5.16]
VL) = o5 = 1 V() = 2n

De la ecuacién [5.14] se deduce una interesante propiedad de las variables ji-cuadrado: la suma

de k variables ji-cuadrado es a su vez una variable ji-cuadrado cuyos grados de libertad son el

resultado de sumar los de las & variables sumadas; es decir,

2 2 2 2

Xng ¥ Xy ¥ T X, = Anpemgr e, [5.17]
Figura 5.9. Distribuciones ? con 5, 10, 15, 20 y 30 grados de libertad T
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19 Si se desea comparar las curvas de la Figura 5.9 con las curvas de las Figuras 5.7 y 5.8 para obtener una idea 1o més
exacta posible sobre la forma de la distribucién y°, debe tenerse en cuenta que las escalas del eje horizontal y del
vertical de esas curvas no son las mismas. Las curvas de las Figuras 5.7 y 5.8 est4n dibujadas utilizando la misma an-
chura en las unidades del eje horizontal y la misma altura en las unidades del eje vertical; por tanto, sus formas son
comparables. Pero en las curvas de la Figura 5.9 se ha cambiado la escala de ambos ejes. Las unidades del eje vertical
se han hecho més grandes y las del eje vertical mas pequefias para evitar tener que dibujar curvas demasiado bajas y
demasiado anchas. .
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Tabla de la distribucién x*

Por lo general, el trabajo con la distribucién 2 se limita a calcular la proporcién de 4rea bajo la
curva asociada a los valores del eje horizontal o, alternativamente, el valor concreto del eje hori-
zontal asociado a una determinada proporcion de drea bajo la curva. Al realizar esta tarea, se asu-
me que el 4rea bajo la curva vale 1y, por tanto, que hablar de proporcidn de drea es equivalente
a hablar de probabilidad.

La Tabla D del Apéndice final ofrece los valores ¢? correspondientes a algunos cuantiles.
La primera columna de la tabla recoge los grados de libertad (gl); por tanto, cada fila de la tabla
corresponde a una curva j¢ distinta. Los valores del interior de la tabla son los valores * del eje
horizontal de la curva. Para leer correctamente la tabla hay que tener en cuenta, tal como se in-
dica junto al titulo de la tabla, que los valores de las cabeceras de las columnas se refieren a pro-
babilidades acumuladas, es decir, a la proporcién de area que queda por debajo de cada valor 2.

En la tabla, el valor yZ?correspondiente al cruce entre la segunda fila (gf = 2) y la octava
columna (p = 0,95) vale 5,99. Esto significa que, en la distribucién y? con 2 grados de libertad,
el valor 5,99 acumula (o sea, deja por debajo o a la izquierda) una proporcién de rea de tamafio
0,95. Es decir,

P(x5<5,99) = F(5,99) = 0,95

Ahora bien, si por debajo del valor 5,99 queda una proporcion de area de tamafio 0,95, entonces’
la probabilidad de encontrar valores xzz menores que 5,99 vale 0,95 (esto es lo que se quiere in-
dicar al decir que proporcidn de drea es equivalente a probabilidad). Para representar este re-
sultado utilizamos la siguiente expresion:

Xzz; 095 = 5,99

Los dos subindices de y? suelen colocarse separados por un punto y coma para evitar confusiones
con la coma decimal; el primero de ellos se refiere a los grados de libertad (g); el segundo, a la
proporcién de érea que deja a la izquierda cada valor o (probabilidad acumulada): La tabla
Unicamente ofrece algunas distribuciones (hasta 30 gl) y algunos cuantiles de esas distribuciones.
Para conocer otros valores puede utilizarse un programa informético como el SPSS.

La distribucién %> con SPSS

El SPSS incluye varias funciones relacionadas con la distribucién 4 (la cual recibe el nombre
de chi-cuadrado; del vocablo inglés chi-square). Todas ellas se encuentran en la opcion Calcular
del menti Transformar. La funcion CDF.CHISQ (x, n) calcula la probabilidad acumulada hasta
el valor x en una distribucién §* con » grados de libertad. Por tanto, para calcular la probabilidad
acumulada hasta el valor 5,99 en una distribucién * con 2 grados de libertad, haremos

CDF.CHISQ(5.99, 2) = 0.95

- Restando de 1 ]a expresion anterior se obtiene la probabilidad que queda por encima de 5.99. Y

restando las expresiones correspondientes a dos valores ji-cuadrado se obtiene la probabilidad

comprendida entre ambos. La funcién IDF.CHISQ (p,n) devuelve el valor del cuantil p, es decir
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de libertad. La siguiente expresion permite conocer el valor del cuantil 95 en una distribucion o
con 2 grados de libertad!":

IDF.CHISQ(0.95,2) = 5.99

Por tltimo, ta funcién PDF.CHISQ (x,n) permite obtener el valor de la funci6n de densidad, es
decir, el valor que la ecuacién 5.15 asigna a x en una distribucién ¥* con n grados de libertad.

La distribucién t

La distribucidn ¢, propuesta por W. S. Gosset en 1908, también es conocida como distribucién
t de Student (seudénimo con el que Gosset publico sus trabajos). La funcién de densidad de esta
distribucion viene dada por

CI0+1)/2] (g4 22 | -
s = TV (5.18]
T [n/2] yn= (efm \

La forma de esta funcién de densidad tinicamente cambia cuando cambia el valor de 7 (para un
determinado valor de n, todos los elementos de la ecuacion son constantes excepto los valores
t cuya densidad se desea conocer). El tinico parametro de la furicién es n. Y, al igual que en la
distribucién ji-cuadrado, n representa los-grados de libertad. Esto significa que no existe una
Unica distribucién ¢ sino una familia de distribuciones, todas las cuales se derivan de la funcién
[5.18] as1gnando valores a t; la forma exacta de esas dlstnbucmnes depende del pardmetro # (los
grados de hbertad)

Unarépida inspeccion de la funcién [5.18] permite comprobar que a los valores ¢ que tienen
el mismo valor absoluto se les asigna la misma densidad (pues el valor ¢ est4 elevade al cuadra-
do). Ademds, la densidad mas alta corresponde al valor £ = 0 (pues el resultado de elevar un ni-
mero a una potencia negativa es tanto mayor cuanto mas proximo & cero estd el nimero) y va dis-
minuyendo conforme ¢ se va alejando de cero. De estas dos consideraciones se desprende que la
curva resultante de [5.18] es simétrica respecto de su centro (que vale cero), unimodal (la densi-
dad més alta corresponde al valor central) y con forma de campana (las densidades van dismi-
nuyendo conforme se alejan del centro). Y sabemos que, aunque su centro vale cero, su varianza
esté relacionada con los grados de libertad:

0

EQ) =
V() =

< [5.19]

i

n/(n-2) (paran>2)

Es decir, todo en la distribucién £ es exactamente igual que en la curva normal tipificada excepto
la varianza (1 frente a n/(n - 2); ver, por ejemplo, Hogg y Craig, 1970, pags. 166-167).

La formula de la varianza de ¢ fevela algo muy importante: su valor es tanto menor cuanto
mayor es el tamafio muestral (pues la diferencia relativa entre ny n - 2 es tanto menor cuanto
mayor es n). De hecho, el valor de la varianza de ¢ se va aproximando a 1 conforme va aumentan-

" Debe tenerse en cuenta que ¢l separador decimal que debe utilizarse en la expresiones numéricas del SPSS es el

el valor de la puntuacién que acumula una probabilidad p en una distribucién %* con n grados punto (como en una calculadora), no la coma (como se hace al escribir en espatiol).
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. , . ‘da que
do n; y esto significa que la curvazseva pareciendo més y mas a la curva normal a medida g

aumentando el tamafio muestral 7. .
“ En la Figura 5.10 esta representada una curva f con 2 grados de libertad (£,), otra con 5

grados de libertad (f5) y una distribucién normal tipificada N(0, }): Con pocos grados de libertadl,
la distribucién ¢ es algo mas ancha y aplastada que la normal tipificada (respecto de la normla s
la proporci6n de rea €s mayor en las colas y menor en el cer.m-o). Pero, f:onfonne aum;:nﬁandps
grados de libertad, la forma de la distribucion ¢ se va aproximando répzd'am.ente.a la de la dis-
tribucién normal. A partir de 10 grados de libertad (ver Figura 5.11), 1a distribucién ¢ apenas se
distingue de la normal tipificada. . ) .

* Hlliiuisten algunas transformaciones muy utilizadas al analizar fiatos que se aJus@ 2 le?ddliv
tribucion teérica que se deriva de la funcion [5.18]. Por ejemplo, si una yanable Zz ilsu"xbg; Zn_
(0, 1) y una variable xf, distribuida segim ji-cuadrado con 7 grados de libertad, ambas indep
dientes, se combinan de la siguiente manera:

z [5.20]

se obtiene una variable T cuya funcién de densidad es la deﬁnida en[5.18]. De.hecho, no ets"1 in-
frecuente encontrar que, para definir la distribucién ¢, se utiliza la transformacién pI‘Op}lCS en
[5.20]. Més adelante se discuten algunos detalles relacionados con esta transformacion (ver

Apéndice 9).

T =

Figura 5.10. Distribucion normal tipificada junto con dos distribuciones f (2 y 5 grados de libertad)
A1)

0.4

0,21

0,0-

Figura 5.11. Distribucion normal tipificada junto con dos distribuciones f (10 y 20 grados de libertad)

Y

0,4J

0,2

0,0
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Tabla de la distribucién #

Al igual que con el resto de distribuciones estudiadas, el trabajo con la distribucion ¢ suele limi-
tarse a calcular la proporcién de 4rea bajo la curva asociada a diferentes valores del eje horizontal
o, alternativamente, a encontrar el valor concreto del gje horizontal asociado a una determinada
proporcién de drea bajo la curva. Para esta tarea, seguimos asumiendo que toda el 4rea bajo la
curva vale 1 y, por tanto, que hablar de proporcién de drea es equivalente a hablar de probabi-
lidad. )

La Tabla E del Apéndice final ofrece algunos cuantiles de la distribucién . La primera co-
lumna de la tabla contiene los grados de libertad (g/); por tanto, cada fila de la tabla recoge una
curva ¢ distinta; y de cada curva  ofrece solamente algunos cuantiles (Jos mds utilizados). Los
valores del interior de la tabla son los valores ¢ del eje horizontal.

Para leer correctamente la tabla hay que tener en cuenta, tal como se indica en el titulo de
la tabla, que las cabeceras de las columnas son probabilidades acumuladas: las proporciones de
area que quedan por debajo de los correspondientes valores del eje horizontal.

Consultando la tabla podemos comprobar que el valor correspondiente al cruce entre la cuar-
tafila (gl =5) y la octava columna (p = 0,95) vale 2,015. Este resultado indica que, en la distri-
bucién £ con 5 grados de libertad, el valor 2,015 acumula (deja por debajo de si o a la izquierda)
una proporcién de drea cuyo tamafio es 0,95:

P(t;<2,015) = F(2,015) = 0,95

Por tanto, si por debajo del valor 2,015 queda una proporcion de drea de tamafio 0,95, entonces
la probabilidad de encontrar, en esa distribucidn, valores ¢ menores que 2,015 vale 0,95. Para
representar este resultado utilizamos la expresién ‘

f5.005 = 2,015

El primer subindice de ¢ se refiere a los grados de libertad (g/); el segundo, aTa proporcion de
4rea que deja a la izquierda ese valor ¢ (probabilidad acumulada).
La tabla Gmicamente ofrece algunos valores de la distribucién; en concreto los valores de

ambas colas: del percentil 0,1 al 10 y del 90 al 99,9. Como la distribucién es simétrica, se ve-
rifica ’

t

gty = 7,

ghl-p

Asi, por ejemplo, el valor que acumula una probabilidad de 0,05 en la distribucién 7 con 5 grados
de libertad es, cambiado de signo, el mismo que acumula una probabilidad de 0,95:

Is.00s = “Is005 = -2,015

La distribucion 7 con SPSS

La opci6n Calcular del menti Transformar incluye algunas funciones relacionadas con la curva t.
La funcién CDF.T (7, n) calcula la probabilidad acumulada hasta el valor ¢ en una distribucién
con n grados de libertzd. La probabilidad acumulada hasta el valor 2,015 en una distribucién ¢
con 5 grados de libertad vale 0,95. Para calcular esta probabilidad haremos

CDF.T(2.015,5) = 0.95
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Restando de 1 la expresion anterior se obtiene la probabilidad que queda por encima de 2.015:
1 - CDF.T(2.015,5) = CDF.T(-2.015,5) = 0.05

Y restando las expresiones correspondientes a dos valores £ se obtiene Ia probabilidad compren-
dida entre ambos:

CDF.T(2.015, 5) - CDF.T(-2.015,5) = 0.90 ) 5
La funcién IDF.T (p, r) devuelve el valor del cuantil p, es decir, ]a puntuacion que acumula una

probabilidad p en una distribucién # con # grados de libertad. La sig\{iente expresion permite co-
nocer el valor del cuantil 95 en una distribuci6n ¢ con 5 grados de libertad:

IDF.T(0.95,5) = 2.015

Por tltimo, la funcién PDF.T (2, n) permite obtener el valor de la funcién de de'nsidad, es decir,
¢l valor que la ecuacion [5.18] asigna a ¢ en una distribucién con # grados de libertad.

Ejercicios

5.1.

5.2.

Soluciones en www.sintesis.com

La siguiente tabla recoge las puntuaciones obtenidas al aplicar una prueba de seleccién (¥) alos
20 candidatos a un puesto de trabajo (las puntuaciones estan ordenadas de menor a mayor):

Candidatos 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Y 2 710 11 13 14 15 15 16 16 17 17 17 18 18 18 18 19 19 20

En el capitulo anterior ya hemos calculado la media (15) y la desviacién tipica (4,51) de estas

puntuaciones.

a. (Qué puntuacién tipica corresponde al quinto candidato? '

b. Enunacurvanormal, una puntuacion tipica como la obtenida en el apartado anter}or acumula
una probabilidad de 0,33. ;Ocurre eso mismo en la distribucién de las puntuaciones de los
20 candidatos? . ’

¢. Laspuntuaciones originales de la prueba de seleccién oscilan entre 0y 20 puntos ;Qué puede
hacerse con estas puntuaciones para que tomen valores entre Oy 1.0(‘).

d. ;Qué tipo de transformacion puede aplicarse a las puntuaciones originales para que queden
expresadas en una escala con media 5 y desviacion tipica 27 )

e. (Cambian las puntuaciones tipicas originales al aplicar la transformacién del apartado
anterior? ) )

7. {Es buena idea aplicar a las puntuaciones originales (que varian entre 0 y 20 puntos) la
transformacion del apartado d?

El responsable de seleccionar entre los aspirantes a un puesto de trabajo, adexpés de la prueba de
seleccion del ejercicio anterior, con media 15 y desviacién tipica 4,51, ha utilizado otra prueba
en la que los sujetos han obtenido una media de 8 y una desviacion tipica de 3,24.
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a. (Como se pueden combinar las puntuaciones de ambas pruebas si se quiere obtener para cada
sujeto una puntuacién final en la que ambas pruebas tengan el mismo peso?

b. Si se considera que la primera prueba es el doble de importante que la segunda, ;cémo se
pueden combinar las puntuaciones de ambas pruebas para obtener una puntuacion final en
la que la primera prueba tenga el doble de peso que la segunda?

¢. Un sujeto ha obtenido una puntuacién de 14 en la primera prueba y una puntuacién de 9 en
la segunda; otro sujeto ha obtenido las puntuaciones 17 y 6. Combinando ambas puntuacio-
nes de tal modo que ambas tengan el mismo peso, jcual de los dos sujetos tendra una pun-
tuaci6n final mayor? '

d. Seguimos con los dos sujetos del apartado anterior. Combinando sus puntuaciones de tal mo-
do que la de la primera prueba tenga el doble de peso que la de la segunda, ;cuél de los dos
sujetos tendrd una puntuacién final mayor? )

e. (Qué debehacernuestro responsable de seleccion para que las puntuaciones finales obtenidas
en cualquiera de los apartados anteriores queden expresadas en una escala con media 100 y
desviacién tipica 20?

Conocemos algunas puntuaciones de una muestra de 5 sujetos en una variable cualquiera Y.
Sabemos que la media de los 5 sujetos vale 15 y la desviacién tipica 4. Y conocemos la puntua-
ci6n directa de uno de ellos, la puntuacién diferencial de otro, la puntuacion tipica de otro y la
puntuacion transformada X'= 50+ 10 Z, de otro. Completar la tabla.

Sujetos Y ty Z, X )
1 mw oy )y ()
2 () 0o () ()
3 ¢y )y 05 )
4 ¢y )y 45
5 ) )y ) 0

El siguiente conjunto de-puntuaciones procede de una muestra de 10 pacientes a los que se ha
administrado la escala de depresion de Hamilton antes (¥,y,.) ¥ deSpués (Yy.q,.) de recibir un
tratamiento antidepresivo:

Pacientes 1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 Media  Desv. tip.

Yo 9 8§ 21 14 3 17 14 33 22 19 16 8,5
Ve 10 2 11 6 3 10 3 15 8§ 12 8 437

a. Sila puntuacién directa de un paciente cualquiera es mayor en el momento antes que en el
momento después, ;también su puntuacién tipica serd mayor en el momento antes que en el
momento después? Después de razonar la respuesta, calcular las puntuaciones tipicas del
décimo paciente en ambos momentos.

b. Siun paciente obtiene un puntuacion tipica mayor que otro en el momento antes, ;también
el percentil del primero serd mayor que el del segundo?

¢. Sila puntuacién directa de un paciente en el momento anfes es mayor que su puntuaciéon
directa en el momento después, jtambién tendrd un percentil mayor en el momento antes que
en el momento después?
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d.

Una forma habitual de valorar el cambio que experimentan los sujetos tras ?l ﬁatarryento
consiste en restar las puntuaciones de ambos momfenlos: }.’ms—'Ydespus. Se oibtlcnzr.x asi u:i
nuevas puntuaciones (Dy= diferencias) cuya magmtuq y si gnf) }nforman de cam u; :;gf o
mentado. Si se tipifican estas diferencias, ¢las puntuaciones tipicas resultantes sigu

del cambio experimentado? )
1’Sniiu:xilolugar de tipiﬁcalz las diferencias del apartado anterior, promero se ialz(:ular_x ;as p:)nn.x:(;
ciones tipicas de ambos momentos Zoies Y despl,&) y llfego se restan (D, —t-) ntes ;:Xé, S; i
sigue obteniendo informacién sobre el cambio expenment'ado enute ambos ?;)rr;nda (ie y
Si se comparan las medias de los momentos antes'y despu_es se obtiene ur;a 18er cade e
- § = 8 puntos, lo cual indica que las puntuaciones han bajado, en prome o, ;;;x(li i(;e;enda
tipifican primero las puntuaciones de ambos mc?mentos y después se obtiene
entre las medias, ;se llega a una conclusion equivalente?

5.5. El objetivo de este ejercicio es el de familiarizarse con la. t?.bla de la curva norrflal tipificada
- (Tabla C del Apéndice final). En la mayoria de los gjercicios en 1(.)3. que interviene la curva
normal es necesario recurrir a las probabilidades de la curva normal tipificada. Vamos a comen-
zar utilizando dibujos de la curva.

5.6.

a.

b.

Averiguar qué proporcién de 4rea corresponde a cada una de las zonas sombreadas en las
siguientes distribuciones:

1 v o 124 071 092

Averiguar qué puntuaciones tipicas corresponden a las areas marcadas en las siguientes

distribuciones:

Seguimos intentando familiarizarnos con el uso de la tabla de la curva normal tipificada, pero
ahora sin la ayuda de dibujos. Averiguar qué probabilidad corresponde a cada una de las si-
guientes expresiones:

~ o0 TH P RN &R

P(Z<0) j. P@Z>-125) r. P(~0,50<Z<0,50)
P(Z<-0,50) k P(0<Z<0,50) s. P(-1,82<Z<0,50)
P(Z<-1,82) L P(0<Z<2,15) . P(~0,50<Z<1,83)
P(Z<0,50) m. P(0,50<Z<2,15) u. P(-1,60<Z<1,82)
P(Z<1,82) n. P(122<Z<2,15) v. P(Z<-1,82)+P(z>0)25
P(Z>0) . P(-0,50<Z<0) w. P(Z<-1,82)+P(Z>125)
P(Z>0,50) 0. P(-1,60<Z<6) x. P(Z<0)+P(Z>O,52)
P(Z>125) p. P(-1,60<Z<-0,50) y. P(Z<095)+P(Z>2,15)
P(Z> -0,50) g. P(-2,15<Z<-1,60) 2. P(Z<0)+P(Z>0)
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*5.7. Para terminar con este intento de familiarizarnos con el uso de la tabla de la curva normal tipi-

5.11.

5.12.

5.13.

5.8.

5.9.

5.10.

ficada, averiguar qué valor toma cada una de las siguientes puntuaciones tipicas:

a. Zoons fz 0,1003 k Z 0,9495
Z o052 & Zoasia L Zogso
¢ Zoone Zy 5000 m. Z o900
Zoaaso L Zg s . Zygou
e. Zypses Jo Zogw A Z g g0

Si las puntuaciones directas de cinco sujetos se transforman en puntuaciones tipicas, jentra den-
tro de lo posible que esas puntuaciones tipicas sean -2, -1, 0, 1 y 2? Justificar la respuesta.

Las puntuaciones (CI) que ofrece el WAIS (Wechsler Adult Intelligence Scale) se distribuyen

normalmente y estan transformadas para que la media valga 100 y la desviacién tipica 15. Esto
supuesto:

a. {Qué puntuacidn tipica corresponde a un sujeto que obtiene una puntuacién directa de 130?

b. ;Qué porcentaje de sujetos queda por encima de esa puntuacién?

¢. (Entre qué puntuaciones (CI) se encuentra el 95% de los sujetos?

d. ;Qué puntuacién corresponderia al sujeto que ha obtenido un CI de 130 en una escala con
media 5 y desviacién tipica 1,5?

e. Queremos utilizar las puntuaciones de la escala WAIS para clasificar a los sujetos en cinco
grupos de inteligencia: muy baja, baja, media, alta, muy alta. El criterio para formar estos

grupos es que los grupos extremos contengan el 5% de los casos y el grupo central el 50%.
$Qué valores (CI) deben utilizarse como puntos de corte?

El tiempo necesario para completar un examen académico (¥) se distribuye normalmente con
una media de 120 minutos y una desviaci6n tipica de 20 minutos.

a. Qué porcentaje de estudiantes cabe esperar que haya completado el examrerralcabo de dos

horas?

b. ;Qué porcentaje de estudiantes cabe esperar que haya completado el examen al cabo de 100
minutos?

¢. ¢Cuénto tiempo debe durar el examen para que le détiempo a terminarlo al 85% de los es-
tudiantes? i

En una curva normal con media y desviacién tipicas desconocidas, jcudl es el porcentaje de
puntuaciones que se aleja de la media més de dos desviaciones tipicas?

Un conjunto de 1.000 puntuéciones que se distribuyen normalmente. Sabemos que por debajo
de la puntuacién ¥, = 147 hay 63 puntuaciones y que por encima de la puntuacién ¥, =541 hay
8 puntuaciones. ;Cuanto valen la media y la desviacion tipica de esas 1.000 puntuaciones?

Consideremos dos distribuciones normales distintas (;, ¥,), ambas con medias y desviaciones

tipicas desconocidas. Al seleccionar al azar dos puntuaciones, una de cada distribucién:

a. ;Cudl es la probabilidad de que ambas se encuentren entre los percentiles 25 y 75 de sus

respectivas distribuciones?

¢ Cual es la probabilidad de que ambas sean mayores que sus respectivas medias?

¢. ¢Cuél es la probabilidad de que ambas estén situadas a més de dos desviaciones tipicas por
encima de su respectiva media?
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5.14.

5.15.

5.16.

5.17.

5.18.

En una distribucién normal cuyo percentil 90 vale 40, las puntuaciones directas 2 12.15 que corres-
ponden las puntuaciones tipicas -1y 1 estan separadas 20 puntos. Calcular lamediay la desvia-

cion tipica de la distribucion.

Al encuestar a una muestra aleatoria de 50 personas, cudl es la probabilidad de que mds de la
mitad se manifieste en contra de la eutanasia si, en la poblacién de donde procede esa muesira,
el 40% de las personas estd en contra de la eutanasia.

Con un tratamiento convencional de la adiccion al alcohol se viene obteni.endo un40%de r.esul-
tados positivos. Un nuevo {ratamiento en fase experimental ha conseguido 25 Tecuperaciones
al aplicarlo a 40 pacientes con adiccién al alcobol. ;Qué sugiere este resultado?

Una prueba de rendimiento esta formada por 30 preguntas, cada una de las cuales consta de 2

alternativas de respuesta de las que solamente una s correcta. Teniendo en cuenta 91.16 lares-

puesta que se da a cada pregunta s independiente de la respuesta que da a las demas:

o Si un sujeto responde al azar 2 las 30 preguntas fiel examen, {cudl es el valor esperado de
la variable n, = “ntimero de aciertos”? ;¥ la varianza?

b. Cudl es la probabilidad de acertar, por azar, mas de 20 preguntas?

Un examen de Andlisis de Datos consta de 30 preguntas con 5 alternativas de respuesta de las
que solamente una es correcta. Para seleccionar un punto de cqrte con el que aprobar a los es-
tudiantes se ha utilizado un criterio basado en el ntimero de a01.ertos por azar. En concreto, s¢
tiene intencién de aprobar a los estudiantes que tengt}n.més aciertos que los que cabe ’espergr
simplemente respondiendo al azar. Para ello se ha decidido colocar el punto de corte %hbq;).g 3
obtener por azar un numero de aciertos igual o mayor que ese punto tenga una probaol ida
menor que 0,05. ;Cual es ese punto de corte?

Aunque ya hemos hablado del concepto de distribucion de probabilidad, es necesario
volver de nuevo sobre él. Su rol dentro de la estadistica es lo bastante importante como
para que todo analista de datos esté especialmente familiarizado con él.

Recordemos que una tabla de frecuencias contiene informacién sobre la forma de
la distribucién de una variable categérica (ver Capitulo 3). M4s concretamente, las fre-
cuencias relativas (proporciones) de una tabla de frecuencias indican con qué proba-
bilidad cabe esperar encontrar cada uno de los valores de la variable. )

Si sabemos, por ejemplo, que el 30% de las personas de un determinado colectivo
son fumadoras, entonces sabemos que la probabilidad de que una persona aleatoria-
mente seleccionada de esa poblacion sea fumadora vale 0,30. En este sentido, una ta-
bla de frecuencias relativas puede concebirse como una distribucién de probabilidad,
es decir, como una distribucién que contiene todos los valores de la variable junto con
la probabilidad asociada a cada uno de ellos.

Esto mismo vale también para las variables cuantitativas. Por ¢jemplo, cuando se
mide la estatura en un grupo de sujetos y con los valores obtenidos se construye un his-
tograma (ver Capitulo 4), estamos captando la forma de la distribucién; y las frecuencias
relativas asociadas a cada valor o rango de valores estén indicando con qué probabilidad
cabe esperar encontrar cada uno de ellos. :

Ahora bien, en ambos casos estamos hablando de distribuciones empiricas, es
decir, de distribuciones construidas a partir de los datos observados. Pero sabemos que
también existen distribuciones-teéricas como la binomial o la normal. Es decir, sabe-
mos que existen distribuciones que, aunque no estdn generadas a partir de los datos sino
apartir de una funcién matemdtica, son representaciones de los datos que tienen la enor-
me utilidad de ayudar a interpretarlos mejor. Algunas de estas distribuciones, llamadas
distribuciones muestrales, desempefian un rol esencial en el andlisis de datos.




166 Anélisis de datos (vol. /)

Qué es una distribuciéon muestral

Las distribuciones de probabilidad, las empiricas y las tedricas, son importantes porque
contienen toda la informacién relativa a una variable. Una distribucién de probabilidad,
(los valores de la variable combinados con la frecuencia con la que se da cada uno-de
ellos), informa sobre el centro, la dispersién y la forma de la distribucién; y eso, ya lo
sabemos, es todo lo que necesitamos para caracterizar una variable.

Lo que interesa destacar en este momento es que los estadisticos son variables. Y
como variables que son, tienen, al igual que cualquier otra variable, su propia distribu-
cién de probabilidad. Pues bien, el término distribucién muestral se refiere a la dis-
tribucién de probabilidad (o de densidad) de un estadistico. Por tanto, una distribucién
muestral puede definirse como:

Una distribucion tedrica que asigna una probabilidad (o una densidad) concreta

a cada uno de los valores que puede tomar un estadistico en todas las muestras del

mismo tamafio que es posible extraer de una determinada poblacion.
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aunqug solamente en una de las 25 muestras se obtiene elvalor Y=1, el valor Y =2.5
se obtiene en cuatro de ellas. Esto significa que el estadistico ¥ puede tomar el misrr;o
valor en més de una muestra, pero también significa, y esto es o realmente nos intere-
sa def-acar €n este momento, que, aunque las 25 muestras son equiprobables (pues to-
cias tienen la misma probabilidad de ser elegidas), los posibles valores del estadistico
Y no lo son: hay unos valores de ¥ que son mas probables que otros porque unos pueden
obtenerse en un mayor mimero de muestras que otros. Puede comprobarse en la tabla
que, efectivamente, hay més muestras en las que se obtiene, por ejemplo, ¥ = 2,5 que
}" =1,5; también puede comprobarse que los valores =1 ¢ 7 = 5 son los que ;e ob-
tienen en un menor mimero de muestras y que el valor ¥ =3 es el que se obtiene en un
mayor nimero de muestras.

Estas consideraciones sugieren que los datos de la Tabla 6.1 pueden resumirse tal
como se muestra en la Tabla 6.2. Esta tabla contiene los diferentes valores que puede

Tabla 6.1. Muestras de tafngﬁo =2 que es posible extraer con reposicién de una poblacién de N= 5
elementes, valor del estadistico media ) en cada muestra y probabilidad asociada (f) a cada valor Y

El concepto de distribucién muestral desempefia un rol esencial en el anélisis de datos. Muestr ’ A —
Como tal, merece una atencién algo detallada. uestras _ Valores muestrales * ¥ J)
1 L1 1 1/25

2 .

Un caso concreto ; 11 ; 12’-5 ;; ;155
Uno de los estadisticos mas Gtiles y utilizados en el contexto de la inferencia estadistica ;‘ ; : 2,5 1725
es lamedia aritmética: Y. Y ya sabemos que, en cuanto estadistico que es, su valor con- p 2’ X 3 1/25

creto depende de la muestra concreta en la que se calcula. ; - 1,5 /25 _

De una poblaci6n cualquiera es posible extraer més de una muestra de tamafio 7 (en s 2’ 3 2 1/25 — -

una poblacion infinita es posible extraer infinitas muestras de cualquier tamafio). Si en 5 S 25 1/25
cada una de esas muestras se calcula Y, podremos comprobar que no siempre toma el 0 . 2’ S 3 1/25.
rBismo valor, sino que varia de una muestra a otra. Estos posibles valores del estadistico 1 3’ . 35 . U325
Y constituyen su distribuciéon muestral. 1 3> ) 2 1/25
_ Veamos con un ejemplo cémo se construye la distribucion muestral del estadistico 15 » 3’ ; 25 1725
Y. Imaginemos una poblacién formada por N = 5 puntuaciones: ¥; = {1, 2, 3, 4, 5}. Si ” ’ 3 1725
de esa poblacion se seleccionan aleatoriamente y con reposicién todas las posibles 3,4 3,5 1/25
muestras de tamafic n = 2, se obtendran N” = 5% = 25 muestras distintas (variaciones ;2 3.5 4 /25
con repeticion de N elementos tomados de » en »), todas las cuales tendran la misma 17 j ; 2’5A 1/25
probabilidad de ser elegidas: 1/25 (principio de indiferencia; ver, én el Capitulo 2, el 18 4’ 3 1725
apartado Probabilidad). Calculando ahora el estadistico ¥ en cada una de esas 25 mues- Io 4’ i 3,5 1/25
tras se obtendran los resultados que muestra la Tabla 6.1. B 20 > 4 1/25
La Tabla ofrece las 25 muestras posibles y el valor que toma el estadistico Y en ca- o 45 4,5 1/25
da una de ellas'. En estos resultados pueden apreciarse diferentes cosas. Por ejemplo, ;2 : ; 335 ij ;g
1 . . . . A . . 23 5 3 4 1/25
‘El gemplc; utxlxzafio en este apart?do esa todas luces un ej.emplo irreal sin ninglin upo. de relacx().n con la inves- 24 5 4 45 125
tigacion aplicada. Sin embargo, su simplicidad le confiere la virtud de permitir explicar fcilmente ] importantisimo 25 5’ s ; oe

concepto de distribucion muestral.
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Tabla 6.2. Distribucion muestral de la media () formada a partir de los datos de la Tabla 6.1

N°de muestras Y §102)
1 1 1/25
2 1,5 2/25
3 2 3/25
4 25 4/25
5 3 5/25
4 3,5 4/25
3 4 3/25
2 45 2/25
1 5 1/25

1

tomar el estadistico ¥ (todos los posibles) junto con la probabilidad o frecuencia relati-
va asociada a cada uno de ellos (el nimero de muestras en las que puede aparecer cada
valor dividido por el ntimero total de muestras). Por tanto, esta tabla contiene la distri-
bucion muestral del estadistico media; mas concretamente, la distribucién muestral del
estadistico media en muestras de tamafio » =2 extraidas de una poblacién de N =5 ele-
mentos.

La distribucién muestral de la media puede obtenerse, como veremos a continua-
cién, por procedimientos puramente matematicos, sin necesidad de tener que extraer to-
das las posibles muestras de tamafio z (cosa que, por otra parte, €s impensable con una
poblacion infinita). Sin embargo, obtener una distribucion muestral a partir de todos sus
posibles valores en muestras de tamafio n tiene la ventaja de ayudar a reparar en ciertos
detalles que de otro modo podrian pasar desapercibidos. En {a Tabla 6.2 puede compro-
barse, por ejemplo, que el valor de ¥ que tiene asociada la probabilidad més alta es 3,
valor que, curiosamente, coincide con la media de la poblacién:

py= (1+2+3+4+5)/5 =3

También puede comprobarse, por ejemplo, que la distribucion tiene forma simétrica
(con el centro en el valor 3); y que los valores maés alej ados del centro son los que tienen
asociadas probabilidades mas pequefias.

Continuando con nuestra aproximacién intuitiva al concepto de distribucién mues-
tral hemos elaborado el grafico que muestra la Figura 6.1. Este grafico ilustra cémo se
llega a la distribucion muestral del estadistico ¥ seleccionando todas las posibles mues-
tras de tamafio 2 de una poblacién de 5 elementos equiprobables y calculando el estadis-
tico ¥ en cada una de ellas. El grafico también ilustra un hecho peculiar: la forma de la
distribucién muestral del estadistico ¥ no se parece a la de la distribucién poblacional
de la variable ¥: aunque ésta es uniforme (los 5 elementos poblacionales son equipro-
bables), la distribucién muestral de ¥ tiene forma de campana (se parece a una distribu-
cién normal). :
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Figqra 6.1. Procedimiento seguido para obtener la distribucién muestral del estadistico media (Y) a
partir de todas las muestras de tamafio n = 2 que es posible extraer, con reposicion, de una poblacion
formada por los niimeros 1, 2, 3, 4 y 5 (figura adaptada de Kirk, 1978, pag. 205)

Distribucién poblacionalde ¥; { }11: =3
oy=2
bty
1/5
0 + + t t + Y
1 2 3 4 5

Y
Se extraen todas las posibles muestras de tamafio n =2

Y

Muestra 1 N Muestra2 Muestra3
A0 A0 A M Ay Muesm
12345 12345 12345Y 12345Y

Y Y y Y

En cada muestra secalcula el estadistico ¥ ]

]

£7) Distribucién muestraldel estadistico ¥ { H
5125

4/25
3725 4
2/25 4
1/25 -+

0 |_.‘ ——| Y

10 1,5 20 25 30 35 40 45 50
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Otro caso concreto

Lo que acabamos de hacer con el estadistico ¥ puede hacerse con cualquier otro esta-
distico: cualquier otro estadistico que decidamos calcular tomara diferentes valores en
las diferentes muestras de tamaiio » que puedan extraerse de una poblacién y eso permi-
tird determinar su distribucion de probabilidad, es decir, su distribucién muestral.

Consideremos ahora una poblacion de N = 10 personas formada por 6 hombres y
4 mujeres, y extraigamos de ella aleatoriamente y con reposicién muestras de tamafio
n=3. Como el muestreo realizado es con reposicion, el primer elemento muestral puede
ser cualquiera de los 10 posibles; el segundo, también cualquiera de los 10 posibles; y
el tercero, también cualquiera de los 10 posibles. Por tanto, aplicando el principio fun-
damental de la combinatoria (ver Apéndice 1), el nimero de muestras posibles serd de
10%10x10 = 1.000 (es decir, variaciones con repeticién de 10 elementos tomados de
3 en3: N"=10%=1.000). Estas 1.000 muestras posibles son las que recoge la Tabla 6.3.

En este nuevo escenario ya no es posible definir el estadistico media (Y) pues no
tiene sentido calcular la media de HHH, o de HHM. Pero si se puede definir, por ejem-
plo, el estadistico »;, = “niimero de hombres en la muestra”. Dependiendo de la muestra
elegida, puede ocurrir que no haya ningtin hombre, que haya uno, que haya dos o que
los tres sean hombres; por tanto, en una muestra cualquiera de las 1.000 posibles, #,,
puede tomar los valores 0, 1, 2 o 3. La Tabla 6.3 recoge estos valores.

También es posible definir otro estadistico estrechamente relacionado con ny, en
concreto: Py = “proporcién de hombres en la muestra”. Los valores de P, dependen de

Tabla 6.3. Muestras de tamafio n = 3 que es posible extraer con reposicion de una poblacion
de N =10 personas de las que 6 son hombres y 4 son mujeres (H = hombre, M = mujer)

1¢ 28 3 N°de N°de Proporcion de
extraccién  extraccién  extraccién  muestras®  hombres (n;)  hombres (P,)

H H H 216 3 3/3

H H M 144 2 2/3

H M H 144 2 2/3

M H H 144 2 2/3

H M M 96 1 1/3

M H M 96 1 1/3

M M H 96 1 1/3

M M M 64 0 0/3

1000

2 Losresultados de la columna “niimero de muestras™ pueden obtenerse facilmente aplicando el teorema fundamental
de la combinatoria (ver Apéndice 2). Asi, por ejemplo, en la muestra formada por un hombre, una mujer y otro hom-
bre (HMH), tendremos que el primer suceso (H) puede ocurrir de 6 maneras (pues hay 6 hombres en la poblacién);
el segundo suceso (M) puede ocurrir de 4 maneras (pues hay 4 mujeres en la poblacion); y el tercer suceso (H) puede
ocurrir de 6 maneras (pues hay 6 hombres en la poblacién y el muestreo es con reposicion). Por tanto, los tres su-
cesos juntos pueden ocurrir de 6 x 4 x 6 = 144 maneras.
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los que tome ny, pues Py no es més que una transformacioén de n;,. La Tabla 6.3 tam-
bién muestra los posibles valores de P,

Hemos definido dos estadisticos (n, y Pj,), pero todavia no hemos definido ningu-
na distribucion muestral. Para ello es necesario asociar a cada valor de n,, o de P, su
correspondiente probabilidad (frecuencia relativa). Y la Tabla 6.3 contiene toda la in-
formacién necesaria para hacerlo. Con esa informacién se han construido las distri-
buciones muestrales que ofrece la Tabla 6.4. La columna f(n,) = f(P,) contiene las
probabilidades (frecuencias relativas) asociadas a los estadisticos n, y Py, respectiva-
mente. Asi, por ejemplo, en la Tabla 6.3 hay 3(144) = 432 muestras en las que el ni-
mero de hombres es 2. Esto est reflejado en la Tabla 6.4 en el hecho de que la probabi-
lidad de que 7, tome el valor 2 o Py, el valor 2/3 vale 432/1.000 = 0,432. Obviamente,
J(ny) = f(Py) porque hablar de la probabilidad de que en una muestra de 3 personas
aparezcan n, = 2 hombres es exactamente lo mismo que hablar de la probabilidad de
que, en esa misma muestra, la proporcion de hombres sea Py, = 2/3.

En el apartado anterior hemos comprobado que el valor més probable del estadisti-
co media (), es decir, su valor esperado, coincidia con su correspondiente parametro
(pty). Con el estadistico proporcién ocurre lo mismo (en realidad, una proporcién no es
otra cosa que una media). Recordemos que la poblacién esta formada por 10 personas
de las que 6 son hombres..Por tanto, la proporcién de hombres en esa poblacion vale
ny = 6/10 = 0,6. Pues bien, en la distribucién muestral de P, (ver Tabla 6.4) ocurre
que el valor esperado del estadistico P, es justamente el parametro Tyt

EPy) = Y. Py f(Py) = (0/3)0,064 + (1/3)0,288 + (2/3)0,432 +(3/3) 0,216 = 0,60

De nuevo puede constatarse que una distribucién muestral contiene la probabilidad
asociada a cada uno de los valores que puede tomar un estadistico en fodas las posi-
bles muestras de tamafio ». Asi, por ejemplo, si de una poblacién formada por 10 perso-
nas, 6 hombres y 4 mujeres, extraemos aleatoriamente una muestra de tamafio 3, sabe-
mos que lo mas probable (0,432) es que la proporcién de hombres en esa muestra valga
Py =2/3=0,67 (0, lo que es lo mismo, ny =2). También sabemos, por ejemplo, que
es muy poco probable (0,064) que ninguna de las tres personas elegidas sea un hombre
(ny = Py = 0). Etcétera.

Tabla 6.4. Distribucion muestral de los estadisticos n, = “nimero de hombres”
y P,,= “proporcion de hombres” obtenida a partir de los datos de la Tabla 6.3

ny Py Slng) = f(Pg)

0 0/3 64 /1.000 = 0,064
1 1/3 228 /1.000 = 0,228
2 2/3 432/1.000 = 0,432
3 3/3 216/1.000 = 0,216

1
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El caso general

Con poblaciones y muestras pequefias como las de los dos ejemplos propuestos resul-
ta relativamente sencillo obtener la distribucién muestral de un estadistico. Pero las po-
blaciones con las que habitualmente se trabaja no son, ni mucho menos, tan pequefias
como las de estos dos ejemplos. Mas bien al contrario, las poblaciones que interesa
estudiar suelen ser grandes y, en ocasiones, infinitas. Y esto significa que, para obtener
la distribucidon muestral de un estadistico, no siempre resulta posible extraer todas las
posibles muestras de tamafio .

Sin embargo, el concepto de distribucién muestral sigue siendo el mismo cualquiera
que sea el tamafio de la poblacion y el de la muestra. En una poblacién infinita, la dis-
tribucién muestral de, por ejemplo, €l estadistico ¥, sigue siendo la distribucion de los

- posibles valores ¥ obtenidos en las infinitas muestras de tamafio n. Por supuesto, no es
posible extraer las infinitas muestras de tamafio » de una poblacién infinita, pero esono
significa que haya que renunciar a conocer la distribucién muestral de un estadistico.
Existen procedimientos matemadticos capaces de captar con precision las caracteristicas
de una distribucién muestral.

Sabemos que una distribucién muestral es la distribucién de probabilidad de un es-
tadistico. También sabemos que un estadistico es una variable aleatoria. Por tanto, la
distribucién muestral de un estadistico puede quedar caracterizada del mismo modo que
la distribucién de cualquier variable aleatoria, a saber, haciendo explicitos su centro, su
dispersion y su forma.

En el contexto de las distribuciones muestrales, el centro habitualmente utilizado
es la media o valor esperado; para cuantificar la dispersion suele utilizarse la varianza
(o su raiz cuadrada, la desviacion tipica, 1a cual cambia de nombre cuando se refiere a
un estadistico pasando a llamarse error tipico; por ejemplo, a la desviacién tipica del
estadistico media se le llama error tipico de la media); y para determinar la forma de
la distribucién se recurre a distribuciones teéricas como la binomial o la normal (ya
estudiadas) y a otras derivadas de ellas que estudiaremos en su momento.

Aungue mds adelante estudiaremos algunas de las distribuciones muestrales mas
utilizadas, de momento nos vamos a centrar en dos de ellas para terminar de afianzar el
concepto. En concreto, vamos a estudiar las distribuciones muestrales de los estadisti-
cos media 'y proporcicn, es decir, las distribuciones muestrales de los dos estadisticos
que hemos utilizado en los apartados anteriores para ofrecer una aproximacién intui-
tiva al concepto de distribucién muestral.

Distribucion muestral del estadistico media

Acabamos de ver como llegar a conocer la distribucién muestral de 1a media a partir
de todas las muestras de tamafio » que es posible extraer de una determinada pobla-
cién. Sin embargo, la distribucidén muestral de la media también puede conocerse sin
necesidad de extraer una sola muestra. Sabemos que la media aritmética de » observa-
ciones independientes es, por definicion,
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— E Y.
Y = LA i 1+_1Y2+...+_1.Y
n n n n "

A partir de esta formula es facil deducir (ver Apéndice 6, al final del capitulo) el valor
esperadoy la varianza del estadistico ¥ '

EQY) = p,

N 2
V() = o5 = o)/n - o7 = oy/yn

[6.1]

P-or tanto, el centro de la distribucion muestral de ¥ es el mismo que el de la distribu-
cién poblacional de Y. Y la varianza de la distribucién muestral de ¥ es la varianza
poblacional de ¥ dividida por el tamafio de la muestra®,

Ademds, si las variables ¥, ¥, ..., Y, de las que se obtiene ¥ se distribuyen nor-
maln'f&?nte con pardmetros {L, y o, entonces la forma de la distribucién muestral de ¥
también es normal con parémetros Ry ¥ of, lo cual representamos mediante

¥ ~ N@pop ' [6.2]

Y todavia mas. De acuerdo con el teorema del Iimite central (ver, en el Capitulo 3, el
apartado Curva normal), si ¥,, Y,, ..., Y, son variables aleatorias independientes e igl;al-
mente distribuidas (cualquiera que sea esa distribucién) con parametros Ky Y Gp, ambos
finitos, la distribucién muestral de 7 tiende a la normalidad, con parémelgros‘ f; y o5
a medida que » va aumentando®. ’ ~ e
.Ak{ora bien, si-Y es una variable aleatoria que, bajo las mencionadas circunstancias
se distribuye no_rmalmente, entonces, bajo esas mismas circunstancias,Ja-transformaciér;
de la variable Y en puntuaciones Z se distribuird normalmente con media igual a cero
¥ desviacion tipica igual a uno (ver Capitulo 5), es decir,”

By :
Z = ~ L
- N(O, 1) [6.3]

Esto significa que es posible utilizar la transformacién Z y la distribucién normial tipi-
ficada (ver Tabla C del Apéndice final) para conocer las probabilidades concretas aso-

3 Cf)n muestrtao aleatorio sin reposicién en poblacién finita se puede seguir asumiendo que las variables ¥, ¥,

Y, tienenla misma distribuci6n, pero ya no es posible asumir que son independientes (como lo serian si el n:;esl’u;;
es con rep:?sicion). Con poblaciones pequetias, esto tiene sus consecuencias sobre la varianza (y, por tanto, sobre
el error tipico) de la distribucién muestral de la media, que pasa a ser o% = (c? /MW -n) /(N . b} dond’e N
refiere al tamafio de la poblacién y nalde la muestra (ver Amon, 1984, pagys. 221-1’222). Légicamente, ;medida ZZ
i\/ a;/taa)ll_z aumegtarido, e.I término corrector (V - n1)/ (N - 1) ird tendiendo a 1, de manera que, si la p:)blacién eg lo
as ressl%;na?e Z,e ?n \1/;::1;;22;4 (r:c;sr:xit;rgseigieé;n‘uestrear sin reposicién una poblacién finita ser4 practicamente idéntica

4 . . P =
CLa ?proz;ma?lén es muylraplda (tamafios muestrales pequetios) si la distribucién original no es muy asimétrica.
uanto mas asimetrica es la distribucion original mayor necesita ser el tamafio istribuci
T 8 muestral para
muestral de la media se aproxime a la normal. pa que a distibucién
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ciadas a cada uno de los diferentes valores del estadistico ¥ en su distribucién mues-
tral.Es importante no confundir la distribucién original dfz la variable Y con la distribu-
cion muestral del estadistico Y. Si la variable Y se distribuye n.orm:cllmente con valm;
esperado p, y desviacién tipica oy (ver Figura ‘6.2, curva de la izquierda), entonce§fe
estadistico ¥ se distribuye normalmente con el mismo valor esperado, [y, pero con dife-
rente desviaci6n tipica (error tipico): 7= oy JJ/n (ver Ifigura 6.2, curva dela derechz).
En la Figura 6.2 puede apreciarse que la distribucién orlglngl de la variable ¥ (cu}_zva e
la izquierda) es mucho més ancha (més dispersa) que la dlstnbu.c1.on muestral. de (C;JI'—
va de la derecha). Esto significa que, para conocer las proba.b1l.1dadt'es‘asoc1adas alos
valores de la variable Y hay que tener presente que la desv1a01§n tipica de sx% d_15trl_—_
bucién es oy; mientras que para conocer las probabilidades asociadas al es:ciadlsjacn.)’Y
(que es lo que realmente nos interesa aqui) hay que tener presente que la desviacién
tipica (error tipico) de su distribucién es o5 = Oy /\/'ﬁ . _

Pero esta estrategia tiene un problema: para obtenerla transfory'mamén propuesta erT
[6.3] es necesario utilizar o7, lo cual exige conocer el vglor del parametro Oy (ver [6.1]);
y ocurre que, por lo general, el valorde oy es desconocido. Por supuesto., s@mﬁ)rﬁ: es 23—
sible sustituir 6, por su correspondiente valor muestral Sy (ver, en el siguiente capitu-

Estimacion puntual). ; .
. eéiiazii(;tras grandes;psustitu[i)r oy por Sy 1o constituye un problema 1mp<?rta§te
porque el parecido entre ambos valores suele ser tan alto que l?.s €0sas no car?b;n g—
masiado (la sustitucién de o, por Sy no suele alterar f.ie forma importante ni el valor de
Jas puntuaciones Z ni la forma de su distribucién). Sin embargo, con muestras peque—1
fias, esa sustitucion tiene consecuencias que no pueden pasarse por alto. De hecho, a
sustituir o, por Sy, la transformacién’

- S
,_ Yo (con 65 = ~X) [6.4]

&7 Vn

Gy’-’(’y/«/;'

Oy

-

Ky Hy

® Nétese que esta transformacién es idéntica a la transformacién Z definida en [6.3]'eyl(cepto en un de}l‘all_e: e9n la
transformacién Z se utiliza el pardmetro oy; en la transformacién T se utiliza el estadistico Sy, (ver Apéndice 9).
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yano se distribuye normalmente, sino segtin el modelo de probabilidad # de Student con
n — 1 grados de libertad (ver Apéndice 5), lo cual representamos mediante:

T ~ ., , [6.5]

Por tanto, con o, desconocida y muestras pequefias, las probabilidades asociadas al
estadistico ¥ en su distribucién muestral pueden conocerse utilizando la transformacién
Ty la distribucién ¢ de Student.

La distribucion ¢ de Student (se describe con detalle en el Apéndice 5) es muy pa-
recida a la distribucién normal tipificada (es simétrica y su media vale cero) pero acu-
mula més casos en las colas. Alguno de sus valores estén tabulados en la Tabla E del
Apéndice final. Los valores ¢ (los valores del eje horizontal de la distribucion) estan en
el interior de la tabla; las cabeceras de.las filas contienen los grados de libertad (g/) de
cada distribucién (cada fila, por tanto, se refiere a una distribucidn ¢ concreta); las ca-
beceras de las columnas muestran la proporcién de drea que acumula cada valor # del
interior de la tabla. Estas proporciones acumuladas permiten conocer la probabilidad
asociada a cada valor . Asf, por ejemplo, el cuantil 95 (o valor ¢# que acumula una pro-
babilidad de 0,95) con 50 grados de libertad vale 1,676, es decir,

fso.005 = 1,676

La Tabla E solamente incluye los valores £ ubicados en las colas de la distribucién: del
percentil 0,1 al 10y del 90 al 99,9 (fos valores més utilizados). :

Cuando la letra f se refiere a la distribucién de Student, tnicamente lleva un subin-
dice que indica los grados de libertad de la distribucidn; cuando la letra 7 se refiere a un
valor concreto de la distribucion lleva dos subindices: el primero indica los grados de
libertad de la distribucién; el segundo, la probabilidad que acumula el valor z.

A medida que » va aumentando, Sy se va pareciendo mas y més a ¢,y cada vez con
menor variabilidad (es decir, con menor error tipico®); con » tendiendo a infinito, S, -
oy. Consecuentemente, a medida que » va aumentando, T se va pareciendo més y mds
a Z. Por tanto, con tamafios muestrales grandes, los resultados obtenidos con Zy T'son
tan parecidos’ que puede utilizarse Z en lugar de T aunque se desconozca el valor de oy
(ver, en el capitulo anterior, las Figuras 5.10 y 5.11).

Ejemplo. Distribucion muestral del estadistico media

Trabajar con distribuciones muestrales requiere estar familiarizado con dos tipos de
tareas. La primera de ellas consiste en obtener la distribucién muestral de un estadistico
a partir de las diferentes muestras de tamafio 7 que es posible extraer de una determi-

¢ Ver, enel apartado Estimacion puntual del Capitulo 7, el concepto de consistencia como propiedad de un estima-
dor (nota a pie de pagina numero 1). Y en el Apéndice 9, el apartado sobre la distribucion muestral de la varianza.
7 Quizd pueda uno formarse una idea sobre el parecido entre las distribuciones normal y ¢ si se tiene en cuenta que
la diferencia mds grande entre las probabilidades acumuladas de ambas distribuciones es de 5 milésimas con 30 gra-
dos de liberad, de 3 milésimas con 50 grados de libertad y de menos de dos milésimas con 100 grados de Iibertad.
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nada poblacién (l6gicamente, esto hay que aprender 2 hacerlo con poblaciones y mues-
tras muy pequefias); el objetivo de esta tarea es ayudar a comprender a fondo el con-
cepto de distribucién muestral. Los ejercicios 6.1 2 6.4, 6.15,6.22y 6.23, al final del
capitulo, se centran en esta tarea.

La segunda tarea con la que hay que familiarizarse se refiere a los célculos nece-
sarios para transformar un estadistico en una variable con distribucién de probabilidad
conocida (por ejemplo, transformar YenZoen T)y al manejo de las herramientas
(tablas y programas informéticos) necesarias para conocer las probabilidades asociadas
a esos valores transformados. Este ejemplo muestra c6mo llevar a cabo esta segunda
tarea.

Supongamos que la poblacién de estudiantes universitarios se distribuye normal-
mente con media 100 y desviacion tipica 15 en una escala de inteligencia espacial (Y).
Si extraemos una muestra aleatoria de 50 estudiantes: (1) jcudl es la probabilidad de
obtener una media de 104 o mayor?, (2) ;cuél es la probabilidad de obtener una media
comprendida entre 96 y 104?

Puesto que la poblacién de partida, es decir, la distribucién de la variable Y, s nor-
mal y el valor de o, conocido, la transformacion Z basada en [6.3] se distribuira segiin
¢l modelo de probabilidad normal con media 0 y desviacioén tipica 1, es decir:

Y-p, Y-py  F-100 _ Y-100
oF opfym  15/y50 %12

En consecuencia,

N, 1)

(1) P(T>104) = PZ> L‘%%QQ) ~ P(Z>1,89) = 1- F(1,89) =

1-0,9706 = 0,0294.

I

fi

Para encontrar la probabilidad que queda por encima del valor Z=1,89, en la tabla
de la curva normal (Tabla C del Apéndice final) se busca la probabilidad acumulada
hasta 1,89 y se resta de uno (o, alternativamente, se busca directamente la proba-
bilidad acumulada hasta -1,89): 1- F(1,89) = F(~1,89) = 0,0294.

_9.6_;1_995 7 < w) = P(-1,89< Z<1,89) =

2,12 2,12
= F(1,89) - F(~1,89) = 0,9706 - 0,0294 = 0,9412. '

(2) P(96<Y <104) = P(

El resultado del primer apartado indica que es muy poco probable (0,0284) encontrar
medias mayores que 104. El resultado del segundo apartado indica que es muy probable
(0,9412) encontrar medias comprendidas entre 96y 104. .

Supongamos ahora que la poblacion de estudiantes universitarios se distribuye normal-
mente con media 100 y desviacién tipica desconocida en una escala de inteligencia
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espacial (¥). Supongamos ademds que en una muestra aleatoria de 20 estudiantes obte-
nemos una desviacion tipica insesgada de 19,5. En este escenario, ;cudl es la probabi-
lidad de que la media de esa muestra sea mayor que 103?

Este ejemplo se parece al anterior, pero, dado que ahora no se conoce la desviacién
tipica poblacional, no es posible utilizar la transformacion Z. No obstante, como la po-
blacién de partida es normal, sabemos que la transformacién T propuesta en [6.4] se

distribuye segln el modelo de probabilidad # de Student conn - 1 =20 -1= 19 grados
de libertad:

s_ Yow  Yop  ¥Y-100 _ ¥-100
o7 S,/yn  19,5/y20 4,36

En consecuencia,

103 -100

P(T>103) = P(T >
436

) = P(T>0,688)

Es decir, la probabilidad de encontrar medias mayores que 103 en su distribucién mues-
tral es igual a la probabilidad de encontrar valores 7 mayores que 0,688 en la distri-
bucién 7 de Student con 19 grados de libertad. En la Tabla E del Apéndice final puede
comprobarse que el valor 0,688 acumula una probabilidad de, aproximadamente, 0,75.
Por tanto, en este nuevo escenario, la probabilidad de obtener una media muestral ma-
yor que 103 vale 0,25. . |

Distribucién muestral del estadistico proporcién

Consideremos una poblacién cualquiera y una variable dicotémica, es decir, una varia-
ble categérica que solamente toma-dos valores (acierto-error, tratados-no tratados, re-
cuperados-no recuperados, verdadero-falso, etc.). Llamemos a esos dos valores éxito y
fracaso,y =, alaproporcidn de éxifos en la poblacion. Si extraemos muestras aleatorias
de tamafio » y, en cada muestra, definimos la variable », = “ntimero de éxitos en las n
extracciones”, tendremos un estadistico distribuido, si &, permanece constante en cada
extraccion, seglin el modelo de probabilidad binomial (ver, en el Capitulo 3, el apartado
Distribucién binomial) con parametros n y =, . Esto se representa mediante

nl ~ B(n: 7!51)

Ademas, dadas las caracteristicas del estadistico n; (suma de » ensayos independientes
de Bernoulli), puede demostrarse que su valor esperado y su varianza son los siguientes
(ver notas a pie de pagina ntimeros 6 y 7 del Capitulo 3):

E(n) = p, = nm [6.6]

Vo) = & = mmom) o 6, = rE )




178  Anélisis de datos (vol. |)

Es decir, el centro de la distribucion muestral del estadistico »; = “numero de éxitqs en
las n extracciones™ es »n veces la proporcion tedrica de éxitos. Su varianza se obtiene
multiplicando por » el producto de la proporcién teérica de éxitos y su valor comple-
mentario. Y su forma se ajusta a la distribucién binomial con parémetros ny =, .

Si ahora definimos el estadistico P, = n,/n = “proporcién de €xitos en las » extrac-
ciones” habremos definido un nuevo estadistico (que, en realidad, no es otra cosa que
una media) que se distribuye exactamente igual que », ; es decir: P, ~ B(n,x,). Y co-
mo P; no es més que una transformacién lineal de »,, su valor esperado y su varianza

seran:
1 1 ‘
EP) = Hp = ;E(nl) = -’;nnl = m [6.7]
nn,(1-m) x, (1-m) _ —~
V@) = o = ;1;0;: lnz R A

Es decir, el centro de la distribucién muestral del estadistico P, = “proporcién de éx1ttos
en n extracciones” coincide con la proporcion tedrica de éxitos. Su varianza se obtiene
dividiendo entre # la proporcion teérica de éxitos multiplicada por su valor comple-
mentario. Y su forma se ajusta a la distribucién binomial con parémetros ny =,. Lo
cual significa que es posible utilizar la distribucién binomial para conocer la.s proba-
bilidades asociadas a cada posible valor de los estadisticos r, y P, en las diferentes
muestras de tamafio #.

Pero la distribucién binomial no es la tnica que nos puede ofrecer informacién so-
bre las probabilidades asociadas a los estadisticos »; y P;. Sabemos por el te.or(.ema fiel
limite central que, conforme el nimero de ensayos »n va aumentando®, la distribucién
binomial se va pareciendo (aproximando) méas y mas a la distribucién normal (ver, en
el capitulo 5, el apartado Aproximacidn de la binomial a la normal). Por tanto, confor-
me el tamafio muestral va aumentando, la forma de la distribucién muestral de »; y de
P, se va aproximando més y mas a la distribucién normal® con los p.aré'metr'(?s déﬁnid.os
en [6.6] para n, y los definidos en [6.7] para P;. Ahora bien, si la distribucién binomial
se aproxima a la normal a medida que el tamafio muestral va aumentando, entonces

z=mTmm O Bem v [6.8]

Gnl GP

& Con el estadistico proporcién ocurre lo mismo que con el estadistico media: su distribucién muestral se parece 2
la distribucién normal con tamafios muestrales relativamente pequefios. Si 7, no toma valores extremos {es decir,
si z; toma valores préximos a 0,5), el grado de parecido es muy alto incluso con tamafios muestrales tan p.equeﬁos
como 5; cuanto mas se aleja de 0,5 el valor dex,, mayor necesita ser el tamafio muestral para que el parec@o en?tre
ambas distribuciones resulte satisfactorio (ver, en el Capitulo 5, el apartado Aproximacion de la distribucion bino-
mial a la normal).

° El teorema del limite central no solo es aplicable al estadistico Y sino también al estadistico suma total, es decir,
a nY¥. En el contexto de la aproximacién binomial a la normal esto significa que tanto el esmdisticg P, (que es una
media) como el estadistico #, (que es un total: n, = n P,) tienden a distribuirse normalmente a medida que n va au-
mentando.
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Esto significa que, con tamafios muestrales grandes, es posible utilizar las probabilida-
des de la distribucién normal como una aproximacion a las probabilidades de la distri-
bucién binomial'®. La aproximacién es tanto mejor cuanto mayor es el tamarfio muestral.

Ejemplo. 'Distribucién muestral del estadistico proporcion

Este ejemplo muestra c6mo obtener la distribucion muestral del estadistico P, y como
utilizar las probabilidades de la distribuciones binomial y normal.

Supongamos que un sujeto responde a una prueba de rendimiento que consta de 5
preguntas. Supongamos ademas que cada pregunta tiene 5 alternativas de respuesta de
las que solamente una es correcta. Stipongamos, por ultimo, que el sujeto responde al
azar y que definimos la variable n, = “nimero de aciertos” y su equivalente P, = “pro-
porcién de aciertos”. Estamos interesados en: (1) obtener la distribucién muestral de los

estadisticos n, y P,, y (2) conocer la probabilidad de que el sujeto acierte mas de 3 pre-
guntas: ‘

(1) Para construir la distribucién muestral de los estadisticos n, y P, tenemos dos alter-
nativas: obtener todos los posibles resultados que pueden darse (es decir, todas las
muestras posibles de resultados) o recurrir a la distribucién binomial que, seglin sa-
bemos, es la distribucién tedrica a la que se ajusta una variable del tipo “proporcién
de éxitos en » ensayos independientes de una variable dicot6mica”. Légicamente,
utilizaremos la segunda alternativa por ser més breve y sencilla.

El stijeto puede acertar entre ninguna y todas las preguntas. Por tanto, los posi-
bles resultados del estadistico n, irén de 0 (ningin acierto) a 5 (todos los posibles);
vy los posibles resultados del estadistico P, = n, /nirdn de 0/5 a 5/5-Fenemos 5 en-
sayos (n=5) de una variable dicotomica (acierto-error) con probabilidad de acierto
constante en cada ensayo (7, = 0,20, pues el sujeto responde al azar y solamente
una de las 5 alternativas es correcta). Cuando se dan estas circunstancias, sabemos
(ver [3.4]) que ”

_ n! ny _ n-ny
P(n) = m o (1~m)

1 as probabilidades normales y las binomiales se parecen todavia mas si se aplica una modificacién llamada
correccion por continuidad:
(,£0,5) - nm, _ (Py=05/m) -,

0'"1 p 1

Z =

(6.9

/
La variable , = “ntimero de éxitos en » ensayos” es una variable discreta: en 10 ensayos puede haber 0,1,2,etc.,
éxitos, pero no puede haber, por ejemplo, 4,5 éxitos. Al intercambiar Jas probabilidades normales y las binomiales
se estd intercambiando una distribucién continua por una discreta. Para mejorar el resultado de este intercambio se
puede intentar que, de alguna manera, los valores discretos se conviertan en continuos considerando, por ejemplo,
que obtener 8 éxitos o mas es equivalente a obtener una puntuacién de 7,5 o mayor (ver, en el Capitulo 5, el apartado
Aproximacidn de la distribucion binomial a la normal )
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Por tanto,
5! 0 5.0 _
=0) = = = 21 0,20°(1-0,20°"° = 0,3277
P(n,=0) = P(P,=0/5) oG 0y
' -
P(n,=1) = P(P,=1/5) = ot 0,20 (1-0,20)°"" = 0,4096

11 -1)!

Aplicando esta misma férmula para 2,3, 4y 5 aciertos se c?btienen las probabilida-
des que muestra la Tabla 6.5. Por supuesto, estas probabilidades pued'en obt’enerse
directamente de la Tabla B del Apéndice final sin necesidad de realizar célculos
(debe tenerse en cuenta que las probabilidades que ofrece la Tabla B estan acumu-

ladas).

Tabla 6.5. Distribucion muestral de n, = “ntmero de aciertos” y P, = “proporcion de acigrtos“

m P, Sy =f(P)
0 0/5 0,3277
1 1/5 0,4096
2 2/5 0,2048
3 3/5 0,0512
4 4/5 0,0064
5 5/5 0,0003

(2) Laprobabilidad de que un sujeto que responde al azar acierte mas de tres Rreguntas
es la probabilidad de que acierte 4 0 5. En la distribucién muestral del ntimero de
aciertos (Tabla 6.5) puede comprobarse que esta probabilidad vale 0,0064+0,0003
= 0,0067.

Consideremos ahora un escenario distinto. Supongamos que un sujeto responde a una
prueba de rendimiento formada por 20 preguntas. Supongamos ademas que cada pre-
gunta tiene 2 alternativas de respuesta de las que solamenjue una es cc.)rrecta. Sl?o’nga—
mos, por Ultimo, que el sujeto responde al azary que deﬁmr.nos la variable n= name-
ro de aciertos”. Estamos interesados en conocer la probabilidad de que el sujeto acierte
4s de 14 preguntas. ; '
masEn esttla) mil\:lo escenario tenemos 20 ensayos (7 = 20) de una variable dicotémica
(acierto-error) con probabilidad de acierto constante’ en cada ensayo (x, = 0,50, pues el
sujeto responde al azar y solamente una de las 2 alternativas es cc.)rrect.a). Cuando se dan
estas circunstancias, sabemos que la variable n; se distribuye binomialmente. Pero co-
mo el tamafio muestral es razonablemente grande y 7; toma un valor centrado, vamos
a utilizar la distribucién normal como una aproximacion a las probabilidades de la dis-
tribucién binomial. De acuerdo con la ecuacion [6.8],

Capitulo 6. Las distribuciones muestrales 181

7 ny - U, _oomonm 15-20(0,50) - 224 ~ NO1)
S, Jrm (1-m)  v/20(0,50)(1-0,50)

(hemos tipificado el valor 15 porque lo que nos interesa conocer es la probabilidad aso-
ciada a mas de 14 aciertos; es decir, la probabilidad asociada a 15, 16, ..., 20 aciertos).
El resultado obtenido indica que la probabilidad de encontrar mds de 14 aciertos por
azar, es decir, P(n, >14), es igual a la probabilidad de obtener valores Z mayores que
2,24, es decir, P(Z>2,24). En la tabla de la distribucién normal tipificada (Tabla C del
Apéndice final) encontramos,

P(Z>224) = 1-F(2,24) = 1-0,9875 = 0,0125

Por tanto, la probabilidad de que un sujeto que responde al azar acierte mas de 14 pre-
guntas vale 0,0125. Puede comprobarse que esta probabilidad es parecida a la que se
obtiene consultando la probabilidad exacta que ofrece la tabla de la distribucion bino-
mial'!, donde

I-F(14) = 1-0,979 = 0,021

Importancia del tamafio muestral

El error tipico de un estadistico (al igual que su cuadrado, la varianza) es un dato de
suma importancia en el contexto de la inferencia estadistica. Al informar del grado de
dispérsion de la distribucién muestral, también lo est4 haciendo del grado de precisién
del estadistico, es decir, del grado de parecido que cabe esperar encontrar entre el esta-
distico y su correspondiente parametro: cuanto menor sea el error tipico, menor serd la
variabilidad del estadistico (es decir, mds parecidos serén entre si los posibles valores
del estadistico) y, consiguientemente, més facil sera que el valor que finalmente tome
el estadistico en una muestra concreta se acerque al verdadero valor de su correspon-
diente pardmetro.

Y ocurre que el error tipico est4 estrechamente relacionado con el tamafio muestral.
Esto puede apreciarse facilmente tanto en el error tipico de la media como en el error

| grado de parecido entre una probabilidad normal y una probabilidad binomial es todavia mayor si se aplica la
correccién por continuidad propuesta en la nota a pie de pagina nimero 9 de este mismo capitulo:

mE0S-nm  14,5-20(0,50)
‘[mcl(l—nl) ¥20(0,50)(1-0,50)

=2,01

Notese que ahora se ha tipificado el valor 14,5. Con esta modificacién, la probabilidad de encontrar més de 14
aciertos, 0 P(X > 14), es igual a la probabilidad de obtener valores Z mayores que 2,01, o0 P(Z>2,01). En la tabla
de la distribucién normal tipificada encontramos: P(Z>2;01) = 1- F(2,01) = 1~ 0,9778 = 0,022.
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tipico de la proporcion; puesto que en ambos casos el tamafio muestral, », se encuentra
en ¢l denominador (estd dividiendo), el error tipico seré tanto més pequefio cuanto ma-

yor sea .

Fn la distribucién muestral de ¥, por ejemplo, el error tipico es o5 =G,/ Jyr.En-

esta formula es facil constatar que, a medida que n va aumentando, oy vaMdismmuyen—
do: con muestras de tamafio n=1, o5 es igual a o); con muestras de @nano n=25, 65
es la quinta parte de ©,; con muestras de tamafio » =100, o5 es la décima pa.rtf: t.ie Oy;
etc. Es evidente que, conforme el tamafio muestral va aumentanqo, .e¥ error tipico Ya
disminuyendo. Y conforme el error tipico va disminuyendo, la variabilidad de] estadis-
tico ¥ va siendo menor, lo que implica que los posibles valores que puefie tomar Y se
parecerdn cada vez mds a su valor esperado, que 1o es otro que la media de la pobla-

cion (Uy).

Apéndice 6

Valor esperado y varianza del estadistico media

Una muestra aleatoria de tamafio # es una secuencia de n variables aleatorias (Y13 Y22 ves .Y,,)
igualmente distribuidas y, si el muestreo es con Teposicion, o sinreposicion en poblacién infinita,
independientes entre si. Si hacemos:

Y= k1Y1+k2Y2+'“+knYn

entonces la variable combinada Y es también una variable aleatoria distribuida exactamente igual
que ¥y, 1o, ...y ¥, COME :

E() =p = SEEX) y V() =op = ko,

Y dado que ¥y, Y,, ..., ¥, tienen la misma distribuci6n, también tendréan los mismos valores
esperados y varianzas:

2 2 o 2ot
E(Y) = E(Yy) = =E(X) = W y oy, = Oy, oy, = Oy

Por tanto,

B = g = —E(G+ B+ T) = L) <@+ )] =
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" Distribucion muestral del estadistico varianza

Hemos estudiado la distribuciéon muestral de dos estadisticos: la proporcién y la media. La
primera es un ejemplo de distribucién muestral discreta basada en una variable categérica; la se-
gunda es un ejemplo de distribucién muestral continua basada en una variable cuantitativa. Aun-
que el concepto de distribucién muestral haya podido quedar claro con el estudio de estas dos
distribuciones muestrales, todavia nos falta por estudiar otra distribucién muestral muy relacio-
nada con el analisis de datos (ver, por ejemplo, el Apéndice 9). Nos referimos a la distribucién
muestral de la varianza.

Consideremos una poblacion cualquiera y una variable aleatoria Y, definida en ella. Extrai-
gamos de esa poblacién muestras aleatorias de tamafio » y calculemos S}Z, en cada una de ellas.
A medida que vayamos extrayendo mas y mas muestras y calculando S; iremos recopilando la
informaci6n necesaria para conocer la distribucion muestral de la varianza. Pues bien, esta
distribucién muestral se encuentra estrechamente relacionada con la distribucion ji-cuadrado
estudiada en el Apéndice 5. Si la variable Y; se distribuye normalmente N(y,, c,), entonces

2 2
2 (n -I)SY 2 2 Oy
Xn-1 = Py g SY = Xp-1

oy - n-1

[6.11]

(ver, por ejemplo, Pardo y San Martin, 1998, pdgs. 72-73). En efecto, de acuerdo con las ecua-
ciones [5.13] y [5.14],

n

n E ;- Py)z
= XZ = e [6.12]

izl 0.@

El problema de esta ecuacién es que raramente se conoce el valor de la media poBla{cionaI. No
obstante, si la media poblacional p, se sustituye por su valor muestral ¥, la transformacién

n

,  X@-ry
Koy = = [6.13]
Oy

todavia se distribuye segtin ¢, aunque se pierde un grado de libertad al tener que estimar la me-
dia. Y como la varianza muestral se define como

n

) _ .
Sy = YT -1 @-D [6.14]

i
se llega de forma directa a las expresiones propuestas en [6.11]. Ahora bien, como cf, /(n~1)
es constante para una poblacién y tamafio muestral dados, la distribucién muestral deS)Z, uni-
camente difiere de xz,, _; Dor una constante. Por tanto, la distribucién muestral de la varianza

1 1 - 6.10] :
= = (!11+ ot oot l”-n) = "; nily = Ky [ 12 Al iniciarse en el andlisis de datos suele sorprender oir hablar de la media de la media o de la varianza de la
n . 2 varianza. Debe tenerse en cuenta que tanto el estadistico media como el estadistico varianza son variables (todos
- 1 2 2 2 1 2 Oy los estadisticos son variables). Y, como variables que son, tienen su propia distribucién, la cual a su vez tiene media
2 1 2 el tech 4ty = —nop = — : : P
V) = oF = =5 OF apyere+¥, = 2 pAIS /5 n n2 n y varianza. ' : -
n
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tiene la forma de una distribucion ji-cuadrado con » - 1 grados de libertad. Y como el valf)r
esperado de una variable ji-cuadrado son sus grados de libertad y la varianza de una variabl'e ji-
cuadrado es el doble de sus grados de libertad (ver ecuacion [5.16]), a partir de [6.11] se obtiene

I

E(S7) = Elx,, /0 -D] = (-1 oy/(-1) = o} [6.5]
V(Sy) = Yty 7/ -D] = 201 -Doy/(r-17 = 205/ (n~1)

E! método Monte Carlo

El método Monte Carlo es un método de simulacién muy til para extraer muestras aleatorias
de poblaciones concretas y, .en lo que aqui mas nos interesa, para obtener las distribuciones
muestrales de algunos estadisticos cuando la situacion resulta matematicamente intratable. Los
parrafos que siguen no pretenden ofrecer aqui una explicacion exhaustiva del método Monte Car-
loy de todas sus posibilidades pues eso excederia ampliamente las pretensiones de este apartado,
pero si se presentan unos sencillos ejemplos que pueden ayudar a comprender la utilidad del
muestreo simulado.

Supongamos que deseamos estudiar algunos aspectos relacionados con una variable dico-
témica (es decir, una variable que solo puede tomar dos valores: acierto-error, presencia-ausen-
cia, verdadero-falso, etc.). Llamemos éxito y fracaso de forma genérica a cada uno de esos dos
valores. Supongamos, ademads, que myq, = 0,70 ¥ Tgpes, = 0,30 son las probabilidades poblacio-
nales asociadas a cada uno de los dos valores de esa variable dicotémica. Supongamos, por l-
timo, que la poblacién en la que deseamos estudiar esa variable es infinita o tan grande que a
todos los efectos puede ser considerada infinita.

De esa poblacién extraemos una muestra aleatoria de tamafio 100 en la que definimos la
variable », = “nimero de éxitos™ (siendo éxifo uno cualquiera de los dos niveles de la variable
definida en la poblacidn). Con un ordenador o, incluso, con una calculadora de bolsillo, se
pueden generar 100 nimeros aleatorios », entre 0 y 1 (cualquiera de estos niimeros ¥, son valo-
res de una distribucion uniforme: todos ellos tienen la misma probabilidad de aparecer). Si el
nimero u; es menor o igual que 0,70, consideraremos que hemos extraido un elemento perte-
neciente a la categoria éxito; si el numero u; es mayor que 0,70, consideraremos que hemos
extraido un elemento perteneciente a la categoria fracaso. Estos 100 numeros u; constituyen una
muestra aleatoria procedente de una poblacion binomial (ver Capitulo3) con pardmetros #» =100
Y oo = 0,70.

Pero, ;para qué sirve extraer una muestra si ya se conocen las caracteristicas de la pobla-
¢ién? Segin veremos, las herramientas inferenciales (la estimacién y el contraste) se basan en
el concepto de distribucion muestral. La distribucion muestral de un estadistico es la distribu-
cién de probabilidad que se obtiene al calcular ese estadistico en todas las muestras de tamafio
7 que es posible extraer de una determinada poblacién. Hemos visto que, con poblaciones
pequefias, no es demasiado complicado obtener una distribucién muestral. Sin embargo, con po-
blaciones muy grandes el proceso de obtencién de una distribucién muestral puede resultar muy
largo y tedioso. Y, por supuesto, con poblaciones infinitas no resulta posible extraer las infini-
tas muestras de cualquier tamafio que seria posible definir. Para abordar este tipo de situaciones

existen procedimientos analiticos que permiten obtener la distribucion muestral de algunos
estadisticos (esto es lo que hemos hecho con los estadisticos Y y P). Pero hay situaciones en las
que los procedimientos analiticos no resultan 1itiles porque, o bien no son aplicables (no hay pro-
cedimientos matematicos capaces de ofrecer una soluci6én), o bien resuitan demasiado engo-
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TTOS0S ¥, POr tanto, poco practicos (la situacién es matematicamente intratable debido a su com-
plejidad). Es justamente en estos casos donde puede utilizarse un método de simulacién como
el método Monte Carlo para generar, no infinitas Imuestras, por supuesto, pero si un niimero de
ellas lo bastante grande como para obtener u. . distribucién muestral lo bastante precisa.

Siguiendo con nuestro ejemplo, sabemos que la variable », = “niimero de éxitos” definida
anteriormente se distribuye binomialmente con valor esperado nn, y varianza nm (1~ 7‘{ ). Pero
si no hubiera forma de conocer estos valores por procedimientos mateméticos, podriamos gene-
rar, por ejemplo, 50.000 muestras como la referida mas arriba y calcular en cada una de ellas el
valor de n;. Tendriamos asi 5.000 valores n, que estarian ofreciendo una informacién bastante
preci.sa de su verdadero valor esperado, de su varianza y de la forma de su distribucién. Y eso
permitiria conocer con bastante precision la distribucion muestral de n,.

Lo mismo que se hace con una variable distribuida binomialmente también puede hacerse
con otro tipo de variables. Consideremos el caso de una variable cuantitativa cualquiera ¥ cuyas
frecuencias relativas [£(Y)] y relativas acumuladas [F ()], en la poblacion, son las que recoge
la Tabla 6.6. Para extraer de esa poblacién una muestra aleatoria de tamafio » =100 se puede
proceder de la siguiente manera: se genera un nimero aleatorio u;entre 0y 1. Si u; es igual o
menor que 0,23, se considera que se ha obtenido un elemento muestral ¥;=0; si u; es mayor que
0,23 y menor o igual que 0,57, se considera que se ha obtenido un elemento muestral ¥; = 1; si
u; €s mayor que 0,57 y menor o igual que 0,80, se considera que se ha obtenido un elemento
muestral ¥, =2; etc. Tras generar 100 mimeros aleatorios u; tendremos una muestra aleatoria de
tamafio n=100. Repitiendo el proceso, por ejemplo, 10.000 veces (tarea relativamente sencilla
y répida si se tiene un ordenador) tendremos 10.000 muestras aleatorias de tamafio 7 = 100. Si
ahora calculamos el estadistico ¥ en cada una de esas muestras tendremos la informacién nece-
saria para construir de forma bastante precisa la distribucién muestral del estadistico ¥. Vemos,
con estos senqillos ejemplos, que el método Monte Carlo permite generar cualquier nimero de
muestras aleatorias, y de cualquier tamafio, siempre que se conozca la forma de la distribucion
poblacional.

Tabla 6.6. Distribucién de probabilidad de la variable Y
r S F()

0 0,23 0,23

1 0,34 0,57

2 0,23 0,8

3 0,12 0,92

4 0,06 0,98 ”
5 0,02 1

Por supuesto, cuanto mds complejas son las distribuciones poblacionales, méas complicado resul-
ta generar muestras aleatorias mediante simulacién. Los ejemplos que acabamos de presentar
se refieren a distribuciones bastante simples (la binomial y la multinomial) y por esta razén la
obtencién de muestras aleatorias resulta también bastante sencilla. Con distribuciones mas com-
plejas (como, por ejemplo, la distribucién normat), el método de extraccién se vuelve algo més
complicado y, sobre todo, menos intuitivo.

Enel caso concreto de la distribucién normal existen diferentes procedimientos que permiten
obtener muestras aleaturias de distribuciones N (1 y oy). Algunos de esos procedimientos se
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basan, al igual que en los ¢jemplos propuestos, en nimeros aleatorio§ dism'b.u.ido; dte' foma ;n;:
forme en el rango (0, 1); tal es el caso, por ejemplo, de la muy conomda'y utlhza} ad ecnlcab oan
Muller (ver, por ejemplo, Lewis y Orav, If989, pégst. 45-47). Otros, mas sofisticados, se bas
§ ios no distribuidos uniformemente. )

. nul\IIr(l)e;g 1511?;:?:3 ;:cfpézito detallar aqui esos procedimientos, sino simplemente m;r:;:lonz 21;2
existen y, lo que es més importante, sefialar que, en la mayor pa:rte delos programas on.rtxa s
de anélisis estadistico (y, desde luego, en el SPSS), existen dl'fer§nte§ rutinas que permiten ex
traer muestras aleatorias de practicamente cualquier tipo de distribucién conocida.

Ejercicios

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Soluciones en www.sintesis.com

A partir de una poblacién formada por los siguientes N = 5 elementos ¥ = {0, 2, 4, 6 y 8},
obtener:

: 2
. Lamediay la varianza de la poblacién (i, ¥ o%). ) .
Z El mimero de muestras aleatorias de tamafio n = 2 que es posible extraer, con reposicién.

c. La distribucién muestral de la media .

Con los datos del ejercicio 6.1: ‘
a. Calcular la media y la varianza de la distribucién muesual de la media.
b. Determinar la relacién existente entre los estadisticos y los paréametros.

Un test estd formado por 3 preguntas con solo dos alternativas de respueosta: V= “verdade’io”,
F = “falso”. Siun sujeto responde al azar y definimos la variable n, = “n° de respuestas V™
a. ;Cudl es la funcién de probabilidad de la variable 7,?

b. Calcular el valor esperado y la varianza de 7.

En una determinada empresa se sabe que el 40% de los en}pleados esté.n a favor de Teducir la
jornada laboral aunque ello implique una rebaja en el salario. Se selc.ec’:cnlona.n aleatoriamente 8
empleados y se les pregunta si estdn a favor o en contra de la reduccion de jornada:

a. Construir la distribucién muestral del estadistico ny = “ntmero de empleados a favor de la

reduccion de jornada™. ) o K
b. Calcular el valor esperado y la varianza del estadistico 7.

Sabemos que la poblacién de estudiantes de ensefianza primaria' §e distribuye N (8, 3) e}n ;n;
prueba de comprensién lectora (Y). Al seleccionar de esa poblacion una rr}xestra aleatoria de
estudiantes y aplicar la prueba de comprension lectora, ;cudl es la probabilidad de obtener una
media comprendida entre 7 y 10?

Las puntuaciones en una prueba de madurez (¥) se disn?'buyf:n normalmente con media 5 y va-
rianza 9 en la poblacién de estudiantes de ensefianza primaria. Generalmente, los grupos ct(liyo
promedio en ¥ no alcanza el percentil 20 terminan n§0651£ando el apoyo de un experto en edu-
cacién especial. En un grupo de 25 nifios se ha obtenido Y = 4,4.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

6.13.

6.14.
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a. (Decidir el profesor de ese grupo pedir la colaboracién de un experto en educacion espe-
cial? Es decir, ¢se encuentra el promedio 4,4 por debajo del percentil 207

b. ;Se llegaria a la misma conclusién si el promedio ¥ = 4,4 se hubiera obtenido en un grupo
de 16 estudiantes?

Supongamos que la poblacién de estudiantes que acceden a la universidad distribuye normal-
mente con 1, =40 en una prueba de aptitud para las matematicas. Al seleccionar una muestra
aleatoria de 25 estudiantes de esa poblacién se ha obtenido una media de 43 Y una desviacién
tipica de 17,5. ;Cudl es la probabilidad de encontrar medias como la obtenida o mayores?

El nivel de desarrollo cognitivo ha sido repetidamente identificado como un factor importante
para explicar €] rendimiento académico en los primeros cursos de ensefianza primaria. En una
escala de desarrollo cognitivo (¥}, los nifios de 6 afios alcanzan una puntuacién mediade 12. Una
muestra aleatoria de 45 nifios ha obtenido en esa escala de desarrollo una media de 14 y una
varianza de 27, ;Cuél es la probabilidad de obtener medias iguales 0 mayores que Ia obtenida?

Considerando que ¢l clima de clage influye decisivamente sobre el rendimiento académico en
los primeros cursos de ensefianza secundaria, un educador decide aplicar un programa de mo-
dificacién de conducta a los alumnos de un grupo de 14 afios si éstos superan, en promedio, el
percentil 25 en una escala () disefiada para evaluar el clima de clase (las puntuaciones bajas
indican buen clima y las altas mal clima). El educador sabe que, en la poblacién de estudiantes
de 14 afios, las puntuaciones de esa escala se distribuyen normalmente con media 50 y desvia-
ci6n tipica 9. Si aplica la escala a los 36 estudiantes del mencionado grupo, ;qué media, como
minimo, deben obtener esos 36 estudiantes para que el educador decida-aplicar el programa?

Las puntuaciones de una escala de depresion (¥) se distribuyen normalmente en la poblacién
de adultos. Bl distribuidor de Ia escala afirma que el 25% de los sujetos obtiene puntuaciones
menores que 20 y otro 25% puntuaciones mayores que 50. Con esta informacién: .

a. Calcular la media vy la varianza de a poblacién.

b. Calcular la probabilidad de obtener en esa escala una media igual o mayor que 40 en una
muestra aleatoria de 25 sujetos.

Siendo ¥ lamedia de una muestra aleatoria de tamafio 9 extraida de una poblacién N(1, 3), cal-

cular el valor de ¥ sabiendo que la probabilidad de obtener medias como ésa o mayores vale
0,25. -

¢Cudl debe ser el tamario de una muestra aleatoria extraida de una poblacion en la que Y 'se dis-

tribuye N (40, 10) para que valga 0,99 la probabilidad de que la media de dicha muestra sea
menor que 427

La variable Y se distribuye N (10, 2) en una determinada poblaci6n. Al extraer dos muestras
aleatorias de tamafios m=9yn,=16,

a. (P(¥,>10) = P(Y,>10)? ;Por qué?

b. (P(Y,>20) = P(Y7,> 20)? ;Por qué?

La variable aleatoria ¥ se distribuye normalmente N (30, 10). A continuacién se ofrece la fun-
cién de distribucién (probabilidades acumuladas) de algunos de sus valores. Completar la tabla
teniendo en cuenta que, en o relativo a la distribucion muestral de la media se esta trabajando
con muestras de tamafio 25. .
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6.15.

6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

Y 0 10 20 30 40 50 60
z c oy ¢y oy >y )y 5 )
FZy Y )y )y ) 0,84 0,977 0,999

y )y Yy oy 9y )y 3

Supongamos que, de una poblacién con dos valores equiprobables, ¥ = {0, 1}, se extrae con
reposicién una muestra aleatoria de tamafio » = 2. ;Cuél es la probabilidad de que la media
muestral valga 1?

En un experimento sobre agudeza visual se ha presentado a un sujeto 50 pares de estimulos
Iuminosos para comprobar si era capaz de percibir la diferencia en intensidad entre los dos
estimulos de cada par. El sujeto debia pulsar un botén rojo cuando creia que la intensidad
luminosa de los estimulos era distinta y un botén verde cuando creia que la intensidad luminosa
de los estimulos era la misma. Si consideramos que el sujeto ha estado pulsando los botones al
azar, jcudl es la probabilidad de encontrar mas de 30 aciertos?

Los datos recogidos en los iltimos afios indican que el 65 % de los estudiantes universitarios
muestra una actitud favorable hacia la eutanasia. ‘

a. Calcular el valor esperado y la varianza de la variable dicotémica X = “actitud hacia la
eutanasia” (a favor, en contra). ‘

b. Calcular el valor esperado y la varianza de la distribucién muestral de n, = “ntimero de
universitarios que se muestran a favor de la eutanasia” al extraer muestras aleatorias de 20
universitarios.

c. ;Cuél es la probabilidad de encontrar, en una muestra de 20 universitarios, méas de 15 con
actitud favorable?

Al parecer, los pacientes aquejados de neurosis depresiva se recuperan espontaneamente, es
decir, sin necesidad de tratamiento, en el 30% de los casos (transcurridos 3 meses desde el inicio
del trastorno). En la lista de espera de un hospital hay 20 pacientes diagnosticados con neurosis
depresiva que no recibirdn tratamiento antes de 3 meses. ;Cual es la probabilidad de que,
transcurridos 3 meses, més de 8 de esos 20 pacientes no necesiten tratamiento?

Consideremos un test formado por 10 preguntas, cada uno de las cuales consta de 4 alternativas
de respuesta de las que solamente una es correcta. Si una muestra de 100 sujetos responde al
azar a las 10 preguntas, jcudntos sujetos cabe esperar que acierten'al menos 5 preguntas?

En una distribucién muestral formada a partir de las medias obtenidas con muestras de tamafio
n=49, alamedia Y = 76 le corresponde una puntuacién tipica Z = 2. Si el error tipico de esa
distribucién muestral vale 3:

a. ;Cual es el valor de la media poblacional?
b. ;Cuél es el valor de la desviacién tipica poblacional?

En un examen tipo test con » preguntas, cada una de las cuales tiene £ alternativas de respuesta
de las que solamente una es correcta, sabemos que la variable n, = “nimero de aciertos” tiene
un vajor esperado de 10 y una varianza de 8:

a. ;Cuantas preguntas tiene el examen?
b. ;Cuéntas alternativas de respuesta tiene cada pregunta?

'6.22.

6.23.

6.24.
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La v:ariable aleatoria Y se distribuye N (uy, ) en una determinada poblacién. Se extraen
infinitas muestras aleatorias de tamafio n de esa poblacion y se calcula en todas ellas la media
aritmética Y. a

a. Sinz2, ;puede afirmarse que o, siempre es mayor que 65? ;Por qué?

b. Siendo k un valor cualquiera, ;jpuede afirmarse que P(¥ > k) es menor que P(Y > k)?

En un estudio sobre aprendizaje con ratas, un psicélogo ha utilizado un laberinto como el que
muestra la figura que se ofrece a continuacién. El laberinto tiene una entrada (E)y 3 salidas di-
ferentes (4, By C). Al final de cada salida hay una recompensa en cantidad de bolas de comida:
lbolaenlasalidad,2enlaBy3enlaC.

/—7/——__ ’
\ . B
-/ .

Asumiendo que las ratas siempre caminan hacia adelante, es decir, sin retroceder:

a. Obtener la distribucién de probabilidad de Ia variable X = “niimero de bolas de comida con-
seguidas al recorrer el laberinto”.

b. Calcular el valor esperado y la varianza de la variable X.

E

Supongamos ahora que el laberinto lo recorren, independientemente, dos ratas. Obtener el valor
esperado y la varianza de la variable ¥ = “nimmero de bolas de comida conseguidas por las dos
ratas al recorrer el laberinto™. :

1




- Introduccioén
a la inferencia estadistica (l)
La estimacion de parametros

Qué es la inferencia estadistica

Ya hemos sefialado que el analisis de datos es un proceso que se desarrolla en fases:
comienza con la seleccién y recopilacion de los datos, contintia con la aplicacién de
herramientas descriptivas para explorar, organizar y resumir la informacién contenida
en los datos y termina (no necesariamente, pero si habitualmente) con la aplicacion de
herramientas inferenciales para llevar a cabo comparaciones y estudiar relaciones. En
los capitulos previos hemos estudiado ya lo relativo a la seleccién de casos (brevemente,
pues esta parte es mas bien objeto de los disefios de investigacién) y a las herramientas
disponibles para abordar la fase descriptiva. Este y los siguientes capitulos se ocupan
de la fase inferencial.

La inferencia estadistica es un tipo de razonamiento que procede de lo particular
a lo general: intenta extraer conclusiones de tipo general a partir de unos pocos datos
particulares. Ha llegado el momento de concretar que al hablar de conclusiones de tipo
general nos estamos refiriendo a conclusiones sobre la forma de una poblacion o sobre
alguno de sus pardmetros, y al hablar de datos particulares nos estamos refiriendo a
una muestra de esa poblacién y a alguno de sus estadisticos. Y esto, en la practica, sig-
nifica, segiin tendremos ocasion de comprobar repetidamente, realizar comparaciones
y estudiar relaciones.
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Estas inferencias (comparaciones, relaciones) pueden realizarse utilizando dos es-
trategias distintas: la estimacion de parametros y el contraste de hipétesis. Ambas
formas de inferencia son equivalentes en el sentido de que ambas permiten abordar el
mismo tipo de problemas y llegar a las mismas conclusiones (podria pensarse en ellas
como en las dos caras de una misma moneda), pero, puesto que la informacién que ofre-
cen no es exactamente la misma, conviene prestar atencién a ambas.

El contraste de hipétesis ha constituido tradicionalmente la esencia de lo que hoy
llamamos andlisis estadistico; sin embargo, raramente se ha visto libre de criticas (ver,
por ejemplo, Morrison y Henkel, 1970).

Las criticas dirigidas al contraste de hipétesis han alcanzado su maxima expresion
en la pasada década de los noventa, la cual ha sido testigo de un agrio debate promovido
por una corriente muy critica con el uso y.abuso de esta estrategia (ver, por gjemplo,
Chow, 1996; Hagen, 1997; Harlow, Mulaik y Steiger, 1997; Nikerson, 2000). Algunos
autores han llegado a proponer, incluso, el abandono del contraste de hip6tesis como es-
trategia de analisis de datos por no considerarlo un método vélido para generar conoci-
miento cientifico (Cohen, 1990, 1994; Gigerenzer, 1993; Oakes, 1986; Schmidt, 1996).
Dejando a un lado estos puntos de vista extremos (dificilmente sostenibles; ver, por
ejemplo, Cortina y Dunlap, 1997), las conclusiones de este debate podrian resumirse,
quiz4, en la recomendacién de acompafiar todo contraste con, su correspondiente esti-
macién.

Porque lo cierto es que la estimacién y el contraste se complementan. A pesar de
que son equivalentes en muchos aspectos, la informacién que ofrecen es algo distinta:
mientras que el contraste de hipétesis pone el énfasis en intentar detectar la presencia
de un efecto significativo (una diferencia o unarelacién entre variables), la estimacién
de parametros pone el énfasis en intentar cuantificar el tamafio de ese efecto (cémp de
grande es la diferencia entre los grupos, c6mo de intensa es la relacién entre las varia-
bles).

En este capitulo se explica la 16gica de la estimacién de pardmetros; en el préxi-
mo, la del contraste de hipétesis. Ambas estrategias se basan en las distribuciones
muestrales (ver capitulo anterior). Tanto el contraste de hip6tesis como la estimacion
de pardmetros se basan en la variabilidad inherente a todo estadistico (recordemos que
un estadistico no es una constante, sino una variable; en caso necesario, revisar el con-

cepto de estadistico en el Capitulo 2). Y son las distribuciones muestrales las que in-
forman sobre esa variabilidad.

Estimacion puntual

La estimacién de pardmetros se refiere al proceso mediante el cual la informacicn
muestral es utilizada para inferir valores poblacionales. Los valores poblacionales que
se estiman son, légicamente, parametros y, es obvio decirlo, la estimacién tnicamente
tiene sentido con pardmetros desconocidos (pues, si se conoce un parametro, no es ne-
cesario estimarlo).
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A partir de ahora, para representar un pardmetro cualquiera (Up, Op Ty, Pays €1C),
utilizaremos el simbolo 6 (letra griega theta). Y a los estadisticos utilizados para es-
timar esos pardmetros (¥, Sy, Py, Ry, etc.) los llamaremos estimadores y los repre-
sentaremos con el simbolo § (la misma letra griega, pero coronada con un acento cir-
cunflejo). . s b

Al utilizar la informacién muestral para inferir valores poblacionales pueden seguir-
se dos estrategias diferentes normalmente llamadas estimacién puntual y estimacién
por intervalos.

La estimacién puntual constituye la més simple de las inferencias estadisticas que
es posible realizar. Consiste, simplemente, en asignar un valor muestral concreto al va-
lor poblacional que se desea estimar. Esto es lo que se hace, por ejemplo, cuando para
conocer la edad media de un grupo se toma una muestra aleatoria de ese grupo y se
adopta como edad media de todo el grupo la edad media observada en la muestra; o
cuando, para conocer la proporcion de votantes que tienen intencién de participar en las
proximas elecciones, se toma una muestra aleatoria del censo.de votantes y se adopta
como proporcion poblacional de la intencién de voto la proporcién observada en la
muestra.

El valor muestral concreto asignado en la estimacién puntual depende del mérodo
de estimacion que se adopte. Existen diferentes métodos de estimacién. Uno de los mas
simples, ideado por Pearson y conocido como método de los momentos, consiste pre-
cisamente en asignar al pardmetro que se desea estimar el valor concreto que toma su
correspondiente estadistico. Esto es lo que se hace, por ejemplo, cuando se utiliza la
media muestral ¥ para estimar la media poblacional Wy, la proporcidn muestral P, para
estimar la proporcién poblacional ;, el coeficiente de correlacién muestral R,y para
estimar el coeficiente de correlacién poblacional pyy, etc. (en el Apéndice 7 se descri-
ben otros métodos de estimacion).

El problema de la estimacion puntual es que, dado un pardmetro cualquiera, siem-
pre es posible definir méas de un estadistico diferente para efectuar una estimacion del
mismo. Puesto que un estadistico es un valor numérico descriptivo de alguna caracte-
ristica muestral, la cantidad de-estadisticos que es posible calcular en una muestra cual-
quiera es practicamente ilimitada (ademés de los que ya conocemos, podriamos definir
estadisticos tan pintorescos como “el valor que ocupa el tercer lugar en la muestra”, “el
logaritmo del inverso del quinto valor muestral”, etc.).

Es cierto que existen unos cuantos estadisticos cuya utilidad ha sido repetidamente
contrastada. Es cierto también que cualquier pardmetro que se desee estimar Uy op 7y,
etc.) siempre tiene en la muestra un estadistico paralelo (7, $,, P,, etc.). Sin embargo,
dada la definicién de estadistico (valor numérico que describe una caracteristica mues-
tral), siempre resulta posible, en una muestra cualquiera, definir multiples estadisticos
diferentes. Y no existe una forma natural de determinar cual de todos ellos es el ideal
para efectuar una estimacién correcta. La media poblacional, por ejemplo, podria ser
estimada con la media aritmética, o la media recortada, o la mediana, o cualquier otro
estadistico de tendencia central de los estudiados en el Capitulo 4. Se hace necesario,
por tanto, determinar cuéles son las propiedades que debe reunir un estadistico para
poder ser considerado un buen estimador.
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Propiedades de un buen estimador

Entre las propiedades que debe tener un buen estimador cabe destacar dos': carencia
de sesgo y eficiencia. Lo primero que debe exigirse a un estimador es que ofrezca esti-
maciones correctas. No obstante, dado que un estimador (un estadistico) no siempre
toma el mismo valor (su valor, ya lo sabemos, depende de la muestra concreta en la que
se calcula), no todos los valores que puede tomar coincidiran con el del parametro esti-
mado. Aun asi, de un buen estimador cabe esperar que ofrezca estimaciones correctas
al menos en promedio. A esta propiedad de ofrecer, en promedio, estimaciones correc-
tas se le llama carencia de sesgo y, se dice, por tanto, que un estimador es insesgado
si su valor esperado (su media) coincide con el pardmetro que estima, es decir, si

E®) =9 [7.1]

Por ejemplo, los estadlstlcos Y, SY y P, son estimadores msesgados de sus corrés-
pondientes pardmetros py, cY y m, (de ah1 (%ue al estadistico SY selellame varlanza in-
sesgada). Por el contrario, el estadistico Sy, es un estimador sesgado de Gy (ver, por
ejemplo, Pardo y San Martin, 1998, pags. 72-73). Y el coeficiente de correlacion de
Pearson (un estadistico muy 1til que estudiaremos en el Capitulo 11) es otro ejemplo
de estimador sesgado, pues su valor esperado solamente coincide con el pardmetro que
estima cuando éste vale cero.

La segunda propiedad deseable en un estimador es la eficiencia. Un estimador es
tanto mds eficiente cuanto menor es su varianza. Supongamos que, para estimar 6, con-
tamos con dos estadisticos distintos 91 y G Decimos que 6, es mas eficiente que G
si se verifica:

cvgl < cgl [7.2)

! Otras propiedades deseables en un estimador son la consistencia, la suficiencia y 1a robustez. Un estadistico 8 es
un estimador consistente del pardmetro 8 si, para » tendiendo a infinito, se verifica P( [6-68]< k)~ 1 (para una
cantidad % infinitamente pequefia). La consistencia garantiza que, a medida que el tamafio muestral va aumentando,
también va aumentando la probabilidad de que el valor del estimador coincida exactamente con el pardmetro esti-
mado. Los estadisticos media, varianza (la sesgada y la insesgada) y proporcién son, todos ellos, estimadores con-
sistentes de sus respectivos parametros; para constatar esto basta considerar que el tamafio muestral forma parte del
denominador de sus respectivas varianzas.

Un estadistico § es un estimador suficiente si, al estimar el pardmetro 8, utiliza toda la informacién muestral rela-
cionada con §. Es decir, si § es un estimador suficiente de 9,1a estimacién obtenida no puede mejorarse conside-
rando informacion muestral no incluida en 8. Los estadisticos media, varianza (la sesgada y la insesgada) y pro-
porcidn son estimadores suficientes de sus respectivos pardmetros, pues en todos ellos se utiliza foda 1a informa-
¢i6n muestral (una simple inspeccion de sus formulas permite comprobar que todos ellos se obtienen a partir de todos
los elementos muestrales). La moda, sin embargo, se basa en un tnico valor (¢l que més se repite); y la mediana se
basa s6lo en los valores centrales.

La robustez se refiere al grado en que un estimador se ve afectado cuando no se dan las condiciones 6ptimas para
su aplicacion. Decimos que un estadistico es robusto cuando ofrece buenas estimaciones incluso cuando no se dan
las condiciones que en teoria deberian darse para ello. Tendremos ocasién de volver sobre esta propiedad.

? E(Y) = ., (ver Apéndice 6, ecuacion [6.10]); E(S3) = o% (ver Apéndice 6, ecuacién [6.15]); y E(P,) ==, (ver
Capitulo 6, ecuacion [6.7]).
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Sabemos, por ejemplo, que en una distribucién simétrica la media y la mediana toman
el mismo valor. Por tanto, para estimar el centro de una distribucién simétrica podria
utilizarse indistintamente la media (¥) o la mediana (Mdn). Sin embargo, en general,
es preferible utilizar ¥ porque, ademés de ser un estimador insesgado, es més eficiente?
que Mdn.

Tamblen sabemos que el pardmetro ch puede estimarse utlhzando dos estad1st1cos
dlstlntos S y S -1- De los dos, solamente S —; esinsesgado; pero S es mas eficiente*
que S

Una mayor eficiencia indica que el estadistico en cuestién varia menos de una’
muestra a otra, por lo que las estimaciones que pueden hacerse con €l son mds precisas -
que las que se hacen con un estimador menos eﬁc1ente Lo cierto es que, aunque un esti-
mador insesgado ofrece, en promedio, estimaciones correctas si ese estimador no es efi-
ciente (es decir, si su varianza es muy grande), muchas de sus estimaciones estaran muy
por encima del verdadero valor del pardmetro y otras muchas muy por debajo. Aunque
unas'y otras se contrarresten para ofrecer una estimacién promedio correcta (hemos di-
cho que es insesgado), al elegir al azar una de esas estimaciones se estaré corriendo el
riesgo de cometer un error muy grande. De ahi la conveniencia de que un estimador sea,
ademas de insesgado, eficiente.

La Figura 7.1 puede ayudar a comprender el significado de estas dos propiedades.
Los cuadros de la figura representan dianas sobre las que se han efectuado 10 disparos.
Légicamente, los disparos se han hecho intentando acertar en el centro de la diana. La
situaci6n puede extrapolarse facilmente a la estimacion de parametros si se considera
que el centro de la diana representa el parametro que se desea estimar y que los 10 dis-
paros corresponden a 10 estimaciones efectuadas con un estimador calculado en 10
muestras distintas. ‘

Figura 7.1. Comportamiento de diferentes estimadores: A = insesgadd eficiente; B = insesgado-
ineficiente; C = sesgado-eficiente; D = sesgado-ineficiente (adaptado de Wonnacott y Wonnacott, 1990,
pag. 242)

A B c D

* por ejemplo, en el caso concreto de una distribucién normal: c- =¢*n < cstn =1,576%/n. Es decir, la varianza
del estadistico media es menor que la del estadistico mediana. k

* Sabemos que ¢* 52 -20y(n 1)/n?y que ¢° 52 20,,/(71 = ZGY(n 1)/(n - 1)* (ver, por ejemplo, Pardo y San
Martin, 1998, pégs 72-73). Ahora bien, puesto que (1~ 1)/n” es menor que (z ~ 1)/(n - 1Y%, puede afirmarse que

2
la varianza sesgada es un estimador de o) més eficiente que la varianza insesgada (no obstante, esta diferencia en
la eficiencia de ambos estimadores va disminuyendo hasta anularse conforme el tamafio muestral va aumentando).
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En la diana 4, los disparos estdn muy concentrados en torno al blanco; todas las
distancias al blanco son bastante cortas y no existe ninguna desviacion sistematica del
mismo; se trata de un estimador insesgado y eficiente. En la diana B, todos los dispa-
ros estan muy alejados del blanco; y, aunque no existe una desviacion sistematica en
ninguna direccion, el acierto es bastante escaso; se trata de un estimador insesgado pero
poco eficiente. En la diana C, los disparos estan concentrados en un punto alejado del
blanco; aunque podria decirse que la punteria es bastante alta (los disparos van siempre
casi al mismo sitio), existe una desviacion sistematica (sesgo) del blanco; se trata de un
estimador eficiente pero sesgado. En la diana D, por dltimo, los disparos se encuentran
dispersos y alejados del blanco, al igual que en la diana B, pero ademds existe una
desviacion sistematica (sesgo) del blanco; se trata de un estimador sesgado y poco
eficiente.

Estimacion por intervalos

Acabamos de ver que la estimacién puntual consiste en atribuir un valor concreto al pa-
rametro estimado. Esta forma de hacer inferencia entrafia un riesgo evidente, pues el
valor que tome un estadistico en una muestra concreta no tiene por qué coincidir exac-
tamente con el valor del pardmetro estimado. Debido a la variaciérl muestral, siempre
cabe esperar que se dé cierta discrepancia entre el valor muestral, 8, y el valor pobla-
cional, 8. A esta discrepancia se le llama error muestral (E) y se define como

=16-9] - [73]

En la estimacion puntual no hay forma de conocer el valor de E; es decir, al utilizar 6
como estimador de 8 (¥ como estimador de p,; P, como estimador de =, ; etc.) no es
posible conocer el error que se esta cometiendo. Sin embargo, siempre que se realiza
una estimacién es importante conocer la precisidn (y, por tanto, el error) con la que se
estd trabajando. Esto puede conseguirse recurriendo a la estimacion por intervalos:

La estimacion por intervalos consiste en asignar al pardmetro que se desea esti-
mar, no un valor concreto, sino un rango de valores entre los que se espera que pue-
da encontrarse el verdadero valor del pardmetro con una probabilidad conocida.

En esta definicion hay que destacar la presencia de dos conceptos clave: rango de valo-
res 'y probabilidad conocida. Aclaremos estos dos conceptos.

Al rango de valores que se asigna al pardmetro se le llama intervalo de confian-
za (IC); y alos extremos del intervalo se les llama limites de confianza: limite inferior
(L,)y limite superior (L). Para construir un intervalo de confianza para el pardmetro
8, al correspondiente estimador puntual § se le suma y se le resta una cantidad llamada
error maximo (£ _, ):

R L =08+E_
=8xE, - { ™ [7.4]
I’z - e—Emaix
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El error méximo representa la diferencia méxima que, con una determinada probabi-
lidad, cabe esperar encontrar entre el verdadero valor del parametro estimado (8) y el
valor concreto del estadistico utilizado para estimarlo ().

La utilidad de esta estrategia radica justamente en que permite conocer la proba-
bilidad con la que cabe esperar que el intervalo construido incluya el verdadero valor
del pardmetro estimado. A esa probabilidad se le llama nivel de confianza Y se repre-
senta mediante 1 - o

PL;<®<L)=1-aqa [7.5]

(esta expresion se lee asi: la probabilidad de que el pardametro 8 se encuentre entre L,
y L, vale 1 - ). Es claro que para conocer el nivel de confianza es necesario que la
cantldad E_, estéreferidaa alguna distribucion de probabilidad conocida, en concreto,

ala dlstnbumén muestral del estadistico 8 utilizado como estimador. Por tanto, parapo- .. -

der construir intervalos de confianza es necesario utilizar estimadores con distribucién
muestral conocida. Seglin veremos enseguida, en la estimacién por intervalos se co-
mienza fijando el nivel de confianza con el que se desea trabajar (condicion de partida)
¥ se continta calculando 1a cantidad (E,5) que permite construir el intervalo que
satisface la condicion impuesta.

Consideremos una poblacién Y, formada por los elementos {1, 2, 3, 4, 5}. Si ex-
traemos de esa poblacién, con reposicion, todas las posibles muestras aleatorias de ta-
mafio » = 2 y en cada una de ellas calculamos el estadistico ¥, podemos obtener la
distribucion muestral de la media que recoge la Tabla 7.1 (esta poblacién de N = 5
elementos ya la hemos estudiado en el capitulo anterior, en el apartado Distribuciones
muestrales: un caso concreto). La tabla incluye las 25 muestras de tamafio 7 =2 que es
posible extraer de la poblacién ¥, = {1, 2, 3, 4, 5}, los distintos valores que puede to-
mar el estadistico ¥ y la frecuencia relativa asociada a cada uno de ellos. Haciendo los
célculos oportunos se obtiene

E@) = =3 vy o5= o fn = JIH2 =

Aunque conocemos el valor del parametro Hy ¥, por tanto, no es necesario estimarlo,
vamos a ver qué ocurre al intentar estimarlo. Al seleccionar una muestra de Ia poblacién
definida puede resultar elegida una cualquiera de las 25 posibles. Sabemos que el valor
de Y vaa depender de la muestra concreta elegida. La estimacidn por intervalos consis-
te en considerar que el verdadero valor de p., no se alejaré del estadistico ¥ en mas de
una determinada cantidad (£,,,). Comencemos suponiendo que esa cantidad es 1 error
tipico (o), es decir,

Li=Y-o5 y L, =7Y+op

s

.

Al atribuir al pardmetro pi,, un rango de valores comprendidos entre L,y L,elerror
mdximo que estamos dispuestos a admitir es de 1 error tipico: £, = oy. Ahora bien,
{qué garantia tenemos de que nuestra estimacion es correcta? Veamos lo que ocurre con
cada una de las 25 muestras posibles. Si la muestra que resuita elegida es (1, 1), la
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media aritmética ¥ valdra 1, y al construir el intervalo de confianza con E_, = o7 = 1
obtendremos

L=1-1=0 y L =1+1=2

5

lo que nos llevara a inferir que el verdadero valor del pardmetro p, se encuentra entre
0y 2. Como resulta que el verdadero valor del pardmetro p, es 3, con la muestra (1, 1)
estariamos construyendo un intervalo incorrecto, es decir, estarfamos asignado al pa-
rdmetro p, unrango de valores entre los que, de hecho, no se encuentra su verdadero
valor.

Tabla 7.1. Distribucion muestral de la media (Y) formada a partir de las muestras
de tamafio n=2 que es posible extraer con reposicién de la poblacion Y= {1, 2, 3, 4, 5}

Muestras posibles 2 £
1,1 1 1725
1,2)(2,1) 1,5 2/25
(1,3) 2,2) 3,1} 2 3/25
(1,4) (2,3) 3,2) (4.1) 2,5 4/25
(1,5) (24) (3.3) (4,2) 5,1) 3 5/25
(2,5)(3.4) (4,3)(5.2) 3,5 4/25
(3,5)(4.4) (5,3) 4 3/25
4,5) (5.4) 4,5 2/25
5,5 5 1725

1

My=3; 0',2,= 2

Si en lugar de la muestra (1, 1) resultara elegida_la muestra (1, 2) o la muestra (2, 1), el
intervalo de confianza se construiria a partir de ¥ = 1,5 y los limites de confianza resul-
tantes serian

L =15-1=05 y L =15+1=25

k3

Por tanto, ahora estariamos afirmando que el verdadero valor de p, se encuentra entre
0,5 y2,5,10 cual es, de nuevo, una estimacion incorrecta pues el verdadero valor de u,
es 3. Siresultaran elegidas las muestras (1, 3), (2, 2) o (3, 1), el intervalo de confianza
se construiria a partir de ¥ =2 y los limites de confianza resultantes serfan
L,=2-1=1 y L =2+1 =3

Con estas tres muestras s estariamos construyendo un intervalo correcto, pues el verda-
dero valor del pardmetro (= 3) se encuentra entre los valores 1 y 3. Y también esta-
riamos construyendo intervalos correctos con las muestras: (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4),
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(2,5),(3,2),3,3), (3,49, (3,5), (4, 1), (4,2), (4,3), (4,4), (5, 1), (5, 2) y (5, 3), pues
con todas elias el valor de ¥ llevaria a construir intervalos de confianza entre cuyos
limites estarfa incluido el verdadero valor del parametro p,. Sin embargo, al igual que
con las muestras (1, 1), (1, 2) y (2, 1), también construiriamos intervalos incorrectos
(intervalos entre cuyos limites no se encontraria el valor del parémetro Ky) con las
muestras (4, 5), (5, 4) y (5, 3).

Por tanto, con 19 de las 25 muestras posibles construiriamos intervalos correctos
y con 6 de las 25 construirfamos intervalos incorrectos. Como todas ellas tienen la mis-
ma probabilidad de ser elegidas, existe una probabilidad de 19/25 = 0,76 de construir
un intervalo que capture el valor de p;y una probabilidad de 6/25 =1-0,76 =0,24 de
construir un intervalo que no capture el valor de .

LaFigura 7.2 muestra esto graficamente: en la zona no rayada se encuentran las 19
medias ¥ que llevarén a construir un intervalo correcto; en la zona rayada se encuentran
las 6 medias Y que llevarén a construir un intervalo incorrecto. .a anchura o amplitud
del intervalo es Justamente la parte del eje horizontal correspondiente a la zona no
rayada.

- Llamamos nivel de confianza (y lo representamos mediante 1 - o) a la zona no
rayada: representa la probabilidad de construir un intervalo entre cuyos limites se
encuentre el verdadero valor del pardmetro.

- Llamamos nivel de riesgo o nivel de significacién (y lo representamos median-
te o) a la zona rayada: representa la probabilidad de construir un intervalo entre
cuyos limites no se encuentre el verdadero valor del parametro.

Por tanto, en la situacién representada por la Tabla 7.1 y la Figura 7.2, al-eenstruir un
intervalo de confianza con un error méximo de un punto (es decir, E_, = oy =1), pue-
de afirmarse que el verdadero valor del pardmetro [1,, se encontrard dentro de ese inter-
valo con una probabilidad de 0,76. Y esto lo expresamos de la siguiente manera:

P -1<p, <Y+1) =076

Figura 7.2. Distribucion muestral de la media formada a partir de las muestras
de tamafio n = 2 que es posible extraer de una poblacion de N = 5 elementos

70) 0,76
5/25
4/25 -
3/25 -
2/25 -

1/25 4
0
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Esto significa que, de todos los intervalos de confianza que es posible construir en el
escenario descrito, el 76 % de ellos incluira el verdadero valor de p, (el 24 % no lo in-
cluird). Por tanto, trabajando con E_, = o7 puede afirmarse con una confianza de 0,76
(del 76%) que el intervalo resultante incluye el valor del pardmetro p.

Por supuesto, en lugar de tomar E_, = 67 =1, podriamos adoptar cualquier otro va-
lor para £, . Si, en lugar de un solo error tipico, tomédramos, por gjemplo, 1,5 errores
tipicos, es decir,

Eg. = 1507 = 1,5(1) =

el porcentaje de intervalos que captarian el verdadero valor de p, serfa distinto. En con-
creto, habria 23 muestras de las 25 posibles que llevarian a construir intervalos co-
rrectos. Unicamente las muestras (1, 1)y (5, 5) (es decir, 2 muestras de las 25 posibles)
llevarian a construir intervalos incorrectos (intervalos que no incluirian el valor de ).
Por tanto,

P(T-15< p, <7+1,5) = 0,92

Por supuesto, el razonamiento utilizado con E_, = o7 y con E_, = 1,565 sigue sien-
do vélido para cualquier otro valorde E_,_; por ejemplo, para 1,9665,02 01;, 02,5805,
etc.). El nimero de errores tipicos que se ehJa determinard el tamafio de £, ; y el ta-
mafio de E_, determinara el nivel de confianza del intervalo resultante.

Es claro que cuanto mayor sea E,,, mayor serd la amplitud del intervalo y mayor
también la probabilidad de que el intervalo construido incluya el verdadero valor de 6.
Pero debe tenerse en cuenta que, cuanto mayor sea E,;,, menor serd la precision de la
estimacion, pues se estard atribuyendo al pardmetro un rango més amplio de valores. La
Figura 7.3 puede ayudar a entender esto con un estadistico distribuido normalmente. La
parte del eje horizontal correspondiente a la zona no rayada equivale a la amplitud del
intervalo de confianza. Obviamente, si se adopta E_; = o5 (curva de la izquierda), el
intervalo es sensiblemente mas estrecho (mas preciso) que si se adopta £, = 20y
(curva de la derecha), pero ese aumento en la precisién implica una disminucién del
nivel de confianza.

Figura 7.3. Probabilidades asociadas a los valores 65 y 205 en fa dlstnbucmn muestral de un
estimador 8 distribuido normaimente
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Estas consideraciones sugieren la necesidad buscar un equilibrio entre dos objetivos
contrapuestos: (1) que el intervalo construido sea lo bastante amplio como para garan-
tizar que la probabilidad de incluir el pardmetro sea alta y, al mismo tiempo, (2) lo bas-
tante estrecho como para ofrecer una precisién aceptable.

Este equilibrio se ha buscado tradicionalmente utilizando un nivel de confianza de
0,95 y, por tanto, un nivel de riesgo de 0,05. Se consiguen asi intervalos de confianza
con una precision aceptable al tiempo que se mantiene un nivel de riesgo razonable-
mente pequefio. Por supuesto, no hay nada que impida utilizar niveles de confianza co-
moe 0,90 0 0,99, pero debe tenerse en cuenta que el nivel.de confianza elegido determina
el nimero de errores tipicos que es necesario utilizar y, con ello, el tamafio de E .y
la amplitud o precisién del intervalo.

Dado que las poblaciones con las que se suele trabajar son mds grandes que la de
este sencillo ejemplo, se comprenderé que no es tarea fcil (ni, muchas veces, posible)
encontrar todas las muestras de tamafio n que es posible extraer de ellas. Pero en rea-
lidad esto no es un problema porque, para construir intervalos de confianza, todo lo que
se necesita es conocer la distribucion muestral del estadistico utilizado como estima-
dor: la distribucién muestral de un estimador informa de la probabilidad asociada a cada
uno de sus valores y eso es todo lo que hace falta para seguir la estrategia descrita. Y
ya sabemos (ver capitulo anterior) que para conocer la distribucién muestral de un es-
tadistico no es necesario seleccionar una sola muestra; existen procedimientos mate-
maticos que permiten conocer con exactitud el valor esperado, el error tipico y la forma
de muchas distribuciones muestrales.

Como interpretar un intervalo de confianza

Tras calcular un intervalo con un nivel de confianza de 0,95 se suele caer en la tentacion
de concluir que el pardmetro estimado se encuentra entre los limites obtenidos con una
probabilidad de 0,95. Pero esta afirmacién no es del agrado de muchos estadisticos. La
razén es que el concepto probabilidad debe ir asociado a variables, no a constantes. Y,
una vez construido un intervalo, ya no existe ninguna variable: los limites del intervalo
son dos valores concretos, dos constantes, y el pardmetro estimado también lo es. Por
tanto, al interpretar un intervalo de confianza hay que evitar la palabra probabilidad.

Antes de construir el intervalo si puede hablarse de probabilidad: existe una pro-
babilidad de 0,95 de que la expresion JCy = E E, .. incluya el verdadero valor del pa-
rametro 6. Una vez construido el mtervalo yano tlene sentido hablar de probabilidad:
el valor del pardmetro se encontraré o no dentro de los limites concretos del intervalo.

Por tanto, un intervalo construido con una confianza de 0,95 puede interpretarse de
la siguiente manera: estimamos, con una confianza del 95%, que el verdadero valor del
pardmetro estimado se encuentra entre los limites del intervalo construido (hemos evi-
tado la palabra probabilidad). Y lo que esto significa realmente es que se ha utilizado
un procedimiento que permite afirmar que de cada 100 intervalos que se construyan en
las mismas condiciones, 95 de ellos incluiran el verdadero valor del parametro (cinco
de ellos no lo harédn). Por supuesto, creemos (tenemos una confianza del 95%) que nues-
tro intervalo es uno de los correctos.
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Intervalo de confianza para el parametro media

Sabemos (ver, en el capitulo anterior, el apartado Distribucion muestral del estadistico
media) que, si la variable Y se distribuye normalmente en la poblacién (o si, aun no sien-
do su distribucién normal, el tamafio de la muestra es lo bastante grande), la distribucién
muestral del estadistico ¥ es normal con E(¥) = p yY 67 =0y/ J/n. También sabemos
que, si Y se distribuye normalmente, entonces (ver ecuacion [6.3]):

Y__
z- 2" N0
972

Ahora bien, en la distribucién normal tipificada N(0, 1) se verifica

Y-u
P(Zu/2“<"ZS21-u/2) =l-a - P(Za/2—<‘ _—c;_lszl-mlz) =l-a [7'6]
Y

A partir de [7.6], unas sencillas transformaciones (ver, por ejemplo, Pardo y San Martin,
1998, pag. 102) permiten llegar a

P(Y-|Z,lo5 < py < Y +|Zpl07) = 1-a [7.7]
- = -
L L,

Esto significa que la probabilidad de que el pardmetro p, se encuentre entre los valores
L;y L, vale I - o. Por tanto, haciendo E_, = |Z,,|cypuede afirmarse, con un nivel
de confianza de 1 - a, que el valor del pardmetro p, no se alejard del estimador ¥ en
més de la cantidad E_, . En consecuencia, el intervalo de confianza para el pardmetro
1, puede construirse de la siguiente manera:

t~
]

_ . = Y+Zpl00/fn
IC, = Y£|Z,lo; - e [7.8]

n —
i Y- [Zm]c},/\/';

t~
1

La Figura 7.4 puede ayudar a entender la situaci6n. La curva de la izquierda representa
el caso general; la de la derecha, el caso concreto en el que 1 - a vale 0,95.

En estas curvas (lo mismo vale decir del resto de curvas), cualquier media ¥ de la
zona rayada llevard a construir intervalos que no captaréan el verdadero valor del para-
metro W, y esto ocurrird con una probabilidad o = 0,025 + 0,025 = 0,05. Por el con-
trario, cualquier media de la zona no rayada llevard a construir intervalos que captardn
el verdadero valor del parametro W,y esto ocurrira con una probabilidad 1- & =0,95.

Es evidente que la cantidad £ (el error méximo) viene determinada por el nivel
de confianza elegido; con un nivel de confianza de 0,95, E_, = 1,9665; con un nivel
de confianza de 0,99, E_, = 2,57 oy; etc.
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Figura 7.4. Curva normal tipificada N(0, 1). Valores relevantes en la estimacion por intervalos

Hy—|ZoploF By pytlZyploy Ky— 19607 Ky By + 1,860y

Sino se conoce el valor de 6, no es posible transformar Y en Z. Pero si es posible sus-
tituir o, por su valor muestral para obtener la transformacion (ver ecuacion [6.4]):
Y- n S '

— r (con 65 = e 4

&7 yn

que sabemos que se distribuye segin el m’odelo' de probabilidad ¢ de Student conn - 1
grados de libertad (ver, en el Capitulo 6, el apartado Distribucion muestral del esta-
distico media)’. Y, al igual que ocurre en una distribucién normal, en una distribucién
t de Student se verifica (siguiendo el mismo razonamiento que con la transformacién
Z'y la curva normal):

T =

P(Y =1, y,apl 67 < py < Y+ 1%y 102! 87) = 1- 0 (7.9]
—_— - :
I I,

Por tanto, haciendo E_, = |z, _,. .| 67, puede afirmarse, con un nivel de confianza de
1 - a, que el valor del parametro p,, no se alejaré del estimador Y en més de la canti-

4

* En todo momento se est4 asumiendo poblacién infinita o muestreo aleatorio con reposicién en poblacién finita.
Recordemos que, en condiciones de muestreo aleatorio sin reposicién en poblacién finita, el error tipico de la dis-
tribucién muestral de la media (tanto si se conoce &, como si no) necesita ser corregido:
Sy .
o5 = F WN-n)/N-1) (conocida o)
n

s [7.10]
o5 = _‘/_;. W-n)/(N-1) (desconocida o) ) ’

El procedimiento para construir un intervalo de confianza para la media sigue siendo el mismo. Solamente debe te-
nerse en cuenta que, al trabajar con una poblacién finita de tamafio N y muestreo sin reposicion, el error tipico de
la distribucién muestral de la media-debe corregirse segiin acabamos de sefialar. Por supuesto, 2 medida que vaya
aumentando N, el término corrector (N - n)/(n - 1) ir4 tendiendo a 1, lo que significa que muestrear sin reposicién
una poblacién finita grande ser4 equivalente 2 muestrearla con reposicion.
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dad E_, . En consecuencia, si se desconoce el valor de o, €l intervalo de confianza
para el pardmetro i, puede construirse mediante

v P Ls i—;+ [tn—l;u./ZI SY/‘/_;;
IC, = Y& 1,100l 65

L, Y- ]tn—l;a/2|SY/‘/;

[

[7.11]

Con muestras grandes, las distribuciones # y normal son muy parecidas; en esos casos,
utilizar una u otra no hace cambiar mucho las cosas (ver Apéndice 5). El Apéndice 9
incluye un apartado sobre la relacion entre las transformaciones Zy 7.

Ejemplo. Intervalo de confianza para el parametro media

Una muestra aleatoria de 100 estudiantes universitarios responde a una prueba de inte-
ligencia espacial (¥) en la que obtiene una media de 80 y una desviacion tip?ca ix.lsesg'fl-
da de 10. ;Entre qué limites cabe esperar que s¢ encuentre la verdadera inteligencia
espacial media de los estudiantes universitarios, con un nivel de confianza de 0,957

Puesto que se desconoce el valor de oy, no es posible utilizar la estrategia propuesta
en [7.8] basada en la transformacion Z; es necesario recurrir a la estrategia pr.opgesta. ?n
[7.11] basada en la transformacion 7. Ademas, es necesario asumir que la distribucién
de 1a variable ¥ es normal, lo cual no representa ningtn problema porque el tamafio
muestral (»=100) es grande:

o = 0,05.
ltn—l;u/2| = |t99;0,025| = 1,984

83 = Sy/yn = 10/y100 = 1.

B = |ty os! 67 = 1,984(1) = 1,984.
IC, = 80%1984 = (78,02;81.98).

R

Aunque se desconoce el valor de Gy, puesto que el tamafio muestral es grapde, también
puede utilizarse la estrategia propuesta en [7.8] basada en la transformacién Z:

1. o= 0,05.

2. Zpl = 1Zypsl = 1,96.

3. &; = S,/yn = 10//100 = 1.

4. E; = |2yl 67 = 1,96(1) = 1,96.
5. ICPY = 80 1,96 = (78,04; 81,96).

Puede comprobarse que, efectivamente, cuando n es grande, el resultado que se obtiene
con la distribucién normal es muy parecido al que se obtiene con la distribucién z de
Student.
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Intervalo de confianza para el parametro proporcién
Ya sabemos (ver, en el capitulo anterior, el apartado Distribucién muestral del estadis-
tico proporcion) que la distribucién muestral del estadistico proporcion (P, 0 P;)

tiende a aproximarse a la distribucién normal a medida que » va aumentando, con valor
esperado E(P,) = =, y error tipico

op = m(l-m)/n [7.12)

Por tanto (ver ecuacién [5.8]),
zZ="2"1  NOD

Ahora bien, si la transformacién Z se distribuye N (0, 1), entonces se verifica

Py -m

SZi_p)=1-a [7.13]
Pl

A partir de [7.13], unas sencillas transformaciones permiten llegar a

PP - 1Zplop, < m < Pi+|Zplop) = 1-a [7.14]
— ~ ,
L, L

i , s

Es decir, la probabilidad de que el pardmetro =, se encuentre entre L, y L, vale 1~ c.
Haciendo E_, = |Z, /2"5;’1 puede afirmarse, con un nivel de confianza de 1- o, que el
valor del pardmetro 7, no se alejard del estimador P, en mas de la cantidad E_, . En
consecuencia, el intervalo de confianza para el parémetro 7; puede calcularse mediante:

IC, = P £|Z,,|c, 17151

El problema de este intervalo es que, para construirlo, es necesario conocer el error
tipico de P,, es decir, Cp,- Y ocurre que para conocer op, €8 necesario conocer justa-
mente el pardmetro que se desea estimar, es decir, ; (ver ecuacion [7.12]). No obstan-
te, puesto que P, es un estimador consistente del pardmetro =, (ver lanota a pie de pé-
gina nimero 1 de este mismo capitulo), a medida que el tamafio muestral » vaya aumen-
tando el valor de P, se ird pareciendo més y mds al pardmetro 7, y, consecuentemente,
podré utilizarse en su lugar (ver Pardo y San Martin, 1998, pags. 109-110). En cuyo
caso, ¢l intervalo de confianza para el pardmetro n, podrd construirse mediante:

L, = P, +|Z,,[VP(1-P)/n

ICn] = P % lZa/Z]é}P - [7.16]

L = Py - |Z,,|yP(1-P)/n
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Ejemplo. Intervalo de confianza para el parametro proporcién

En una muestra aleatoria de 320 madrilefios mayores de 15 afios se ha encontrado un
32% de fumadores. A partir de este dato, ;entre qué limites cabe esperar que se encuen-
tre, con una confianza del 95%, la verdadera proporcion de fumadores en la poblacién
de madrilefios mayores de 15 afios?

Tenemos una variable dicotémica (fumadores-no fumadores) de la que se han rea-
lizado n = 320 ensayos con proporcion de fumadores P, = 0,32. Por tanto,

a = 0,05.
1Z,nl = IZo,ozsl = 1,96.

1
2
3. & = /P (1-P)/n = Y032(1-0,32)/320 = 0,026.
4
5

E,, = 1,96(0,026) = 0,05.
Ic, =032+ 0,05 = (0,27;0,37).

Podemos afirmar, con una confianza del 95%, que la proporcién de fumadores en la
poblacién de madrilefios mayores de 15 afios se encuentra entre 0,27 y 0,37.

(Qué amplitud tendria el intervalo con una muestra de mayor tamafio? Ya hemos
sefialado que, al aumentar el tamafio muestral, disminuye la:amplitud del intervalo. Con
n =500, por ejemplo, se obtienen unos limites de 0,28 y 0,36.

Apéndice 7

Precision de la estimacion y tamafo de la muestra

Un intervalo de confianza suele ser tanto més 1til e informativo cuanto menor es su amplitud.
Ahora bien, la amplitud de un intervalo depende de dos factores: el nivel de confianza utilizado
y el error tipico del estimador. Si disminuye el nivel de confianza, también lo hace la amplitud
del intervalo, pero a costa de incrementar el riesgo, lo cual no parece una solucién razonable. La
reduccién de la amplitud del intervalo hay que intentar conseguirla sin alterar el nivel de confian-
za; y eso pasa, necesariamente, por Ja reduccion del error tipico del estimador: cualquier adcién
que pueda llevarse a cabo para reducir el error tipico tendr4 como consecuencia una reduccién
de la amplitud del intervalo.

En el caso de la media, su error tipico depende tanto de la varianza de la poblacién como
del tamafio de la muestra, pues o5 = 6./ /1. Por lo que se refiere a la varianza poblacional, aun-
que es cierto que no es posible eliminarla por completo porque las fuentes de error en un estudio
empirico son muchas y de muy diversa indole, una cuidadosa elaboracién del disefio de inves-
tigacién puede contribuir de forma eficaz a conseguir una importante reduccién de la misma. Por
lo que se refiere al tamafio de la muestra, esté claro que un incremento del mismo tiene como
consecuencia directa una disminucion del error tipico o. Lo cual implica que, modificando el
tamafio de la muestra, es posible controlar el grado de precision del intervalo.
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Veamos qué puede hacerse con el tamafio de la muestra para conseguir disminuir el error
tipico y obtener, como consecuencia de ello, una mayor precisién en la estimacién. De acuerdo
con el teorema de Tchebychev (ver, por ejemplo, Amén, 1984, pags. 130-131):

6-9

8

P

->|k|)<;1; - P(léve|>|k[c§)<% [7.17]

Conocida la distribucién muestral del estimador 8 y siendo kun valor estandarizado de la misma:

P(I8-8]> [k lo < = a
2
ka/‘Z

de donde, para un nivel de confianza 1-o dado, tendremos

. EZ
Belhde - Bk - oL &b
: kan .
A partir de estas ecuaciones es posible determinar cuél ha de ser el tamafio de la muestra para
alcanzar una determinada precision. Consideraremos el caso de lamedia y el de la proporcién.

El caso de 1a media

Sabemos que 612; = 0}2, / n. Haciendo k = Z, se obtiene

2 2
G 2 A
T_oE L oa-g [7.19]
n zZ, E? — -

que, para un nivel de riesgo dado, indica el tamafio muestral necesario (1) para obtener una preci-
sién concreta (E). Si se desconoce 2, sabemos que la tipificacion del estadistico media no sigue
la distribucién normal, sino la distribucién ¢ de Student. En tal-caso, haciendo k = ¢, se obtiene

2 2
SY Ez 2 Z‘n--l; al2
— = — n = Sy 2
n
tn—l; /2 E

[7.20]

Recordemos el ejemplo utilizado anteriormente en el apartado sobre el intervalo de confianza
para el parametro p,. Con una muestra de 100 estudiantes universitarios, una media muestral de
80, una desviacién tipica insesgada de 10 y un nivel de confianza de 0,95, se construyé un
intervalo de confianza con limites 78,02 y 81,98, es decir un intervalo con una amplitud de 81,98
- 78,02 = 3,96 puntos. Sin cambiar el nivel de confianza (0,95), ;qué tamafio muestral seria
necesario para que el intervalo construido tuviera una amplitud de 2 puntos (es decir, un error
méximo de 1 punto)?

Con la muestra de 100 sujetos, el intervalo tiene una amplitud de 3,96 puntos. El tamafio
muestral necesario para conseguir una amplitud de 2 puntos es

2

5. foo. _ 2

no= SPEhR g s 100_.1:_?.?4_ ~ 393,63 (s decir, 394 sujetos)
E 1
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El caso de la proporcién

Recordemos que, con tamafios muestrales grandes, el error tipico de la proporcién puede esti-
marse mediante

En consecuencia:

2
al2
2

AU-R) g2 n =P (1-P) [7.21]
n 72 E
(773
Recordemos el ejemplo utilizado en ¢l apartado sobre el intervalo de confianza para el parame-
tro w,. Con una muestra de 320 madrilefios mayores de 15 afios, un 32% de fumadores y un ni-
vel de confianza de 0,95, se construyé un intervalo con limites 0,27 y 0,37, es decir, con una
amplitud de 0,10 puntos. Sin cambiar el nivel de confianza (0,95), jqué tamafio muestral seria
necesario utilizar para que el intervalo construido tuviera una amplitud de 0,05 puntos? Apli-
cando la ecuacion [7.21] se obtiene:

ZZ

_ _ /2
n= P-P)Z

2
= 0,32(1-0,32) Lg% = 334,4 (es decir, 335 sujetos)
0,05

Estimacion por maxima verosimilitud

Ya hemos hablado de las propiedades que debe tener un buen estimador. Para encontrar estima-
dores que posean todas o algunas de esas propiedades existen diferentes métodos de estimacion
que, aunque sea superficialmente, conviene conocer.

Uno de estos métodos, propuesto por Fisher, se conoce con el nombre de mdxima verosimi-
litud. Consiste en seleccionar como estimador de un parametro el valor capaz de maximizar la
verosimilitud del resultado muestral concreto obtenido, entendiendo por verosimilitud la proba-
bilidad de, dados uno o mas pardmetros concretos, obtener el resultado muestral de hecho ob-
tenido.

Consideremos una variable aleatoria X con distribucién de probabilidad poblacional cono-
cida (el método de maxima verosimilitud exige conocer la forma de la distribucién de proba-
bilidad con la que se va a trabajar) y supongamos que de esa distribucién de probabilidad, aun-
que conocemos la forma, desconocemos el pardmetro 6 (o los pardametros 0,, 8,, ..., 8,). Extrai-
gamos una rnuestra aleatoria de tamafio » y representemos por (X;, X3, ---, X,) el resultado mues-
tral concreto obtenido.

Llamamos funcidn de verosimilitud a la funcién de probabilidad (o de densidad de proba-
bilidad) conjunta asociada al resultado muestral concreto (X;, X, ..., X,), dado el parametro 6:

V(X Xy ... X, | 0) ' [7.22]

Para cada posible valor de 6, 1a funcién de probabilidad del resultado muestral (X}, X;, .., X,) ten-
dré un valor, probablemente, distinto. Pues bien, el método de estimacion de méaxima verosimili-
tud consiste justamente en encontrar ¢l valor de 8 que hace méxima la probabilidad conjunta de
obtener un resultado muestral como el obtenido. Se trata, por tanto, de maximizar V.
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Este método de estimacidn puede ser facilmente ilustrado utilizando la distribucién bino-
mial. Supongamos que, de una determinada poblacién, extraemos una muestra aleatoria de tama-
fio n =20y que cada sujeto es clasificado como hombre o como mujer. 1.lamemos 7, alapro-
porcidn de hombres en la poblacién. La variable aleatoria 7, = “nimero de hombres en la mues-
tra” serd una variable distribuida binomialmente con pardmetros ny 7. Aunque conocemos el
valor de n, desconocemos el valor de m,,. ;Cémo estimarlo? Supongamos que, en la muestra ele-
gida, la variable n,, toma el valor 6. ;Cudl es el valor de 7, que hace mas probable el resulta-
do muestral 7, = 6? La respuesta a esta pregunta es la estimacién de maxima verosimilitud para
el pardmetro 7. .

Puesto que la variable #,, se distribuye binomialmente, la probabilidad de obtener » =6
con los posibles diferentes valores de m,,, puede calcularse de la siguiente manera:

P(ny) = (: ] g (L= )" " [7.23]
H

Por supuesto, también podemos utilizar la tabla de la distribucién binomial (ver Tabla B del
Apéndice final). De una u otra forma obtendremos, para x,,= 0,10:

P(ny=6]m,=0,10) = ( 260) (0,10)%(0,90)* = 0,0089.
Para m, = 0,20,
P(ny=6]m,=020) = ( 260) (0,20)°(0,80) = 0,1091.

Para m,=0,30,

[

P(ny=6]m,=030) = [260] (0,30)(0,70)*¢ = 0,1916. _—

Podemos seguir calculando, para cada posible valor de m,, la probabilidad de obtener el resulta-
do muestral concreto = 6. Pero a partir de w,, = 0,30 esas probabilidades comienzan a dismi-
nuir (puede comprobarse facilmente). En consecuencia, el principio de méxima verosimilitud nos
llevard a concluir que el pardmetro =, = 0,30 es el que hace més probable el resultado muestral
ng = 6. Por tanto, decidiremos utilizar %, = 0,30 como estimacion maximoverosimil del paré-
metro ., = “proporcién de hombres en la poblacién™.

Este sencillo ejemplo sirve para formarnos una idea de cémo funciona el método de estima-
citén de méxima verosimilitud. Pero para conocer cudl es el valor del par4metro que maximiza
la probabilidad de un resultado muestral concreto no necesitamos calcular una a una todas las
probabilidades de ese resultado muestral bajo todos los posibles valores asumibles por el para-
metro en cuestién. Podemos maximizar ¥ utilizando procedimientos mateméticos mucho mas
directos (ver, por ejemplo, Rios, 1985, pags. 328-330; 0 Amon, 1984, pags. 249-254).

Sin embargo, no pretendemos que el lector conozca la forma concreta de obtener una estima-
cion por el método de méaxima verosimilitud. Lo que nos interesa destacar aqui es el importante
punto de vista general sobre el que descansa el principio 0o método de maxima verosimilitud. Este
punto de vista se refiere a que las caracteristicas poblacionales verdaderas deberdn ser aguellas
que hagan probables nuestros resultados muestrales. Siuna situacién teérica convierte en impro-
bables los resultados empiricos obtenidos, deberemos dudar de ella. Larazon es ficil de entender:
si una situaci6n teérica hace improbable la aparicién de un resultado empirico concreto v, sin
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embargo, ese resultado empirico se produce, habrd que pensar que la situaci‘én tedrica planteada
no puede ser verdadera. Las afirmaciones tedricas son creibles en la medida en que lo§ datos
empiricos se muestran compatibles con ellas. Por supuesto, los datos de un tmico e?(penmex}to
nunca deben considerarse definitivos a la hora de confirmar o no una teorfa; se requieren varias
réplicas, variaciones en el disefio, diferentes tipos de mediciones, etc., y, aun asf, la C(?nﬁnnficlén
de una teorfa dificilmente se convierte en definitiva; sin embargo, el punto de vista implicito en
el principio de méxima verosimilitud siempre estd presente en los diferentes procedimientos de
analisis de datos y, consecuentemente, en la propia metodologia cientifica.

Estimacion por minimos cuadrados

Otro importante método de estimacién (muy 1til en ciertos casos; ver el Capitulo 9; ver también
el Capitulo 10 del segundo volumen) consiste en utilizar como estimacion de un pardmetro aquel
valor que hace minimas las distancias al cuadrado entre ese valor estimado y los resultados mues-
trales observados. Este método no requiere conocer la forma de la distribucién de probabilidad
con la que se trabaja (como ocurre con el método de méxima verosimilitud) pero no sirve para
estimar todo tipo de pardmetros. .

Consideremos el caso de la media. Extraigamos de una poblacién cualquiera una muestra
aleatoria de tamafio n. Llamemos (¥, Y, ..., ¥,,) al resultado muestral concreto obtenido. Siguien-
do el método de minimos cuadrados utilizaremos como estimador de u, el valor fi, que haga
minima la expresién :

Es decir, utilizaremos como estimador de p,, el valor que consiga hgcer minimas las distancias
al cuadrado respecto a los n elementos del resultado muestral obtenido. Sumando y restanfio Y
en [7.24], agrupando y desarrollando, obtenemos

(F,-Y+¥-p,)° = ﬁ)[(l’i—ﬁ (- Lly)]2 =

i
1

Y-y =

I

M= ~{=

[~ 792 + (F- ) + 205, - DT - )] = [7.25]

i
M -

(¥,- D?* + ﬁj(i- fp)? =+ }32(1’,»— N - fiy)

Teniendo en cuenta que
n — — _ n —
Y20-NE- by = 20- X -1 =0, [7.26]
i i

la expresién [7.25] se reduce a

n n n

Y E- i) = X (E -0 YT by [7.27)
i i i
Ahora bien, el término

Y- 1) [7.28]

Ejercicios
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' no es mas que el numerador de la ya conocida formula de la varianza:

n

Y@, -1y

- n

5y = __7?__ > Y -Y)? = n-1)s2 [7.29]
. i .

Por tanto, sustituyendo en [7.27] v teniendo en cuenta que tanto ¥ como fi, son términos cons-
tantes y que €] sumatorio de una constante es » veces esa constante, se llega a

3

Y- i) = (182 (- )T - ) [730)

Dado que ninguno de Ios tres términos en [7.30] puede ser negativo (se trata del tamafio muestral
y de cantidades elevadas al cuadrado) v la suma de las desviaciones(¥; - ;1},)2 forma parte de
n-1) S; > Ja suma de esas desviaciones serd minima cuando el producto (n - DE- ;1,,)2 valga
cero, lo cual inicamente es posible cuando ¥ = fi,. Por tanto, la media muestral ¥ es el estima-
dor minimo-cuadrdtico de la media poblacional Ky ‘

EEne )

Soluciones en www sintesis.com

7.1.  Las puntuaciones Y que se obtienen e’ la Escala de Inteligencia para Adultos de Wechsler

7.2.

7.3.

7.4.

(WAIS) se distribuyen normalmente con p,= 100 y o, = 15. Un psicélogo ha construido una-
nueva prueba de inteligencia y desea saber si la media estandarizada que se obtiene con ella se

‘parece 0 1o a la que ofrece el WAIS. Para ello, selecciona una muestra aleatoria de 100 sujetos

¥, tras pasarles la prueba, obtiene una media de 104. El psicélogo desea saber si el intervalo de

confianza que se obtiene a partir de la nueva media incluye o no entre sus limites el valor origi-

nal 100. ;A qué conclusién llegara el psicélogo, con un nivel de significacién de 0,05?

¢A qué conclusién habria llegado el psicélogo del ejercicio anterior si, con el mismo nivel de
confianza, en lugar de seleccionar una muestra de 100 sujetos, hubiera seleccionado una muestra
de 30 sujetos?

Al seleccionar una muestra aleatoria de 40 pacientes de un hospital se ha encontrado que 8 de
ellos presentan sintomas depresivos. ¢ Entre qué limites cabe esperar, con un nivel de confianza
de 0,95, que se encuentre la proporcién de pacientes con sintomas depresivos en la poblacién
de pacientes de ese hospital?

Una muestra aleatoria de 100 sujetos ha obtenido en una escala de satisfaccién con la atencion
recibida en el servicio de urgencias de un determinado hospital una media de 10 y una desvia-
cién tipica de 4. Al calcular los limites de confianza para la media poblacional se ha obtenido
una puntuacion de 9 para el limite inferior y de 11 para el superior. LA qué nivel de confianza

" se han calculado estos limites?
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7.5.

7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

7.11.

7.12.

De los 150 estudiantes aleatoriamente seleccionados entre los matriculados en una determinada
facultad, el 43 % mostré actitudes calificables de hostiles (H') hacia la asignatura Andlisis de
datos. Con un nivel de confianza de 0,95, ;jentre qué limites estimaremos que se encuentra la
verdadera proporcion de estudiantes de esa facuitad con actitudes hostiles hacia la mencionada
asignatura?

;Qué tamafio deberia tener la muestra del ejercicio anterior para que, al estimar la verdadera
proporcién de estudiantes con actitudes hostiles, con el mismo nivel de confianza, el error méxi-
mo del intervalo de confianza obtenido sea justamente la mitad del obtenido con la muestra de
150 estudiantes?

En una muestra aleatoria de 100 estudiantes universitarios hemos obtenido una media de 50y
una varianza de 225 en una prueba de razonamiento abstracto. Queremos estimar la media de
la poblacién sirviéndonos de un intervalo de confianza cuyo error maximo sea de 3 puntos. ;Qué
nivel de confianza debemos utilizar?

En un experimento sobre agudeza visual se ha presentado a un sujeto 50 pares de estimulos lu~
minosos para comprobar si era capaz de percibir la diferencia en intensidad entre los dos esti-
mulos de cada par. El sujeto debia pulsar un botén rojo cuando creia que la intensidad Jumino-
sa de los estimulos era distinta y un botén verde cuando creia que la intensidad luminosa de los
estimulos era la misma. ;Con qué niimero de aciertos (4) podremos pensar que el sujeto no ha
estado pulsando los botones al azar? (o = 0,05). f

Un investigador desea construir una escala con pares de estimulos visuales para utilizarla en
experimentos sobre agudeza visual. Desea que la dificultad de discriminacion de cada par de
estimulos sea de nivel medio. Elabora 25 pares de estimulos y los pasa a 100 sujetos con la in-
tencién de seleccionar para su escala aquellos pares que sean percibidos como diferentes (D) por
la mitad de los sujetos. ;Qué numero minimo y méximo de sujetos tienen que percibir los esti-
mulos de cada par como diferentes para que se cumpla el criterio de dificultad media estableci-
do por el investigador? (o. = 0,05).

Una prueba de aptitud espacial esta formada por 15 preguntas dicotémicas (dos alternativas de
respuesta). ;Qué mimero minimo y méximo de aciertos (4) cabe esperar que tenga un sujeto que
responde al azar? (a = 0,05).

Algunos trabajos sefialan que, en la Comunidad de Madrid, los trastornos depresivos afectan
al 32% de las personas en paro. Un psicélogo social sospecha que esa cifra esta desfasaday de-
cide obtener nueva informacion. Selecciona una muestra aleatoria de 300 personas en paro y
encuentra que 63 de ellos muestran trastornos depresivos. Utilizando o = 0,05, ;a qué conclusion
llegara el psicélogo sobre la afirmacion inicial de que el 32 % de las personas en paro padecen
trastornos depresivos?

Sabemos que la variable ¥ se distribuye N(g,, o). Con un nivel de significacién de 0,05 y una

muestra aleatoria de tamafio » se ha obtenido, para la media, el siguiente intervalo de confian-

za: L, =80, L, = 90. Esto supuesto (elegir la alternativa correcta):

a. Vale 0,95 la probabilidad de que la media de cualquier muestra aleatoria procedente de esa
poblacién caiga dentro del intervalo (80, 90).

b. Vale 0,05 la probabilidad de que el parametro p, caiga dentro del intervalo (80, 90) con tal
de que la muestra sea aleatoria.

7.13.

7.14.
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¢. Extrayendo un niimero indefinido de muestras aleatorias de tamafio » de esa poblacién, el
95% de los intervalos construidos contendra el pardmetro 1.

d. Extrayendo un nimero indefinido de muestras aleatorias de tamafio 7 de esa poblacién, vale
0,05 la probabilidad de que uno de ellos no contenga el pardmetro p,.

e. Vale 0,95 la probabilidad de que, al seleccionar aleatoriamente una puntuacién de esa
poblacién, ésta se encuentre dentro del intervalo (80, 90). ‘

La anchura de un intervalo de confianza (indicar cuél de las siguientes afirmaciones es correc-
tay cuél incorrecta):

Es independiente del tamafio de la muestra.

Aumernta cuando aumenta el tamafio de la muestra.

Es mayor cuanto méas homogénea es la poblacién.
Aumenta cuando aumenta el nivel de confianza 1 - .
Disminuye cuando aumenta el nivel de confianza 1 ~ a.
Disminuye cuando aumenta el error tipico del estimador.

e A o R

Un estudiante lee en un informe que los limites del intervalo de confianza al 95 % para el co-
ciente intelectual medio de los universitarios espafioles se encuentra entre 98 y 106. Al preguntar
a un compafiero por el significado de ese intervalo, éste le responde que “el 95% de los uni-
versitarios espafioles tiene un cociente intelectual comprendido entre 98 y 106”. ;Ha hecho el *
estudiante una interpretacion correcta del intervalo de confianza? ;Por qué?




Introduccion
a la inferencia estadistica (ll)
El contraste de hipotesis

-

La estimacion de parametros estudiada en el capitulo anterior es una de las dos estrate-
gias disponibles para realizar inferencias. Ya hemos seﬁ(glado que la otra estrategia es
el contraste de hipétesis. Un contraste de hipotesis (fypothesis test), también llamado
contraste o prueba de significacién (significance test), es una estrategia disefiada para
tomar decisiones: un procedimiento que permite decidir si uha proposicién acerca de
una poblacién puede mantenerse o debe rechazarse.

En la investigacién aplicada es frecuente encontrarse con problemas de conoci-
miento surgidos a partir de conocimientos ya existentes o a partir de la observacion de
nuevos datos: jes el tratamiento 4 més apropiado que el B-para aliviar los sintomas de
los pacientes con trastorno depresivo?, ;son los sujetos que se sienten inseguros mas
agresivos que los que se sienten seguroé?, zdifieren los hombres y las mujeres en in-
tencion de voto?, etc. Estos interrogantes son solo un pequefio ejemplo de la multitud
de problemas de conocimiento que se generan en el dmbito de las ciencias sociales y
de la salud. Surgen, por lo general, en el seno de una teoria que intenta dar cuenta de
alguna parcela de la realidad y se plantean con la intencién de cubrir alguna laguna
concreta de conocimiento que esa teoria no cubre o para corroborar una parte o el total
de esa teoria. :

Surgido el problema, el paso siguiente consiste en aventurar algin tipo de solucién
al mismo. Esta solucién tentativa o provisional suele tomar forma de afirmacién direc-
tamente verificable (es decir, empiricamente contrastable; de no ser asi, nos moveriamos
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en ¢l terreno de la especulacion y no en el de la ciencia) en la que se establece de forma
operativa el comportamiento de la variable o variables involucradas en el problema. Esa
afirmacion verificable recibe el nombre de hipétesis cientifica o de investigacicn (ver
Pereda, 1987, Capitulo 5). Asi, ante la pregunta (problema de conocimiento) jcud! de
dos tratamientos, Ay B, es mds eficaz para aliviar los sintomas de pacientes con depre-
sion?, podriamos aventurar la hipétesis de que los tratamientos son igualmente efica-
ces. Por supuesto, habria que definir con precisién (operativamente) en qué consiste
cada tratamiento, y qué se entiende por depresion y como medirla. Solamente entonces
la afirmacion podria considerarse una hipétesis cientifica.

Hecho esto, ya estariamos en condiciones de iniciar el proceso de verificacién de
esa hipétesis. Y el proceso de verificacién habitualmente utilizado en las ciencias em-
piricas sigue los pasos que en este capitulo describimos bajo la denominacion de con-
traste de hipdtesis.

El contraste de hipotesis

El primer paso del proceso de verificacién de una hipdtesis® consiste en formular esta-
disticamente la hipétesis cientifica que se desea contrastar; es decir, en transformar la
hipétesis cientifica en hipétesis estadistica. Esto supone que de una hipdtesis cientifi-
ca se derivan una serie de consecuencias referidas a la forma de una o varias distribu-
ciones poblacionales, o al valor de uno o més parametros de esas distribuciones. Asi,
por ejemplo, la hipédtesis cientifica los tratamientos antidepresivos A y B son igualmente
eficaces implica, en tériminos estadisticos, p, = pp; es decir, que el promedio p, de la
distribucion de la variable depresion en la poblacién de pacientes que reciben el trata-
miento 4 es igual al promedio u, de esa misma distribucién en la poblacion de pacientes
que reciben el tratamiento B.

Formulada la hipétesis estadistica, el segundo paso de un contraste de hipétesis con-
siste en buscar evidencia empirica relevante capaz de informar sobre si la hipdtesis
Jormulada es o no sostenible. Esto, en general, no resulta demasiado complicado de con-
seguir: parece razonable pensar que, si una hip6tesis concreta referida a una distribucién
poblacional es cierta, al extraer una muestra de esa poblacién debe encontrarse un resul-
tado muestral similar al que esa hipdtesis propone para la distribucion poblacional. Por
ejemplo, si una hipétesis afirma que dos tratamientos antidepresivos son igualmente efi-
caces (u; = pig) ¥ se asume que esa hipdtesis es cierta, debe esperarse que, al extraer una
muestra aleatoria de la poblacién de pacientes tratados con A y otra de la poblacién de

U por supuesto, no todas las hip6tesis cientificas requieren de la utilizacion del contraste de hip6tesis para ser veri-
ficadas. Recordemos a este respecto lo dicho en el Capitulo 1 sobre los fen6menos deterministas y aleatorios. Una
afirmacién del tipo “tal persona posee una inteligencia superior a la media” puede verificarse simplemente obser-
vando a esa persona. Sin embargo, una afirmacion del tipo “las personas autoritarias tienen una inteligencia infe-
rior a la media” no puede ser verificada recurriendo solo a la observacién: dificilmente alguien podria observar a
todas las personas autoritarias. Es justamente en las situaciones en las que no se tiene acceso a todos los elementos
de la poblacién donde las estrategias basadas en la inferencia estadistica (la estimacién de pardmetros y el contraste
de hipétesis) aportan todo su potencial para la verificacién de hipétesis cientificas.
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pacientes tratados con B, el nivel de depresién observado en ambas muestras, ¥,y ¥,
sea similar.

Ahora bien, si el resultado muestral encontrado no coincide con la afirmacién esta-
blecida en la hipétesis, pueden estar ocurriendo dos cosas diferentes: bien la hipétesis
planteada no es cierta y, por tanto, es incapaz de ofrecer predicciones correctas; bien la
hipétesis es cierta’y la discrepancia observada entre la hipétesis y los datos es solamen-
te producto de las fluctuaciones propias del azar muestral. La clave esta precisamente
en poder discernir cuando una discrepancia entre el comportamiento de los datos y la
afirmacion establecida en la hipétesis es lo bastante grande como para considerar que
el resultado muestral observado es incompatible con la hipétesis formulada, es decir,
lo bastante grande como para considerar que la discrepancia hipétesis-datos no es ex-
plicable por las fluctuaciones del azar muestral sino por el hecho de que la hipotesis
planteada es falsa.

Necesitamos, y €ste es el tercer paso del proceso, una regla de decision. Y esaregla
se establece en términos de probabilidad. Si en el ejemplo propuesto sobre la eficacia
de dos tratamientos se pudiera trabajar con las poblaciones completas de pacientes tra-
tados con 4 y con B (es decir, si se pudiera medir el nivel de depresién en fodos los pa-
cientes tratados con 4 y con B), no habria que recurrir a la teorfa de la probabilidad
porque tampoco seria necesario efectuar ningtn tipo de inferencia: se conocerian los
valores poblacionales 1, y ug, v se sabria si son iguales o no. Pero el hecho de tenerque
trabajar con muestras en lugar de poblaciones obliga a recurrir a la inferencia y a tener
que establecer una regla de decisién en términos de probabilidad.

Ahora bien, el nimero de reglas de decision que es posible establecer en una situa-
ci6n particular es casi ilimitado. Por supuesto, unas reglas serén mejores 0 mas Utiles
que otras y, probablemente, ninguna de ellas seré lo bastante buena como ) para resultar
Gitil en todo tipo de situaciones. Afortunadamente, la teoria de la decisién se ha encar-
gado de elaborar algunos argumentos que pueden trasladarse al contexto del contraste
de hipétesis. Laregla de decision que se utiliza en los contrastes de hipétesis se basa en
el siguiente razonamiento: si, suponiendo cierta la hipétesis, el resultado muestral ob-
servado es improbable, se considera que la h1potes1s es incompatible con los datos; por
el contrario, si, suponiendo cierta la hipétesis, el resultado muestral observado es pro-
bable, se considera que la hip6tesis es compatible con los datos®. Por tanto, se trata de
una regla de decisién que se basa en el grado de compatibilidad (expresada 2sta en tér-
minos de probabilidad) existente entre la hipdtesis y los datos.

Imaginemos que estamos interesados en averiguar si un grafélogo posee ono la ca-
pacidad de detectar la presencia de trastornos depresivos a partir de la escritura. Para
ello, podriamos comenzar formulando 1a hipétesis de que el grafélogo no posee tal ca-
pacidad. Si esta hipétesis es cierta, al presentar al grafélogo un par de muestras de es-
critura (una perteneciente a un paciente con trastorno y otra a un paciente sin trastorno)
para que elija la que pertenece al paciente con trastorno, cabe esperar que responda al
azar (se estd asumiendo que la hip6tesis es cierta), por lo que la probabilidad de acierto
sera de 0,5. Por el contrario, si la hip6tesis es falsa (y, por tanto, el grafélogo si posee

2 Sobre el significado de los términos “probable” e “improbable” volveremos mas adelante.
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la mencionada capacidad), al presentarle el mismo par de muestras de escritura, la pro-
babilidad de acierto sera mayor que 0,5, es decir, mayor que la probabilidad de acertar
por azar. En este escenario, la hipotesis de que el grafdlogo no posee la capacidad de
diagnosticar trastornos depresivos a través de la escritura implica una afirmacién es-
tadistica del tipo

j-I:az:icrm < 0:5

Para contrastar esta hip6tesis se pueden presentar, en lugar de un par de muestras de es-
critura, 10 pares. Si la hipétesis es verdadera, cabe esperar encontrar no mas de 5 acier-
tos (no mas del niimero de aciertos esperable por azar). Por el contario, si la hip6tesis
es falsa, cabe esperar encontrar un niimero de aciertos superior a 5 (mds aciertos de los
esperables por azar).

Ahora bien, si el grafélogo obtiene 6 aciertos, ;podré decirse que ese resultado es
mayor que el esperable por azar? ;Y si obtiene 7? ; Con cudntos aciertos podremos decir
que ¢l grafdlogo ha superado el resultado més alto esperable por azar? Para responder
a esta pregunta, en lugar de basarnos en nuestras apreciaciones subjetivas, recurrimos
a la teoria de la probabilidad intentando establecer una regla que nos permita decidir
cudndo los datos son compatibles con esa hip6tesis y cuando no.

Aplicando esta regla, un ntimero de aciertos esperable por azar (es decir, un resul-
tado probable cuando se diagnostica al azar) llevard a decidir que la hipétesis plantea-
da es compatible con los datos y a sospechar que el grafélogo no posee la capacidad de
diagnosticar a partir de la escritura; por el contrario, un nimero de aciertos mayor que
el esperable por azar (es decir, un resultado improbable cuando se diagnostica al azar)
llevaré a decidir que la hipétesis planteada es incompatible con los datos y a concluir
que el grafélogo si posee esa capacidad (pues si “TTen, < 0,57 €s una afirmaci6n in-
correcta, entonces la afirmacion correcta debe ser m,q., > 0,5). Asi pues, resumiendo:

Un contraste de hipétesis es un proceso de decision en el que una hipétesis for-
mulada en términos estadisticos es puesta enrelacion con los datos empiricos para
determinar si es 0 no compatible con éllos.

Y, en cuanto proceso que es, se desarrolla en una serie de pasos que se ajustan a la [6gi-
ca que acabamos de resumir y que se describe con més detalle a continuacién®.
Las hipétesis estadisticas

Una hipo6tesis estadistica es una afirmacion sobre una o més distribuciones de probabi-
lidad; mas concretamente, sobre la forma de una o mas distribuciones de probabilidad,

* En la inferencia estadistica no existe un inico punto de vista. Es frecuente encontrarse con la distincién entre el
enfoque cldsico, en el que se considera que la tnica informaci6n disponible sobre la poblaci6n es la que contienen
las muestras, y el enfoque bayesiano, en el que, adem4s de la informacién muestral, se hace uso de conocimientos
previos. Las ideas sobre el contraste de hipGtesis tal como se expone aqui fueron introducidas inicialmente por Ro-
nald A. Fisher (1925, 1955) y completadas por Neyman y Pearson (1928, 1932, 1933), aunque las principales apor-
taciones de Neyman y Pearson las dejaremos para el segundo volumen. Esta versién del contrate de hipétesis de-
be ser enmarcada dentro det enfoque clasico.
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o sobre el valor de uno o mas pardmetros de esas distribuciones. Las hip6tesis estadis-
ticas se suelen representar por la letra H seguida de una afirmacién que da contenido a
la hipétesis:

H: la variable Y se distribuye normalmente cori pu, =100y 6, = 15.
H: oo =0,5.
H:ny<30.

H: Mdn, # Mdn,.
H:pg =y = s = Uy

En general, una hip6tesis estadistica surge a partir de una hipétesis cientifica. Pero en-
tre una hipétesis cientifica y una hipétesis estadistica no existe una correspondencia
exacta. La primera actia como referente para la formulacién de la segunda, pero no son
la misma cosa. Una hipétesis cientifica se refiere a algiin aspecto de la realidad; una
hipétesis estadistica se refiere a algtin aspecto de una distribucién de probabilidad. Esto
significa, por ejemplo, que la expresion p, = i, propuesta anteriormente no es la unica
formulacién estadistica que puede derivarse de la hip6tesis cientifica ambos tratamien-
fos son igualmente eficaces. En lugar del promedio p podria utilizarse el promedio Mdn
y establecer esta otra formulacion estadistica: Mdn, = Mdn,. Y todavia podria trans-
formarse esa hipétesis cientifica en estadistica utilizando otras estrategias muy distintas;
por ejemplo: F(Y,) = F(¥;), es decir, la funcién de distribucion de la variable ¥ = “ni-
vel de depresién” es la misma en la poblacién de pacientes tratados con 4 yenla de
pacientes tratados con B.

Existen, por tanto, varias formas distintas de expresar estadlstlcamente una hipétesis
cientifica concreta. A lo largo de este capitulo y de los que siguen iremos viendo qué
hipétesis estadisticas es posible plantear y cémo deben plantearse. De moriento, basta
con saber que el primer paso de todo contraste de hipétesis consiste en formular en tér-
minos estadisticos la afirmacién contenida en la hipétesis cientifica que se desea con-
trastar.

Dicho esto, es necesario sefialar que, aunque hasta ahora se han venido propomendo
ejemplos en los que se ha-formulado una sola hipétesis, lo cierto es que los contrastes
de hipétesis se basan en la formulacion de dos hipétesis:

1. La hipdtesis nula, répresentada por H,.
2. La hipdtesis alternativa, representada por H,.

La hipétesis nula H, es la hipétesis que se pone a prueba. Es la clave de todo el pro-
ceso: no solo es el punto de partida sino que, segiin veremos, guia todo el proceso y es
sobre quien finalmente recae la decisién (de hecho, a los contrastes de hipotesis tam-
bién se les suele llamar pruebas de significacion de la hipdtesis nula). Esta hipétesis
adopta la forma de afirmacion concreta sobre la forma de una distribucién de probabi-
lidad o sobre el valor de alguno de los pardmetros de esa distribucién:

H,: La variable Y se distribuye normalmente con p, =100y o, =15.
Hy =,
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Hy: gy = .
Hy: py=0.
Hy T = 0,5.

La hipétesis alternativa H, es la negacion de la hipétesis nula. A, incluye todo lo que
H, excluye. Mientras que H, es una hipétesis exacta (tal cosa es igual a tal otra), H, es
inexacta (tal cosa es distinta, mayor o menor que tal otra):

H,: La variable Y no se distribuye normalmente con p, =100y 6y = 15.
H:m, >mx,.

Hy:opy <,

Hi:pyy# 0.

Hit oo < 0,5.

Cuando en H, aparece el signo distinto (#), se dice que el contraste es bilateral o bidi-
reccional. Cuando en H, aparece el signo menor que (<) o mayor que (>) se dice que el
contraste es unilateral o unidireccional. Enseguida volveremos sobre esto.

Lahipétesis nula y la hipdtesis alternativa suelen plantearse como hipétesis rivales.
Son hipétesis exhaustivas (agotan todas las posibilidades) y mutuamente exclusivas (no
se solapan), lo cual implica que si una es verdadera, la otra es necesariamente falsa. Se-
gin esto, en los ejemplos propuestos anteriormente pueden plantearse las siguientes
hipétesis:

a) Hypy=p;
Hy:pg# py.

b) Hy Togery < 0,5.
Hii T e > 0,5,

Las hipétesis del parrafo a se refieren al ejemplo sobre la eficacia de dos tratamientos
antidepresivos: la hipétesis nula afirma que el nivel medio de depresion de los pacientes
tratados con 4 es el mismo que el de los tratados con B; la hipétesis alternativa afirma
que no es el mismo. Las hipdtesis del péarrafo b se refieren al sjemplo del grafélogo ca-
paz de diagnosticar trastornos depresivos a través de la escritura: la hipétesis nula
afirma que el grafdlogo no posee tal capacidad; la hipétesis alternativa afirma que si la
posee. En ambos casos, H, y H, se plantean como hipétesis exhaustivas y mutuamente
exclusivas.

Conviene no pasar por alto un detalle de especial importancia: el signo igual (=),
tanto si va solo (i, = pg) como si va acompafiado (%t ., < 0,5), siempre va en la hipo-
tesis nula. Ya hemos sefialado que A, es la hipétesis que se somete a contraste. Esto
significa que la afirmacién concreta establecida en H, (y la inica afirmacion concreta
que se estd haciendo es la que corresponde al signo “=") es el punto de partida de todo
el proceso. Es decir, tanto si H, es exacta (, = i) como si es inexacta (M geq < 0,5),
todo el proceso de decision va a estar basado en un modelo probabilistico construido a

- partir de la afirmacion concreta correspondiente al signo
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“=" presente en H,. Ensegui-
da veremos que es justamente ese modelo probabilistico el que ofrece la informacién

necesaria para tomar una decision sobre A, 0

Los supuestos del contraste

Para contrastar hipotesis estadisticas es necesario que la distribucion muestral con la
que se va a trabajar esté completamente especificada.

Por ejemplo, una afirmacién del tipo “la variable Y se distribuye normalmente con
parametros puy =100 y o, = 157 es una afirmacién que identifica por completo las ca-
racteristicas de la poblacién de referencia: define una poblacién normal con pardme-
tros conocidos. Sabemos qué se puede esperar de una muestra aleatoriamente seleccio-
nada de esa poblaci6én. Pero una afirmacion del tipo “p, = 30” hace referencia a una
poblacion de la que tinicamente se sabe que la media de la variable Y vale 30. No sa-
bemos qué se puede esperar en una muestra seleccionada de esa poblacién a no ser que
impongamos alguna condicién extra como la forma de la poblacién y el valor de la
desviacién tipica.

Con las hipétesis de un contraste pasa algo parecido. Enseguida veremos que ladis-
tribucién que es necesario conocer en un contrate de hipdtesis es 1a distribucion mues-
tral del estadistico del contraste. Y, como las hipétesis nulas no siempre permiten espe-
cificar por completo esa distribucién muestral, es necesario establecer condiciones adi-
cionales a las que impone la hipétesis nula. Estas condiciones adicionales son las que
llamamos supuestos del contraste.

En el ejemplo del grafélogo supuestamente capaz de detectar trastornos depresivos
através de la escritura, para verificar si el grafélogo posee 0 no esa capacidad, se han
planteado las hipétesis estadisticas Hy: o < 0,5 Y H,: Togieno > 0,5. Y para conirastar
esas hipotesis se han presentado al graf6logo 10 pares de muestras de escritura. Pues
bien, si los 10 pares de muestras de escritura se presentan de forma independiente
(muestra aleatoria)'y en cada presentacion Unicamente hay dos resultados posibles
(acierto-error) con m .. = 0,5 en cada presentacion, la variable numero de aciertos
tendra una distribucién de probabilidad completamente especificada (la binomial, con
pardmetros n =10y 7., =.0,5; ver, en el Capitulo 6, el apartado Distribucién mues-
tral del estadistico proporcion) y eso permitira poder tomar una decisién sobre H, ba-
sada en la probabilidad asociada a cada numero de aciertos.

Normalmente serd necesario establecer supuestos sobre las caracteristicas de las
poblaciones muestreadas. Pero también seré necesario establecer otro tipo de supuestos
relacionados con la forma de llevar a cabo el estudio: si la muestra es aleatoria..., silas
presentaciones son independientes...

Resumiendo: los supuestos de un contraste de hip6tesis son el conjunto de con-
diciones que deben darse (forma de la poblacion de partida, caracteristicas de la muestra
elegida, etc.) para que la distribucién muestral del estadistico del contraste (es decir, la
distribucién de probabilidad en la que se basard la decisién sobre Hy) quede completa-
mente especificada.
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El estadistico del contraste y su distribucion muestral

El estadistico del contraste es un valor muestral que cumple una doble condicién: ofre-
ce informacioén relevante sobre la afirmacion establecida en la hipétesis nula tiene dis-
tribucién muestral conocida.

Si la hipétesis que se desea contrastar es Hy: u, =30, debe recurrirse a un estadisti-
co que pueda detectar cualquier desviacion de la afirmacién establecida en H,. Obvia-
mente, ni Sy, ni P,..,,, POr citar algunos estadisticos conocidos, ofrecerdn informacién
relevante sobre el pardmetro p,. Para contrastar H: ., = 30, lo razonable serd utilizar
la informacién muestral basada en el estadistico ¥; del mismo modo, si la hipétesis que
se desea contrastar es del tipo Hy: 7,.,.., = 0,70, o razonable serd recurrir a un estadis-
tico que pueda ofrecer informacién relevante sobre m ..., por ejemplo, P,;....; etc.

Lasegunda condicién que debe cumplir un estadistico para que pueda utilizarse co-
mo estadistico del contraste es la de tener distribucion muestral conocida. Precisamente
la distribucién muestral del estadistico del contraste es la que permite conocer las pro-
babilidades en las que mas tarde se basara la decision sobre H,.

Por tanto, una vez formuladas las hipétesis, el siguiente paso consiste en seleccio-
nar un estadistico capaz de informar sobre ellas y en fijar las condiciones (supuestos)
necesarias para conseguir determinar su distribucién muestral. En el ejemplo sobre el
grafélogo supuestamente capaz de diagnosticar trastornos depresivos a partir de la es-
critura se habian planteado las hipétesis Hy: oo < 0,5 Y Hi: Tagieno > 0,5. Existen dos
estadisticos (en realidad los dos son el mismo, pues uno es transformacién lineal del
otro) que aportan informacion relevante sobre esa hipétesis:

Mene = MUMero de aciertos o de diagndsticos correctos™.
Piens = “proporcién de aciertos o de diagnésticos correctos”.

Asumiendo, segtin se ha sefialado antes, que las presentaciones de los 10 pares de mues-
tras de escritura son independientes entre siy que la probabilidad de cada uno de los dos
resultados posibles (acierto-error) es la misma en cada presentacién, la distribucién
muestral de las variables (estadisticos del contraste) 7, e, ¥ Pacieno €5 12 binomial con
parametros n =10 y m,4.., = 0,5. Por tanto, la probabilidad asociada a cada uno de los
valores de 7,c.no ¥ Pacien, PUCde Obtenerse aplicando la ecuacion de la funcién binomial
(ver ecuacion [3.4]) o, mas rapido y sencillo, recurriendo a la Tabla B del Apéndice
final (sin olvidar que la tabla ofrece probabilidades acumuladas).

La Tabla 8.1 ofrece estas probabilidades, es decir, las distribuciones muestrales de
P yiero Y Pacieno CON 1 =10y 7., = 0,5. En la tabla puede comprobarse, por ejemplo,
que la probabilidad de encontrar 10 aciertos (la probabilidad de #,.q, =10 0 P, e = 1)
vale 0,001. Y también puede comprobarse, por ejemplo, que la probabilidad de encon-
trar 9 aciertos o mas (la probabilidad de #,,,,, = 9 0 P, ;0o = 0,9) vale 0,010 + 0,001 =
0,011. En estas probabilidades en las que se basara mas tarde la decisién sobre H,.

Tanto 7,;,,, como P,...,, cumplen con la doble condicién exigible al estadistico de
un contraste: contienen informacién relevante sobre Hy: 7, < 0,5 y tienen distribu-
¢i6n muestral conocida. Por tanto, ambos estadisticos sirven para contrastar esa H,,.

cven, AT, g
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Tabla 8.1. Distribucion muestral de g4 ¥ Pagero (60N M1 =10Y T 400, = 0,5)

Pygierto Prgieno T agieno) = Pucienc)
0 0,0 0,001 ;
1 0,1 0,010
2 0,2 0,044
3 03 0,117
4 0,4 0,205
5 0,5 0,246
6 0,6 0,205
7 0,7 0,117
8 0,8 0,044
9 09 0,010
10

1,0 0,001

La regla de decision

Laregla de decisién es el criterio que se utiliza para decidir si la hipétesis nula puede
mantenerse o debe rechazarse. La légica en la que se basa esta regla es bastante simple:
la hip6tesis nula se mantiene o rechaza dependiendo de su grado de compatibilidad con
los datos (datos que estin resumidos en el estadistico del contraste). Para determinar el
grado de compatibilidad entre H, y los datos, la distribucién muestral del estadistico del
contraste se divide en dos zonas exclusivas y exhaustivas: la zora de rechazo y la zona
de aceptacion. P

La zona de rechazo, también llamada zona critica, es la zona de la distribucién
muestral correspondfente a los valores del estadistico del contraste que se encuentran
tan alejados de la afirmacion establecida en H, que es muy poco probable que ocurran
si H,, como se supone, es verdadera; es decir, la zona en la que se encuentran los datos
poco compatibles con H,. La probabilidad asociada a esta zona de rechazo o critica se
denomina nivel de significacién o nivel de riesgo y se representa con la letra griega ..

La zona de aceptaci6n es la zona de la distribucién muestral correspondiente a los
valores del estadistico del contraste préximos a Ja afirmacion establecida en H,,. Es, por
tanto, la zona correspondiente a los valores del estadistico que es probable encontrar si
H, es verdadera; es decir, la zona en la que se encuentran los datos compatibles con Hj.
La probabilidad asociada a la zona de aceptacién se denomina nivel de confianza y se
representa mediante 1 - o.

Una vez definidas las zonas de rechazo y de aceptacion, se aplica la siguiente regla
de decisién:

Rechazar H, cuando el estadistico del contraste toma un valor perteneciente a la
zona de rechazo o critica; mantener H, cuando el estadistico del contraste toma un
valor perteneciente a la zona de aceptacion.
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Por tanto, se rechaza una H, particular porque eso significa que el valor del estadistico
del contraste se aleja demasiado de la prediccion estabiecida en esa hipétesis, es decir,
porque, si esa H, fuera verdadera, el estadistico del contraste no deberia tomar ese valor
(seria muy poco probable que lo tomara); si de hecho lo toma, la conclusién razonable
es que esa H, no puede ser verdadera (es importante advertir que la decisidn siempre se
toma sobre H,).

Con estaregla de decision se estd asumiendo que la probabilidad asociada al esta-
distico del contraste indica el grado de compatibilidad existente entre la hipétesis nula
y los datos. Esta probabilidad (grado de compatibilidad) recibe el nombre de nivel cri-
tico (también se le llama nivel de significacion observado) y se representa mediante p:

p = nivel critico = P(D|Hy) (D = Datos) [8.1]
Es decir, p representa la probabilidad condicional de encontrar, en la distribucion mues-
tral definida por H,, los datos de hecho encontrados; més concretamente, la probabilidad
de encontrar datos tan alejados o mas de la afirmacion establecida en H, como los de
hecho encontrados. Aplicando este criterio de compatibilidad entre la hipotesis nula y
los datos, la regla de decisioén puede formularse de esta otra manera:

Rechazar H, si p < a ; mantenerla en caso contrario

El tamafio de las zonas de rechazo y aceptacion se determina fijando el valor de o, es
decir, fijando el nivel de significacion o riesgo con el que se desea trabajar. Por supues-
to, si se tiene en cuenta que o es la probabilidad que se va a considerar como lo bastante
pequefia para que valores con esa probabilidad o menor no ocurran bajo H,, se com-
prenderé que a tiene que ser, necesariamente, un valor pequefio. Cémo de pequerio es
algo que debe establecerse de forma arbitraria, si bien el valor consensuado por la co-
munidad cientifica es 0,05 (también referido como nivel de significacién del 5%).

La forma de dividir la distribucién muestral en zona de rechazo y zona de acepta-
cién depende de que el contraste sea bilateral o unilateral (Figura 8.1). En un contraste
bilateral o bidireccional no se tiene una idea previa sobre la direccién en la que pue-
den aparecer resultados muestrales incompatibles con H,. Esto es lo que ocurre, por
ejemplo, cuando se desea comprobar si un pardmetro toma o no un determinado valor,
o si dos grupos difieren en alguna variable, o si dos variables estan relacionadas:

1. Hyt pgene = 0,3.
H, Tyeny ¥ 0,5.
2. Hyipy=upg
Hy:py # pp
3. Hy:pwy=0.
H :py#0.

En el caso 1, H, sera rechazada tanto si m,,,, € mayor que 0,5 como si es menor; en
el caso 2, H, serd rechazada tanto si p, €s mayor que p; como si j, s Menor que L en

|
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" el caso 3. H, seré rechazada tanto si la relacion es positiva como si es negativa. Todos

estos contrastes son bilaterales: las hipétesis alternativas no indican la direccion en la
que se encuentran los resultados muestrales incompatibles con H; (lo cual se expresa
con el signo “#”). )

En un contraste unilateral o unidireccional se tiene una idea previa sobre dénde se
encuentran los resultados muestrales incompatibles con H,. Esto es lo que ocurre, por
ejemplo, cuando se desea comprobar si el valor de un pardmetro ha aumentado, o si un
grupo supera a otro en alguna variable, o si dos variables se encuentran positivamente
relacionadas: t

‘

1. Hy:m <0,50.

acierto —

H,Toiene > 0,50.
2. Hy: lvlgsl—le- .
Hy gy > g
3. Hy:pyy<0.
H,:pw>0.

En el caso 1, H, serd rechazada si ., es mayor que 0,50, pero no si es menor; en el
caso 2, H, serd rechazada si p, es mayor que g, pero no si es menor; en el caso 3, H,
sera rechazada si la relacion es positiva, pero no si es negativa. Todos estos contrastes
son unilaterales. En todos ellos las hipétesis alternativas contienen una prediccién con-
creta (expresada con los signos “<”y “>) sobre la direccién en la que se encuentran los
resultados muestrales incompatibles con H,.

Lazona de rechazo o critica, por tanto, debe situarse alli donde pueden aparecer los
valores muestrales incompatibles con Hy, es decir, alli donde indica H,. Y-esto-es-algo
que depende tinicamente de lo que interese estudiar en cada caso concreto. Por ejem-
plo, para comparar la eficacia de dos tratamientos sin una expectativa justificada (es-
tudios previos, intereses concretos, etc.) sobre cudl de los dos es més eficaz, lo razona-
ble es plantear un contraste bilateral (H,: p, # pp). Lo cual significa que la zona critica
de- be recoger los valores muestrales que vayan tanto en la direccién p, - pz> 0 como
en la direccién p, ~ py < 0. Dicho de otro modo, si Hy: p, = i es falsa, lo serd tanto si
L, €S mayor que p, como si L1, s menor que p; y la zona critica deberd recoger ambas

Figura 8.1. Ejemplos de zonas criticas en un contraste bilateral (izquierda) y unilateral derecho (dere-
cha) en una distribucién muestral de forma normal
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posibilidades®. Por esta razén, en los contrastes bilaterales, la zona critica se encuen-
tra repartida’, generalmente a partes iguales, entre las dos colas de la distribucicn
muestral (ver Figura 8.1, izquierda).

Sin embargo, para comprobar si un grafélogo posee o no la capacidad de diagnos-
ticar trastornos depresivos a partir de la escritura, lo razonable es plantear un contraste
unilateral (H,: T, > 0,5), pues solamente tiene sentido considerar que el grafélogo
posee tal capacidad si la proporcién de aciertos es mayor que la esperable por azar (no
si esa proporcién es menor). En este caso, los unicos valores muestrales incompatibles
con H, son los que van en la direccién .., > 0,5, que es la direccién apuntada en H,.
Y la zona critica debe reflejar esta circunstancia quedando ubicada en la cola derecha
de la distribucion muestral. Por tanto, en los contrastes unilaterales, la zona critica se
encuentra en una de las dos colas de la distribucion muestral (Figura 8.1, derecha).

De acuerdo con esto, las reglas de decisién para los contrastes de nuestros dos ejem-
plos (el de las diferencias entre los dos tratamientos y el del grafélogo capaz de diagnos-
ticar trastornos depresivos a partir de la escritura) pueden concretarse de la siguiente
manera:

1. Rechazar H;: p, = p; si el estadistico del contraste cae en la zona critica, es decir,
si toma un valor mayor que el cuantil 100(1 - &/2) o menor que el cuantil 100 (c./2)
de su distribucién muestral. ‘

O bien: rechazar Hy: p, = p, si el estadistico del contraste toma un valor tan grande
o tan pequeiio que la probabilidad de obtener un valor tan extremo o més que €l ob-
tenido es menor que o/2. Es decir, rechazar H, si p/2 < a/2; o, lo que es lo mismo,
sip<a.

2. Rechazar Hy: 1., < 0,5 si el estadistico del contraste cae en la zona critica, es de-
¢ir, si toma un valor mayor que el percentil 100(1 - o) de su distribucién muestral.

O bien: rechazar Hy: m ., < 0,5 si el estadistico del contraste toma un valor tan
grande que la probabilidad de obtener un valor como ése o mayor es menor que .
Es decir, rechazar H, si p < a.

La regla de decision encierra un argumento claro acerca del rol que juega el azar mues-
tral en la variabilidad observada en los datos. Cuando se decide no rechazar una H, se
esta asumiendo que el efecto (diferencia, relacién) observado puede explicarse sin re-
curTir a otra cosa que a la variabilidad propia del azar muestral; cuando se decide re-
chazar una Hj se est4 descartando el azar muestral como tnica explicacién del efecto

Por supuesto, si se desea contrastar, no si dos tratamientos difieren, sino si uno es mejor que el otro, habra que
plantear un contraste unilateral.

* Existen excepciones a estaregla. Dependiendo del estadistico utilizado y de su distribucién muestral, puede ocurrir
que la zona critica de un contraste bilateral esté, toda ella, ubicada en la cola derecha de la distribucién. Cuando se
utiliza la distribucién normal o la distribucién ¢ de Student, la zona critica de los contrastes bilaterales est4 repartida,
generalmente en partes iguales, entre las dos colas de la distribucién muestral. Pero la cosa cambia cuando se utilizan
otras distribuciones como, por ejemplo, la distribuci6n x> Esto es algo que tendremos ocasién de estudiar més ade-
lante.
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observado. Asi, cuando un efecto no es lo bastante grande como para decidir rechazar
H,, lo que se est4 queriendo decir es que ese efecto se encuentra dentro del rango de va-
lores esperables por azar si H, se asume verdadera. Por el contrario, cuando el efecto
es lo bastante grande como para decidir rechazar H,, lo que se esta queriendo decir es
que el efecto excede el rango de valores esperables por azar cuando H, es verdadera; y
esto implica que el efecto observado no puede explicarse tinicamente a partir de la varia-
bilidad atribuible al azar muestral. Cuando se da esta circunstancia, decimos que el re-
sultado es estadisticamente significativo.

La decision

Planteada la hipétesis, formulados los supuestos, obtenido el estadistico del contraste
y su distribucién muestral, y establecida la regla de decisién, el paso siguiente de un
contraste consiste en tomar una decisién. y

Y la decision se toma, siempre, sobre H,; y siempre consiste en rechazarla o mante-
nerla de acuerdo con las condiciones establecidas en la regla de decisién: si el esta-
distico del contraste cae en la zona critica (p < a), se rechaza H; si el estadistico del
contraste cae en la zona de aceptacidon (p > o), se mantiene H,.

La decision, asi planteada, parece no revestir problemas. Pero eso no es del todo
cierto. Conviene resaltar un aspecto importante de este proceso de decisién que no siem-
pre es tenido en cuenta. Si se rechaza una H, particular se esté afirmado que ha quedado
probado (con las limitaciones de un procedimiento basado en probabilidades) que esa
hipétesis es falsa. Por el contrario, si se mantiene, no se esta afirmando que ha quedado
probado que es verdadera; simplemente se est4 afirmando que se considera compatible
con los datos, es decir, que no se dispone de evidencia empirica suficiente para recha-
zarla. Por tanto: '

Mantener una hip6tesis nula significa que se considera que esa hipotesis es compa-
tible con los datos. Rechazar una hip6tesis nula significa que se considera probado
(con la limitacién sefialada) que esa hipdtesis es falsa.

La razén de esta asifmetria en la conclusion es doble. Por un lado, dada la naturaleza
inespecifica de H, (incluye cualquier valor que no incluye H,), raramente es posible
afirmar que H, no es verdadera; las desviaciones pequefias de H, forman parte de H,,
por lo que al mantener una H, particular, también se estdn manteniendo, muy probable-
mente, algunos valores de H,; debe concluirse, por tanto, que se mantiene o no rechaza
H,, pero no que se acepta como verdadera. Por otro lado, en el razonamiento que lleva
a tomar una decisién sobre H,, puede reconocerse el argumento deductivo modus to-
llens, aunque de tipo probabilistico:

Si H, es verdadera, entonces, muy probablemente, el estadistico del contraste T
tomard un valor compatible con ella; 7 no toma un valor compatible con ella; lue-
g0, muy probablemente, H, no es verdadera.
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Este argumento es impecable; nada hay en él que lo invalide desde el punto de vista 16-
gico. Sin embargo, si una vez establecida la primera premisa se continta de esta otra
manera: “T toma un valor compatible con H; luego H,, muy probablemente, es ver-
dadera”, se comete un error ldgico llamado falacia de la afirmacién del consecuente,
pues T puede haber tomado un valor compatible con H,, por razones diferentes de las
contenidas en H,.

Resumiendo

Seguramente ahora se entenderd mejor la definicién propuesta para el contraste de hi-
pétesis como proceso de toma de decisiones en el que una afirmacién sobre alguna ca-
racteristica poblacional (hipdtesis nula) es puesta en relacién con los datos empiricos
(resumidos en el estadistico del) para determinar si es 0 no compatible con ellos (com-
patibilidad que se establece en términos de probabilidad: p).

Todos los contrastes de hipStesis siguen la misma légica: hip6tesis, supuestos, es-
tadistico del contraste y distribucién muestral, y decision basada en una probabilidad
que expresa el grado de compatibilidad entre la hip6tesis nula y los datos. Ahora bien,
puesto que las situaciones concretas que interesa analizar poseen caracteristicas par-
ticulares, el proceso general recién descrito necesita adaptarse a las peculiaridades de
cada una de ellas. Esto es lo que hacen las técnicas de anélisis que se describen en los
capitulos siguientes: cada técnica (cada contraste de hipdtesis o prueba de significacion)
es una adaptacién de este proceso general a una situacion concreta (situacion que vendré
caracterizada por el ntimero de variables que intervienen, la naturaleza de las variables,
la forma de recoger los datos, etc.).

Estimacion por intervalos y contraste de hipotesis

Ademés de informar acerca del rango de valores entre los que cabe esperar que se en-
cuentre el verdadero valor del pardmetro estimado, un intervalo de confianza también
sirve para contrastar hipétesis. De hecho, la estimacién por intervalos y el contraste de
hipétesis estan estrechamente relacionados. No en vano nos hemos referido ya a la esti-
macién y al contraste como las dos caras de la misma moneda. Ha llegado el momento
de aclarar esta relacion.

Al construir un intervalo con un nivel de confianza de, por ejemplo, 0,95, se esta
afirmando que, de cada 100 intervalos que se construyan con muestras del mismo ta-
mafio extraidas en las mismas condiciones, 95 de ellos incluiran el verdadero valor del
pardmetro estimado. Esto es equivalente a afirmar que ninguna de las hipétesis nulas
referidas a los valores incluidos dentro del intervalo de confianza serd rechazada en un
contraste bilateral con o = 0,05. En este sentido, los valores incluidos dentro del inter-
valo de confianza pueden interpretarse como el conjunto de hipétesis aceptables del
correspondiente contraste bilateral; y los no incluidos, como el conjunto de hipétesis
rechazables.
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LaFigura 8.2 puede ayudar a entender esta equivalencia. La curva muestra una dis-
tribucién normal en la que se ha representado el tamaifio del error méximo (£,,,,), la am-
plitud del intervalo de confianza y las zonas de aceptacion (1 - o) y rechazo (a/2 + o/2)
de un contraste bilateral.

Figura 8.2. Relacion entre la estimacion por intervalos y el contraste de hipdtesis
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Amplitud del intervalo de confianza

Sabemos que cualquier intervalo construido a partir de un valor 8 de la zona rayada
llevara a construir un intervalo entre cuyos limites no se encontraré el valor del para-
metro 8. También sabemos que cualquier valor 8 de la zona rayada que se utilice como
estadistico en un contraste bilateral llevard al rechazo de H, . Por tanto, si el valor pro-
puesto para el parametro 6 en la A, de un contraste bilateral no se encuentra dentro del
intervalo construido a partir de 8 con un nivel de confianza de 1- «, entonces el con-
traste bilateral basado en 8 llevara al rechdzo de H, con un nivel de significacién c.

Del mismo modo, cualquier intervalo construido a partir de un valor 6 de la zona
no rayada llevara no solo a construir un intervalo entre cuyos limites se encontrard el
valor del parametro 8, sino a mantener H, con el correspondiente contraste bilateral.
Por tanto, si el valor propuesto para el pardmetro 6 en /, en un contraste bilateral se
encuentra dentro de los limites del intervalo construido a partir de 8 con un nivel de
confianza de 1 - o, entonces ese contraste llevara a mantener H, con un nivel de signifi-
caciéon o.

Supongamos que en un contraste se plantea la hipétesis nula H,: u, = p, frente a la
alternativa H,: puy ¥ u, con un nivel de confianza de 0,95. Supongamos ademés que,
para contrastar esa hipétesis, se utiliza el estadistico ¥, cuya distribucién muestral esta
representada en la curva de la Figura 8.3. De acuerdo con la légica del contraste de
hip6tesis recién estudiada, cualquier valor muestral ¥ perteneciente a la zona no raya-
da llevara a mantener H,; y de acuerdo con la légica de la estimacién por intervalos
estudiada en el capitulo anterior, cualquier valor muestral ¥ perteneciente a la zona no
rayada llevard a construir un intervalo de confianza que captara el valor propuesto para
wyen H,. Tal es el caso de los intervalos construidos con las medias ¥, e ¥,: estas
medias no solo pertenecen a la zona de aceptacion, sino que, tal como se puede apreciar
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en el grafico, al sumarles y restarles el error maximo (1,96 o5), se obtienen intervalos
entre cuyos limites se encuentra el valor del parémetro p,. Por el contrario, cualquier
valor muestral ¥ perteneciente a la zona rayada llevara, no solo a rechazar H,, sino a
construir un intervalo de confianza que no captard el valor propuesto para u, en H,. Tal
es el caso de los intervalos construidos con las medias ¥, e ¥,: estas medias no solo
pertenecen a la zona de rechazo (zona rayada), sino que al sumarles y restarles el valor
del error maximo (1,96 o5) se obtienen intervalos de confianza entre cuyos limites no
se encuentra el valor del pardmetro que se est4 intentando estimar (u,).

Por tanto, al construir un intervalo de confianza para el pardmetro ., con un nivel
de confianza de 0,95, se estd asumiendo que las hipétesis nulas correspondientes a los
valores de p, no incluidos en ese intervalo son falsas.

Figura 8.3. Relacion entre la estimacion por intervalos y el contraste de hipétesis
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Clasificacion de los contrastes de hipétesis.

Para poder aplicar un contraste de hipétesis, la primera decisién que es necesario tomar
(quiz4 la més importante) es la de elegir correctamente el contraste concreto que per-
mitird poner a prueba la hipétesis que se desea contrastar. Logicamente, si un estudio
incluye varias hipdtesis serd necesario utilizar varios contrastes, en cuyo caso, cada uno
de ellos debera elegirse pensando en una hip6tesis concreta.

Este argumento sugiere que la clasificacién de los contrastes de hip6tesis podria
hacerse, antes que nada, tomando como referencia el tipo de hipétesis que permiten
contrastar. Con este criterio, los contrastes podrian clasificarse, por ejemplo, en funcién
de que permitan comparar medias, 0 comparar proporciones, o estudiar relaciones, etc.
Pero lo cierto es que este criterio, por sf solo, no conduce a una clasificacién del todo
satisfactoria porque no resulta muy Util a quienes se inician en el anélisis de datos.

. N
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Una clasificacion de los contrastes de hipétesis debe servir para cubrir, al menos,
dos objetivos: (1) ofrecer una panordmica de los contrastes disponibles y (2) ayudar al
analista de datos a elegir el contraste apropiado para cada situacién concreta. Creemos
que ambos objetivos pueden conseguirse facilmente si el criterio referido al tipo de hi-
potesis que cada contraste permite poner a prueba se complementa con otros dos: (1) el
ntimero de las variables que intervienen en el andlisis y (2) la naturaleza categérica o
cuantitativa de esas variables®. El Cuadro 8.1 ofrece una clasificacion de los contrastes
basada en estos criterios. Incluye los contrastes disponibles para el andlisis de una y dos
variables. En este volumen estudiaremos algunos de estos contrastes (los marcados en
cursiva); el resto los estudiaremos en el segundo volumen.

En la clasificacién propuesta se utiliza, como primer criterio de clasificacion, el nai-
mero de variables; a continuacién, la naturaleza categdrica o cuantitativa de las varia-
bles; por ultimo, €l tipo de hip6tesis que cada contraste permite poner a prueba. Cree-
mos que, de esta manera, se facilita enormemente la eleccién del contraste apropiado.

Los contrastes disponibles para analizar una sola variable sirven para tomar deci-
siones basadas en la comparacién entre un valor muestral y un valor poblacional, o entre
una distribucién empirica y una teérica. Para analizar una variable categérica propo-
nemos dos contrastes. El primero de ellos sirve para hacer inferencias con una variable
dicotémica; por ejemplo, ;consigue {in nuevo tratamiento més recuperaciones de las que
se vienen obteniendo con el tratamiento convencional? El segundo sirve para analizar
una variable politémica; por ejémplo, ;ha cambiado en la ltima década la proporcion
de espafioles con ideologia politica de derechas, de centro y de izquierdas? Por tanto,
para elegir entre los dos contrastes propuestos para analizar una variable categérica ini-
camente hay que considerar si la variable tiene dos categorias o tiene mas de dos. Estu-
diaremos ambos contrastes en este volumen. .

Para analizar una variable cuantitativa proponemos cinco contrastes. Tres de
ellos sirven para contrastar hip6tesis sobre el centro de una distribucion: ;es cierto que
el peso medio de los recién nacidos de madres fumadoras no alcanza los 2,5 kg? El
cuarto, para contrastar hipé6tesis sobre la dispersién de una distribucion: ;ha cambiado
la varianza del peso de los recién nacidos? Y el quinto, para contrastar hipétesis sobre
la forma de la distribucién: jpuede asumirse que el peso de los recién nacidos se dis-
tribuye normalmente? La eleccion entre los tres primeros depende del tipo de supuestos
que puedan establecerse sobre la forma de la poblacién muestreada. La prueba 7" asume
que la poblacién muestreada es normal, pero, segiin veremos, este supuesto puede pa-

© No falta quienes consideran (ver, en el Capitulo 1, el apartado Ro! de las escalas de medida) que este criterio de
clasificacion es inapropiado. Pero lo cierto es que la naturaleza categdrica o cuantitativa de las variables condiciona
el tipo de estadisticos que permiten obtener informacién (til de los datos. Con variables nominales como, por ejem-
plo, el lugar de nacimiento no tiene sentido calcular medias: ;cudl es la media de Andalucia, Aragén, Asturias, ...,
Valencia? Y con variables cuantitativas como, por ejemplo, la edad no tiene mucha utilidad preguntarse qué por-
centaje de sujetos tiene una determinada edad (si la variable estd medida con suficiente precisi6n, no habré repeti-
ciones o habrd muy pocas), es mas 1til conocer el centro, la dispersién y la forma de la distribucién. Por tanto, los
estadisticos que ofrecen informacion 1til con variables categéricas no son Jos mismos que Jos que ofrecen infor-
macion til con variables cuantitativas. La clasificacién propuesta tiene en cuenta esta circunstancia incorporando
la naturaleza de las variables como un criterio mas.
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sarse por alto si el tamafio muestral es lo bastante grande. Cuando es necesario trabajar
con muestras pequefias y no puede asumirse que la peblacién de partida es normal, la
prueba de Wilcoxon es una excelente alternativa a la prueba 7, pero exige que la dis-
tribucidn poblacional de la variable analizada sea simétrica. Sitampoco puede asumirse
que la distribucién poblacional es simétrica, puede recurrirse a la prueba de los signos.
En este volumen estudiaremos la prueba T de Student para una muestra.

En lo relativo al estudio de dos variables, estudiaremos contrastes tanto para reali-
zar comparaciones como para estudiar relaciones. Para analizar dos variables categé-
ricas proponemos varios contrastes. Para elegir entre ellos hay que prestar atencion, en
primer lugar, a si interesa relacionar las variables (para lo cual se contrasta la hip6tesis
de independencia) o compararias (para lo cual se contrasta la hipétesis de homogenei-
dad marginal). Supongamos que se pregunta a una serie de personas su opinién sobre
la eutanasia y sobre el aborto (a favor, en contra). Para averiguar si las personas que
estan a favor de la eutanasia tienden a estar también a favor del aborto se contrasta la
hipétesis de independencia (prueba X de Pearson, odds ratio, etc.). Para averiguar si
la proporcién de personas que estan a favor de la eutanasia difiere o no de la proporcién
de personas que estan a favor del aborto se contrasta la hipétesis de homogeneidad mar-
ginal (prueba de McNemar); la hip6tesis de homogeneidad marginal solamente tiene
sentido contrastarla si las dos variables analizadas tienen las mismas categorias. Ade-
mas, para estudiar, no si existen diferencias o relaciones, sino el tamafio de las diferen-
cias o la intensidad de las relaciones, propondremos diferentes medidas de asociacion.
Y también prestaremos atencion al acuerdo como un caso especial de la asociacién entre
variables. En este volumen (inicamente estudiaremos la prueba X* de Pearson sobre
independencia o igualdad de proporciones, por tanto, inicamente prestaremos atencion
a la relacion entre las variables. :

Para analizar dos variables cuantitativas proponemos cinco contrastes. Tres de
ellos sirven para compararlas: ;ha disminuido el nivel de depresion de los pacientes tras
aplicar un determinado tratamiento? Los demds sirven para relacionarlas: ;tiene algo
que ver la inteligencia con el rendimiento? En ambos casos, la-eleccion entre los dife-
rentes contrastes depende, por un lado, de si puede o no asumirse que las distribuciones
poblacionales de ambas variables son normales y, pot otro, del nivel de medida de las
variables. En este volumen estudiaremos la prueba T para muestras relacionadas y el
coeficiente de correlacion de Pearson.

Por ultimo, para analizar una variable categérica y una cuantitativa proponemos
cuatro contrastes: dos para cuando la variable categdrica tiene dos niveles (p. €j., sexo:
hombres, mujeres; tratamiento: experimental, control; etc.) y otros dos para cuando la
variable categérica tiene mas de dos niveles (p. ej., nivel de estudios: primarios, secun-
darios, medios, superiores; tipo de tratamiento: farmacoldgico, mixto, control; etc.). La
eleccion entre cada par de contrastes depende de si puede asumirse o no que las distribu-
ciones poblacionales son normales y del tamafio muestral. Si puede asumirse normali-
dad o el tamafio muestral es grande se utiliza la prueba Ty el andlisis de varianza; en
€aso contrario, la prueba de Mann-Whitney y la prueba de Kruskal-Wallis. En este vo-
lumen estudiaremos la prueba T de Student para muestras independientes .
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Cuadro 8.1. Clasificacion de los contrastes de hipétesis para una y dos variables (los contrastes que
aparecen en cursiva se estudian en este volumen,; el resto se estudia en el siguiente volumen)

Una variable categérica:
- Sila'variable es dicotémica:
Prz;eba binomial o contraste sobre una proporcion.
- 81 la variable es politémica:
Prueba X? de Pearson sobre bondad de ajuste.

Una vanable cuantxtatlva

- Para estudiar el’ centro de la dlstrlbucwn
Prueba T'de Student para una muestra.
Prueba de WilcoXon para una muestra.
-Prueba de los signos parauna muestra.
=~ Para estudiar la dispersién de la distribucion:
"Contraste sobre una varianza. o
- - Para estudiar la forma de la distribuci6n:
Prueba de Kolmooorov-Smxmov sobre bondad de aJ uste.

Dos variables categoncas

- Para compararlas. o
Prueba ds McNemar. P .
-Prueba de homogeneidad margmal - :
- Pararelacionarlas: o i :
Priiebo X7 de Pearson sobre independencia o zgualdad de proporciones.
Indices de riesgo y ¢ odds ratio’. SICENS
Medidas de asociacion. B :
: Indxces de acuerdo.

Dos vanables cuantltatlvas

~ Para compara.rlas :
Prueba T de Student para muestras relacionadas.
Prueba de Wllcoxon para dos muestras.
"“Prueba de‘los signos para dos muestras

- Para relacionarlas: :

Coeficiente.de correlacion Ryy de Pearson
- Coeficientes de correlacién para vanables ordmales (ro, tau—b)

"Una variable categonca y dana cuantxtatlva.,“ SR

~ 81 la variable categérica tiene dos niveles: :
 Prueba T dé Student para muestras independientes.
Prueba U de Mann—Whltney -
~ Si la variable categonca tiene més de dos niveles:

Andlisis de Varianza de un factor.
Prueba A de Kruskal—WalIis.r
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Apéndice 8

Consideraciones sobre el nivel critico (valor p)

Hemos definido el nivel de significacion a como la probabilidad asociada al conjunto de valores
considerados incompatibles con H,. En ese sentido, podemos entender el nivel de significacién
a como el riesgo maximo que estamos dispuestos a asumir al tomar la decisién de rechazar una
hipétesis nula que en realidad es verdadera. Esa probabilidad o suele establecerse antes de efec-
tuar el contraste para evitar que influya en la decision final. Realizar un contraste estableciendo
previamente un nivel de significacién a es lo que se viene haciendo hace décadas en la mayor
parte de las 4reas de conocimiento por la mayor parte de los investigadores. Sin embargo, esto
no significa que esta forma de proceder esté libre de problemas. Los tiene, y no pequefios. Dos
de ellos son éstos: (1) la decisién sobre H, puede depender decisivamente del nivel de significa-
cién establecido (es posible mantener una hipétesis con a = 0,01 y, sin embargo, rechazarla con
a=0,05) y (2) decidir si H, es o no falsa no ofrece informacién sobre el grado en el que la evi-
dencia empirica se muestra incompatible con esa hipétesis.

En relacién con el primero de estos problemas, aunque es cierto que existe un acuerdo gene-
ralizado acerca de que o debe ser un valor pequefio, cémo de pequerio es algo que nos vemos
obligados a establecer de forma arbitraria. Y aunque los niveles dé significacién habitualmente
utilizados son 0,05 y 0,01, no existe ninglin argumento serio que impida utilizar otro nivel de
significacién como 0,03 o 0,005. En principio, si se considera que el error consistente en rechazar
una hipétesis verdadera tiene consecuencias graves, se debe adoptar para ¢, un valor mas pequefio
que si se considera que las consecuencias no son graves. Pero ocurre que, al hacer mas pequefio
el valor de o, disminuye la probabilidad de rechazar una H, falsa; lo cual significa que, para evi-
tar un tipo de error (rechazar una hipétesis verdadera) se estd aplicando un remedio que aumenta
la probabilidad de cometer otro tipo de error (no rechazar una hip6tesis falsa).

Podriamos servirnos de conocimientos previos (resultados informados por otras investiga-
ciones o por trabajos piloto; predicciones derivadas de alguna teoria; etc.) para establecer un ni-
vel de significacién mas grande o més pequeiio dependiendo de si esos conocimientos previos
apuntan en la direccién de 4, o en otra direccién. Pero incluso asi, el vaior que se adopte para
a seguiria siendo arbitrario (al menos, en un rango de posibles valores asumibles con cierta cohe-
rencia).

Y siendo o un valor establecido arbitrariamente, resulta obligado hacer referencia al primero
de los problemas mencionados. Aclaremos esto con un ejemplo. Supongamos que, para contrastar
la hip6tesis nula Hy: p = 10 frente a la alternativa H,: u# 10, se adopta un nivel de confianza de
0,95 (es decir, o = 0,05). Supongamos que, con ese nivel de confianza, la zona critica esté for-
mada por los valores mayores que 1,96 y los menores que -1,96. Supongamos finalmente que
el estadistico del contraste vale 2,14. Puesto que este valor cae en la zona critica, decidimos re-
chazar H,. Lo curioso de este contraste es que, si en lugar de adoptar para o un valor de 0,05 se
adopta un valor de 0,01, la zona critica estara formada por los valores mayores que 2,58 y los me-
nores que ~2,58; lo cual significa que el valor del estadistico del contraste (2,14) no caeré en la
zona critica y eso llevard a mantener H,. En consecuencia, con o = 0,05 tomaremos la decision
de rechazar Hy; y con o= 0,01 tomaremos la decisién de mantener H,. Esto ocurre porque la pro-
babilidad de encontrar valores iguales o mayores que el encontrado vale P(Z>2,14) = 0,0162,
y ese valor se encuentra entre 0,025 y 0,005 («/2). Hace falta un nivel de significacién minimo
de 0,0324 (= 0,0162+0,0162, pues el contraste es bilateral) para que el valor del estadistico del
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contraste lleve al rechazo de H,. Cualquier valor . mayor que 0,0324 llevard a tomar la decisién
de mantener H,.

Ya nos hemos referido al nivel critico (valor p) como un nimero que expresa el grado de
compatibilidad entre la hipétesis nula (H,) y los datos (D). Mas concretamente, el nivel critico
es la probabilidad asociada al estadistico del contraste cuando H, es verdadera. Se trata, por
tanto, de una probabilidad condicional (ver ecuaci6n [1:1]). En términos generales, en un con-
traste unilateral, el nivel critico es la probabilidad asociada a los valores mayores (contraste uni-
latera] derecho) o menores (contraste unilateral izquierdo) que el del estadistico del contraste;
en un contraste bilateral, el nivel critico es la probabilidad asociada a los valores que se encuen-
tran tan alejados de H, como, al menos, el valor del estadistico del contraste’. Por tanto, el nivel
critico p se obtiene, a diferencia del nivel de significacion a, después de efectuar el contraste, es
decir, una vez calculado el estadistico del contraste, y siempre bajo el supuesto de que H, es ver-
dadera.

Algunos investigadores, en lugar de establecer a priori un nivel de significacion o, prefieren
esperar a obtener el nivel critico para tomar una decisién sobre Hy: si el nivel critico es pequefio,
la decisi6n serd rechazarla; si el nivel critico es grande, la decision serd manteneria. Por supuesto,
de nuevo nos encontramos con la arbitrariedad de tener que determinar cudndo un nivel critico
es grande y cudndo es pequefio. Pero este problema tiene mejor salida que el de establecer a
priori un valor para . Una regla bastante razonable podria ser ésta: (1) rechazar H, si el nivel
critico es claramente menor que 0,05; (2) mantenerla si es claramente mayor que 0,05; (3) repetir
el contraste con una muestra diferente si el nivel critico toma un valor en tormno a 0,05. Por su-
puesto, la importancia o gravead de cada tipo de error y el conocimiento previo que se tenga so-
bre la hip6tesis que se estd contrastando podrian servir para matizar ¢l significado de las expre-
siones claramente mayor, claramente menor y en torno a réferidas en la regla propuesta.

La utilizacién del nivel critico p en lugar del nivel de significacion a tiene una ventaja adi-
cional que permite superar, en parte, el segundo de los inconvenientes asociados a la utilizacién
de un nivel de significacién establecido a priori. El nivel critico no solo sirve para tomar una
decisién sobre Hy, sino que su tamafio informa sobre el grado de compatibilidad o discrepancia
existente entre esa hipétesis y la evidencia muestral disponible. Un nivel criticode 6,70, por
ejemplo, est4 indicando que el resultado muestral obtenido es perfectamente compatible con la
hipétesis planteada; es decir, un nivel critico de ese tamafio estd indicando que, si asumimos que
la H, planteada es verdadera, la probabilidad de encontrar un resultado muestral como el encon-
trado o més extremo vale 0,70. Un nivel critico de 0,05 est4 indicando que el resultado muestral
observado es poco compatible con Hy. Un nivel critico de 0,000001 est4 indicando que el re-
sultado muestral observado se encuentra tan alejado de ]a prediccién efectuada en H, que, siendo
H, verdadera, Gnicamente hay una posibilidad entre un millén de encontrar un resultado seme-
jante; con un nivel critico de 0,000001 podriamos sentirnos razonablemente seguros de que la
H, planteada es falsa. Puede decirse, por tanto, que el tamafio del nivel critico est4 informando
del grado en el que la evidencia empirica se muestra incompatible con la H; planteada (infor-
macion ésta que se pasa por alto cuando la decisién se limita a mantener o rechazar Hj a partir
de un nivel de significacién previamente establecido).

No obstante, no debe olvidarse que el tamafio del error tipico de la distribucién muestral de
un estadistico depende directamente del tamafio de la muestra utilizada: cuanto mayor es el tama-

7 En los contrastes en los que se utilizan las dos colas de la distribucién muestral, el nivel critico p se obtiene, gene-
ralmente, multiplicando por 2 la probabilidad asociada a los valores mayores (si el estadistico del contraste cae en
la cola derecha) o menores (si ¢l estadistico del contraste cae en Ja cola izquierda) que el valor concreto del estadisti-
co del contraste. Pero existen contrastes bilaterales en los que la zona critica estd situada, toda ella, en la cola derecha
de la distribucién muestral (estudiaremos esto mas adelante). En estos casos, el nivel critico es la probabilidad
asociada a los valores mayores que el estadistico del contraste.
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fio muestral, menor es el error tipico (ver ecuaciones [6.1] y [6.7]). Por tanto, un mismo efecto
(es decir, una misma diferencia o una misma relacidn) tendré asociado un estadistico tanto mas
extremo en su distribucion muestral (es decir, tanto mds alejado de la prediccién formulada en
H,) cuanto mayor sea el tamafio muestral. En consecuencia, a medida que el tamafio muestral
vaya aumentando, el nivel critico ird tendiendo a 0; y esto podria llevar a pensar, erroneamente,
que existe una discrepancia importante entre la hipdtesis nula y los datos.

Todo esto sugiere que la utilizacion del nivel critico como una medida del grado de discre-
pancia entre la hipétesis nula y los datos, aunque puede servir para mantener o rechazar una hi-
pétesis particular, no sirve como una medida de la magnitud del efecto encontrado (el tamafio
de una diferencia, la intensidad de una relacién; etc.). Para esto filtimo es necesario utilizar medi-
das que no dependan del tamafio muestral. Precisamente la busqueda de una medida de ese tipo
es lo que se ha venido haciendo en los dltimos afios bajo la denominacién genérica de medidas
del tamario del efecto.

" Decidir si una hipétesis es o no falsa no constituye, en muchas ocasiones, un criterio sufi-
ciente para determinar si el estudio realizado contribuye o no de forma significativa al desarro-
llo de una teoria o de una linea de investigacion. Esto se debe a que la decision a la que se llega
en un contraste de hipdtesis sobre la base del grado de discrepancia existente entre la hipétesis
nula y los datos depende en buena medida, segiin acabamos de seftalar, del tamafio de la mues-
tra concreta utilizada. Tamafios muestrales grandes pueden llevar a considerar como estadisti-
camente significativas discrepancias insignificantes; y tamafios muestrales muy pequefios pue-
den llevar a considerar estadisticamente no significativas discrepancias teéricamente relevantes®,

Desde hace décadas se viene insistiendo en la conveniencia de acompaiiar la decisi6n tipica
de un contraste de hipétesis (mantener o rechazar H,) con alguna medida del grado de discre-
pancia existente entre esa H, y la evidencia muestral disponible. Acabamos de destacar la impor-
tancia de la informacién que ofrece una medida de este tipo, pero no hemos ofrecido ninguna
solucion aceptable (el nivel critico como medida de esa discrepancia no es una buena soluci6n).
En el segundo volumen estudiaremos algunas de estas medidas. De momento, basta con que to-
memos conciencia de la importancia de cuantificar el tamario del efecto y de la conveniencia de
utilizar esa cuantificacién como un complemento de la informacion que ofrece un contraste de
hipétesis.

Ejercicios

8.1.

Soluciones en www.sintesis.com

(Cudles de las hipétesis que aparecen a continuacion estan bien formuladas?
a. Hy py<3; Hypy>3. e. Hyuy=23; Hipy<3.

b. Hyuy>3; Hypp,<3. Jf Hym 20,5 Hi:m #0,5.

c. Hym 20,5 Hp:m <05 g Hyw#3; Hyipy=3.

d. Hym<0,5; Hyim >0,5. h. Hy py<3; Hppy=3.

8 Decir que un resultado muestral es estadisticamente significativo no significa necesariamente que ese resultado
es relevante desde un punto de vista sustantivo, ya sea teérico o aplicado. Volveremos sobre esta cuestién en el se-
gundo volumen. En Leén (1984) puede encontrarse una interesante discusién sobre el significado del concepto
significativo en el contexto del andlisis de datos y fuera de él.

8.2:

8.3.

8.5.

8.6.
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En un contraste de hip6tesis, la probabilidad minima con la cual se puede rechazar una hipétesis
nula que es verdadera se denomina:

Nivel de significacion.
Nivel critico.

Nivel de confianza.
Nivel de riesgo.

Zona critica.

N

Supongamos que se desea evaluar la eficacia de un tratamiento. Para ello, se selecciona alea-
toriamente una muestra de pacientes y se forman, también aleatoriamente, dos grupos: experi-
mental y control. Al grupo experimental se le aplica el tratamiento; al grupo control se le aplica
un placebo. Tras recoger los datos y comparar los grupos se obtiene un resultado significativo
(= 0,001). Teniendo en cuenta este escenario, sefialar como verdadera o falsa cada una de las
siguientes afirmaciones:

a. Se ha conseguido probar inequivocamente la eficacia del tratamiento.

b. Se conoce o puede deducirse la probabilidad de que la hi,6tesis nula sea verdadera.

¢. Se conoce o puede deducirse la probabilidad de que la hipétesis nula sea falsa.

d. Si se decide rechazar la hipétesis nula, se conoce la probabilidad de que la decision sea
incorrecta. ‘

e. Siserepitiera el experimento un gran nimero de veces, sabemos que obtendremos un resul-
tado significativo en el 99,9% de las veces.

/. Si se mantiene la hip6tesis nula, puede concluirse que los grupos no difieren.

Un estadistico ¥ tiene la funci6n de probabilidad acumulada que muestra la tabla. Llevado a cabo
un contraste unilateral izquierdo con una determinada muestra obtenemos para el estadistico V'
un valor de - 1.

v -1 -0,5 0 0,5 1 15 2 -

F(V|H) 003 005 037 065 09 097 1

a. Establecer unaregla de decisién en términos de probabilidad.
b. ;Qué decision debe tomarse sobre H,? ;Por qué?
¢. ¢Cuénto vale el nivel critico p?

El estadistico n; (nimero de aciertos) se distribuye segiin se indica en la siguiente tabla. Si se
plantea, con o = 0,05, un contraste unilateral derecho sobre Hy: mr; = 0,40, ;qué decisién debe
tomarse sobre H, si en una muestra concreta se obtiene n, = 4?

n, 0 1 2 3 4

f(n |n=040) 0,13 0345 0345 0,154 0,03

Un investigador afirma que, entre los estudiantes universitarios, ellas fuman més que ellos. Con
los datos de una encuesta realizada por él mismo ha comparado la proporcion de fumadoras con
la proporci6n de fumadores (Hy: Moo < Tegtoss H17 Tagigs > Tenos) ¥ 112 obtenido, para el estadistico
del contraste, un valor 7 = 2,681. La siguiente tabla ofrece la funcién de distribucién (proba-
bilidades acumuladas) de algunos de los valores del estadistico T:

’
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T -0,539 0 0,539 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
F(T)|H, 0300 0500 0,700 0,900 0950 0,975 0,99 0,995

Con o = 0,05:

a. jPuede afirmarse que los datos confirman la hip6tesis del investigador? ;Por qué?
b. (A partir de qué nivel de significacién podria rechazarse H,?

Un terapeuta afirma que una terapia consigue recuperaciones aceptables en mas del 80% de los
pacientes tratados. Un colega suyo piensa que la proporcién de recuperaciones aceptables es
menor que el 80%. Ambos realizan un estudio para contrastar sus respectivas hipétesis.

a. ({Qué hipdtesis estadisticas debe plantear cada terapeuta?

b. Al contrastar su hipdtesis nula el primer terapeuta obtiene un nivel critico p = 0,818. Utili-
zando un nivel de confianza de 0,95, ;qué decisiéon debe tomar? ;Por qué?

¢. Al contrastar su hipdtesis nula el segundo terapeuta obtiene un nivel critico p = 0,002. Utili-
zando un nivel de confianza de 0,95, ;qué decision debe tomar? ;Por qué?

d. ;Cudl de los dos terapeutas tiene razén?, ;tienen razén los dos?, ;no tiene razdén ninguno de
los dos?

En 1990 fumaba el 30% de los universitarios madrilefios. Un investigador cree que en los Gltimos
afios ese porcentaje ha aumentado. Para comprobarlo, selecciona una muestra aleatoria de
universitarios madrilefios y obtiene un estadistico al que, bajo H,’ n-= 0,30, le corresponde el
centil 93.

a. Plantea las hipétesis estadisticas del contraste.

b. ;Qué decisién debe tomarse sobre H, con a=0,05? ;Por qué?

Supongamos que se contrasta H: py > 0 frente a H;: uy < 0y, en una muestra aleatoria simple,
se obtiene un estadistico de contraste I'= -2. Sabiendo que P (T <-2) = 0,005 y utilizando un
nivel de significacién o = 0,01, ;qué decisién debe tomarse sobre H, y por qué?

Rechazarla porque -2 < 0. '

Mantenerla porque 0,01 < 0,995.

Mantenerla porque -2 < 0,01.

Rechazarla porque 0,005 < 0,01.

Mantenerla porque P(I'<~-2)> o.

S Rp SR

Al comparar las medias de dos grupos mediante un contraste unilateral derecho el estadistico
del contraste ha tomado el valor 7'= 2,63. Sabiendo que P(I'>2,63) = 0,075 y utilizando un ni-
vel de significacién de 0,05: '

Se debe rechazar H, porque T cae en la zona critica.

Se debe mantener H, porque 0,075 > 0,05.

Se debe rechazar H; porque 0,075 > 0,05.

Se debe concluir que las-medias poblacionales difieren entre si.
Se debe concluir que las medias muestrales son iguales.

S AD TR

En un contraste de hipétesis unilateral derecho se obtiene, para el estadistico del contraste, un
valor H = 6,13. Sabiendo que P(H < 6,13) = 0,05:

a. La decision razonable es mantener M.
b. La decision razonable es rechazar Hj.
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c. La probabilidad de rechazar H, siendo verdadera vale 0,05.
d. Se puede rechazar H, con una probabilidad de equivocarse de 0,05.
e. Al mantener H, siendo verdadera, la probabilidad de equivocarse vale al menos 0,05.

8.12. Para contrastar una misma hip6tesis nula se han utilizado dos estadisticos distintos: ¥y W. Se

sabe que ¥ se distribuye segin el modelo de probabilidad ¢ de Student con 10 grados de libertad
y que W se distribuye segin el modelo de probabilidad normal N(0, 1). En una muestra aleatoria
concreta se ha obtenido ¥ = W = k. Siendo & un valor cualquiera y dado un mismo nivel de
significacidn (sefialar la/s alternativa/s correcta/s):

Si se mantiene H, con ¥, es imposible rechazarla con W.

Si se rechaza H, con V, necesariamente s¢ rechazard con #.

Es maés probable rechazar H, con V que con W. g
Si se mantiene H, con ¥, necesariamente se mantendr4 con .

Si se rechaza H, con V, es posible mantenerla con W.

® RO SR



Inferencia con una variable

En los Capitulos 3 al 5 hemos estudiado qué puede hacerse con una variable desde el
punto de vista descriptivo. Ahora que ya conocemos los fundamentos de la inferencia
estadistica ha llegado el momento de estudiar qué puede hacerse con una variable desde
el punto de vista inferencial. ‘

La diferencia que Hemos establecido entre variables categricas y cuantitativas no
es superficial. Ya hemos tenido ocasién de comprobar que las herramientas descripti-
vas que permiten obtener informacién 1iti! de unos datos son unas u otras dependien-
do de que la variable analizada sea categérica o cuantitativa; y también hemos tenido
ocasién de comprobar que las distribuciones tedricas de probabilidad, incluidas las dis-
tribuciones muestrales, poseen peculiaridades propias dependiendo de que la variable
original sea categdrica o cuantitativa. Esta diferencia basica entre variables categoricas
y cuantitativas sigue siendo valida también para clasificar y elegir las herramientas es-
tadisticas concretas que permitiran efectuar inferencias ttiles.

Hemos venido insistiendo en la idea de que describir correctamente una variable
exige prestar atencidn a tres propiedades de su distribucion: centro, dispersién y for-
ma. Prestar atencion a estas tres propiedades sigue siendo util también desde el punto
de vista inferencial, pues, salvo muy contadas excepciones, todas las herramientas in-
ferenciales disefiadas para analizar una sola variable se centran en alguna de esas tres
propiedades. »

Con una variable categérica suele interesar estudiar cémo se reparten las frecuen-
cias entre las diferentes categorias de la variable. Si la variable es dicotémica o dico-
tomizada (dos categorias), esto significa dirigir la atencién al niimero o proporcion de
éxitos; y, dado que una proporcién es una media, esto equivale a estudiar el centro de
la distribucién. Si la variable es politémica (mas de dos categorias), estudiar como se
reparten las frecuencias entre las diferentes categorias de la variable significa estudiar
la forma de la distribucién.
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Con una variable cuantitativa suele interesar estudiar tanto el centro de su distri-
bucién (con alglin estadistico de tendencia central), como su grado de dispersién (con
de algin estadistico de dispersion) y la forma de su distribucién (generalmente para
valorar si se parece o no a una distribucién de probabilidad teérica conocida).

Estas consideraciones nos ponen en la pista del tipo de herramientas que utilizare-
mos para hacer inferencias con una sola variable. Con una variable categérica dicot6-
mica haremos inferencias sobre el pardmetro proporcidn; con una variable categérica
politémica, sobre la forma de su distribucién; y con una variable cuantitativa, sobre el
centro, sobre la dispersion y sobre la forma de su distribucién. Los procedimientos para
realizar estas inferencias estan clasificados en el Cuadro 8.1 del capitulo anterior. Este
capitulo se centra en tres de ellos: el contraste sobre una proporcién (para una variable
dicot6émica), el contraste sobre bondad de ajuste (para una variable politémica) y el
contraste sobre una media (para una variable cuantitativa). El resto de los procedimien-
tos propuestos para una variable se estudian en el Capitulo 2 del segundo volumen.

El contraste sobre una proporciéon (prueba binomial)

En las ciencias sociales y de la salud es habitual tener que trabajar con variables dicoté-
micas (variables que toman dos valores): acierto-error, verdadero-falso, recuperados-no
recuperados, a favor-en contra, etc. Muchas de estas variables se obtienen registrando
la presencia-ausencia de algin evento (por ejemplo, la presencia-ausencia de un trata-
miento o de un sintoma); otras muchas se crean dicotomizando variables cuantitativas
(por ejemplo, aprobados-suspensos, hipertensos-no hipertensos, etc.). Con este tipo de
variables es costumbre codificar con “unos” la presencia de la caracteristica, los acier-
tos, los recuperados, etc., y con “ceros” la ausencia de la caracteristica, 1os errores, los
no recuperados, etc. Y, aunque es practica bastante generalizada llamar éxifo a uno de
estos resultados y fracaso al otro, en muchos contextos es preferible utilizar una termi-
nologia que capte con mayor precision el significado del evento, como presencia-
ausencia, o sucede-no sucede.

Ya hemos sefialado (ver Capitulo 6, apartado Distribucion muestral del estadisti-
co proporcién) que, al trabajar con este tipo de variables, lo habitual es centrarse en el
numero o proporcion de éxitos (0 de fracasos). También hemos estudiado ya la distribu-
cién muestral de los estadisticos #; = “nimero de éxitos” y P, = “proporcién de éxi-
tos”, y hemos visto que ambos estadisticos se distribuyen segin el modelo de probabili-
dad binomial con pardmetros # (ntumero de ensayos) y =, (proporcién de éxitos). El
modelo binomial, en consecuencia, ofrece las probabilidades asociadas a los estadisti-
cos n, y P,y eso es todo lo que necesitamos para poder llevar a cabo un contraste de
hipétesis basado en estos estadisticos.

Pero, ademas, sabemos (ver Capitulo 6) que, a medida que » va aumentando, las
distribuciones de 7, y P, se aproximan a la normal con pardmetros

Em) = Bp, = n7y, Vin) = cil =nmn (1-7,), 0, =ynm(1-m) [9.1]
EP) =pp =m, V()= 612,1 =m,(1-m)/n, op = ym-m)/n
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por lo que, conforme » va aumentando, la transformacién
7 - n;, - nm, _ Pl
Jrm (- m) \[nl(l-nl)/n

tiende a distribuirse N (0, 1). Esto significa que también es posible utilizar la distribu-
cién normal para disefiar contrastes basados en »; y P, . El Cuadro 9.1 ofrece, siguiendo
lalogica general ya expuesta en el capitulo anterior, un resumen del contraste sobre una
proporcién (también conocido como prueba binomial). El resumen incluye el intervalo
de confianza para el pardmetro 7, y la forma de obtener el nivel critico (valorp).
Este contraste sirve para tomar decisiones sobre el pardmetro proporcién'. Permite
responder a preguntas del tipo: ;consigue un nuevo tratamientd més recuperaciones de
las que se vienen obteniendo con el tratamiento convencional?, ;es posible afirmar que
laproporcion de sujetos que tienen intencién de votar en las proximas elecciones es ma-
yor que la registrada en las elecciones pasadas?, ;ha acertado un sujeto mas preguntas
de las esperables por azar en una determinada prueba de rendimiento?, etc. El intervalo
de confianza sirve para dar respuesta a estas mismas preguntas y, ademds, para obtener
una estimacion del valor aproximado del parametro 7 . ‘

o [9.2]

-

—

Cuadro 9.1. Resumen del contraste de hipétesis sobre una proporcién (prueba binomial)

1: Hipdtesis: s Lol :
~ a. Contraste bilateral: Hy: m, =ky; H,: m# k.

b. Contraste unilateral derecho: H,: 1:, <kyy Hpm > . :
c. Contraste unilateral izquierdo: Hy: m2key Hym <k o -
(ks se refiere a la proporcién. concreta que interesa contrastar Y; dado que se
trata de una proporcién, siempre toma un valor comprendido entre 0 y 1).

2. Supuestos: la variable éstudiada es dicotémica (o dicotomizada) y m; es la pro-

" 'porcién de éxitos en la poblacion (éxifo hace referencia a una cualquiera de las

! John Arbuthnott fue, al parecer, el primero en utilizar este procedimiento en 1710 para intentar demostrar que la
proporcién de nifios nacidos en Londres en un determinado periodo de tiempo era significativamente mayor que la
de nifias nacidas en ese mismo periodo.

2 Tenemos tres estadisticos. Dos de ellos (n; y Py) son, en realidad, el mismo y poseen una distribucién muestral
exacta (la binomial). El otro (Z) posee'una distribucién muestral aproximada (la normal tipificada). Los dos primeros
son preferibles con muestras pequefias (por ejemplo, con n < 20, que es el tope de la tabla binomial del Apéndice
final). Z solamente debe utilizarse con muestras grandes (ver, en el Capitulo 5, el apartado Aproximacicén de la dis-
tribucion binomial a la normal).

3 Recordemos que, si #no es muy grande, la aproximacion es un poco més exacta aplicando una pequefia modifica-
cién llamada correccidn por continuidad, que consiste en sumar (si », es menor que nm;) o restar (si »; €s mayor que
nn,) 0,5 an, (00,5/na P,) para hacer el contraste algo mas conservador:
£0,5) ~ P%0,5/n) - ‘
7 - (m=0,5) ~nm, _ &, /m-m [9.3]
Jrm (-m) yma-m)/n
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dos categorias de la variable). De esa poblacién se extrae una muestra aleatoria
de n observaciones con probabilidad de éxito constante en cada extraccién.
3. Estadisticos del contraste® (ver ecuac,ionés [9:1]y [92]):-

3.1. n; = “numero de éxitos en losn ensayos”
Pr=mln = ‘proporc1on de éxitos en los n ensayos

ner n7’:1 L P 7:1 i S
\/nnl(l 1r.'1) ‘/nl(l 7r1)/n -

4o Dzstrzbuczones muestrales

“32. ‘z;

C4ldl my yP se dlstnbuyen segun el modelo bmonual con pararnetros nymw.
A2 Z se aprox1ma ala dlstnbucxon ‘N (0 1) a medlda que nva aumentando

5. Reglas de deczszon
i a. Contraste bllateral

' q 1. Se rechaza H si n, 0 P toman un valor tan ale_]ado de su valor espe— ‘

radobajo H, quela probablhdad de obtener un valor tan alejado como
; ése o més alejado es menor que /2. :
a2. SerechazaH s1Z<Zm,o 0 Z>Z-

’ b Contraste umlateral derecho

o ‘b 1. Se rechaza H sin o P1 toman un valortan grande que la probablhdad ‘

S de obtener un valor como ése I mayor €s menor que cz f o
b2 SerechazaH 51Z>Z1 o ‘ :
e Contraste umlateral 1zqu1erd0’ :

Se rechaza H sin;o P, tonﬁan un valor tan pequeno que 1a probab1h~~

dad de obtener un valor como ése o mas pequeno €s menor que o.

‘c 2 SerechazaH 51 Z<Z
6 szel crztzco (valor p)

a Contraste bllateral

a 1 Con los estadxstlcos 7 y Pl, el mvel crmco es eL doble de la probabl-‘g
S hdad de obtener un valor s, 0 P1 tan alejado o mas alejado de su valor,k

: -:esperado bajoH como el obtenido.:

'que toma el estadistlco Z

b Contraste erlateral derechO‘ e

“mer un valor n; 0 P tan grande como el obtemdo 0 més grande
b 2. Con el estadlstlco Z p P(Z > Z,,) : S

al. ~’Con el estadistico Z, p = 2[P(Z P4 ]Z,,|)] 51endo Z,, el valor concreto

Cbn los estad1st1cos ny yPl, el mveI cntlco esla probablhdad de obte- 5
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¢. Contraste unilateral izquierdo:

c.1. Con los estadisticos n, y P,, el nivel critico es la probabilidad de obte-
ner un valor n; 0 P;tan pequefio como el obtenido o més pequefio.
¢.2. Con el estadistico Z, p = P(Z< Z)).

7. Intervalo de confianza (ver [7.16]):

IC, = P |Z, | [P{(I-P))/n-

Ejemplo. El contraste sobre una proporcfén

Al parecer, la sintomatologia del 30% de los pacientes neuréticos remite espontanea-
mente durante los tres primeros meses del trastorno. De acuerdo con esto, es razonable
esperar que una terapia eficaz con este tipo de trastornos consiga, en los tres primeros
meses de tratamiento, un porcentaje de recuperaciones mayor que el que se produce de
forma esponténea. Los resultados obtenidos con 20 sujetos a los que se les ha aplicado
una determinada terapia indican que, en los tres primeros meses, ha habido 9 recupera-
ciones. ;Puede afirmase que el niimero de recuperaciones que se obtienen con esa tera-
pia es mayor que el esperable por recuperacion esponténea? (o = 0,05).

Tenemos una variable dicotdmica (pacientes recuperados, pacientes no recuperados) y
una muestra de # =20 observaciones de esa variable. Llamaremos r, a la proporcidn po-
blacional de la categoria pacientes recuperados. Hemos observado n, = 9 recupera-
ciones y, por tanto, la proporcién observada de recuperaciones vale P, =9720°=0,45.

Vamos a realizar un contraste sobre el pardmetro w; para decidir si la verdadera
proporcion de pacientes recuperados con la terapia es mayor de la que cabe esperar por
recuperacion espontanea (es decir, superior a 0,30): °

1. Hipdtesis: Hy:n, <0,30; H,:m >0,30.

La hipétesis nula afirma que la proporcién de recuperaciones es igual o menor que
0,30, es decir, que la terapia no es eficaz; la hip6tesis alternativa afirma que la pro-
porcién de recuperaciones es mayor que 0,30, es decir, que la terapia s es eficaz.
Por tanto, se esta planteando un contraste unilateral derecho: los valores incompa-
tibles con H, son tnicamente los valores mayores que 0,30, no los menores. Debe
tenerse en cuenta que la pregunta que se plantea en el enunciado del ejercicio hace
referencia explicita a los valores mayores que 0,30 (;...el nimero de recupera-
ciones... con esa terapia es mayor que el esperable...?).

2. Supuestos: muestra aleatoria de 20 observaciones con probabilidad constante 0,30
de que una observacion cualquiera pertenezca a la categoria de pacientes recupe-
rados.

3. [Estadisticos del contraste (aunque en una situacion concreta solo serd necesario
utilizar un estadistico, aqui vamos a utilizar los tres para ilustrar su uso):
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3.1. n, = 9; P, = 0,45.
9-20(0,30)  _ 0,45 - 0,30
vV/20(0,30)(1-0,30)  v/0,30(1-0,30)/20

32. Z =

= 1,46.

4. Distribuciones muestrales:
4.1. n,y P, se distribuyen binomialmente con parametros #» = 20 y «, = 0,30.
4.2. Zse aproxima a N(0, 1).

5. Decision:

5.1. Serechaza H, si la probabilidad de obtener valores 1, > 9 0 P, > 0,45 s me-
nor que o = 0,05. Es decir, se rechaza H| si se verifica P(n;, > 9) <0,05; o, de
forma equivalente, P (P, > 0,45) < 0,05. Consultando la tabla de la distribu-
cién binomial (ver Tabla B del Apéndice final), con 7 =20 y %, = 0,30, se ob-
tiene P(n, 29)=P(P,20,45)=1- F(8) =1~ 0,887 = 0,113 (no olvidar que
la tabla ofrece probabilidades acumuladas).

5.2. Serechaza H,si Z> Z,,, = 1,645.
Estos resultados conducen a la siguiente decisidn:

- Como P(n, = 9) = P(P, = 0,45) = 0,113 es mayor que a.= 0,05, se mantiene
H,.
- Como Z= 1,46 es menor que Z,; = 1,645, se mantiene H,.

Es decir, tanto los estadisticos », y P, como el estadistico Z llevan a la misma deci-
sién. La conclusién razonable es que los datos disponibles no permiten afirmar que
la proporcién de mejoras que se obtiene con la terapia sea més alta que la propor-
cién de mejoras que se producen de forma esponténea.

6. Nivel critico® (valor p): |
6.1. Conn yP:P(X=9)=P(P=>0,45)=0,113.
62. ConZ:p=P(Z>Z)=P(Z21,46)=1- F(1,46) = 1- 0,9279 = 0,0721.

7. Intervalo de confianza:

IC, = Plilza/zl\/Pl(l'Pl)/n =

0,45 +1,96¢0,45(0,55)/20 = 0,45+0,22 = (0,23; 0,67).

I

# Como el tamafio muestral no es muy grande, la probabilidad asociada al estadistico Z en la distribucién normal (el
nivel critico p) es més parecida a la probabilidad exacta de la distribucién binomial si se utiliza la correccién por
continuidad. En el ejemplo, el nivel critico con los estadisticos , y P, vale p = P (n,>9) = 0,113, mientras que el
nivel critico con el estadistico Z vale p = P(Z 2 1,46) = 0,0721. Utilizando la correccién por continuidad se obtiene

z-9-05-20030) _ 045-(0,5/20)-030 _ ‘
V20030)(1-0,30)  /0,30(1-0,30)/20

en cuyo caso el nivel critico asociado al estadistico Z vale p = P(Z > 1,22) = 0,1112, resultado casi idéntico al
obtenido con la distribucién binomial (0,113).
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Por tanto, podemos estimar, con una confianza del 95%, que la verdadera propor-
cién de recuperaciones (es decir, la proporcién de recuperaciones en la poblacién)
se encuentra entre 0,23 y 0,67.

Este intervalo de confianza, ademas de dar pistas sobre el verdadero valor del
parémetro m,, sirve para contrastar H, en un contraste bilateral: como el valor 0,30
propuesto para r; en H, se encuentra dentro de los limites del intervalo de confian-
za, se estd estimando que el valor 0,30 es uno de los posibles valores del pardmetro
7, Y que, por tanto, no es razonable rechazar H,,. '

El contraste sobre una proporcién con SPSS

Para el contraste sobre una proporcion (también llamado prueba binomial) hemos pro-
puesto dos estrategias. La primera (recomendada para muestras pequefias) se basa en los
estadisticos »; y P, y utiliza las probabilidades exactas de la distribucién binomial; la
segunda (recomendada para muestras grandes) se basa en el estadistico Z 'y utiliza las
probabilidades aproximadas de la distribucién normal.

El SPSS ofrece ambas soluciones. Con muestras pequefias (r < 25), utiliza la dis- -
tribucién binomial para obtener las probabilidades exactas asociadas a los estadisticos
n, y P,. Con muestras grandes (n > 25) utiliza la distribucién normal para obtener las
probabilidades asociadas al estadistico Z (es decir, las probabilidades aproximadas aso-
ciadas a los estadisticos »; y P,). »

Este contraste se encuentraen la opcién Pruebas no paramétricas > Binomial de]l ment
Analizar. La lista de variables del archivo de datos ofrece un listado de todas las varia-
bles con formato numérico (no estan disponibles las variables con formmato de cadena
que pueda contener el archivo de datos). Para obtener la prueba binomial: seleccionar
una o més variables y trasladarlas a la lista Contrastar variables; si se traslada mas de una
variable, se obtiene un contraste por cada variable.

Las opciones del recuadro Definir dicotomia permiten definir qué valores de la varia-
ble seleccionada van a utilizarse como categorias: (1) si la variable seleccionada es dico-
témica, la opcion Obtener de los datos deja que sean los propios valores de la variable
los que definan la dicotomia; (2) si la variable seleccionada no es dicotémica es necesa-
rio dicotomizarla marcando la opcién Punto de corte® e indicando, en el correspondiente

® Esta opcidn es especialmente util cuando lo q'im interesa es contrastar hipétesis sobre la mediana o sobre algin otro
cuantil. Es decir, esta opcién permite obtener los contrastes conocidos como prueba de los signos y prueba de los
cuantiles (ver el Capitulo 2 del segundo volumen). Si se desea contrastar, por ejemplo, la hip6tesis nula de que la
mediana del salario inicial vale 25.000 (prueba de los signos), puede utilizarse el valor 25.000 como Punto de corte
y 0,5 (Ja proporcion de casos acumulados hasta la mediana) como valor del contraste en Contrastar proporcién. Y si
se desea contrastar la hip6tesis de que el centil 80 del salario inicial vale 40.000 (prueba de los cuantiles), puede
utilizarse 40.000 como Punto de corte y 0,80 (la proporcién de casos acumulados hasta el centil 80) como valor del
contraste en el cuadro de texto Contrastar proporcién.

Por tanto, las opciones del recuadro Definir dicotomia permiten decidir, entre otras cosas, qué tipo de contraste se
desea efectuar: sobre una proporcién (si la variable es dicotémica) o sobre la mediana o cualquier otro cuantil (si
la variable es al menos ordinal).
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cuadro de texto, el valor concreto que se desea utilizar para efectuar el corte: los valores
menores o iguales que el punto de corte pasan a formar el primer grupo (categoria) y los
valores mayores el segundo (loégicamente, esta segunda opcion tiene sentido cuando el
nivel de medida de la variable elegida es al menos ordinal).

El cuadro de texto Proporcion de prueba permite especificar el valor poblacional que
se desea contrastar (es decir, el valor asignado a =, en la hipétesis nula). Por defecto,
se asume que la variable dicotdmica seleccionada (o los grupos resultantes de aplicar
un punto de corte) sigue el modelo de distribucion de probabilidad binomial -con =, =
0,5; pero ese valor puede cambiarse introduciendo cualquier otro entre 0,001 y 0,999.

De las dos categorias de la variable dicotémica, la que se toma como categoria de
referencia es la que corresponde al valor del primer caso valido del archivo de datos. Te-
niendo esto en cuenta:

1. Si el valor elegido como proporcién de prueba es 0,5, el SPSS interpreta que el
contraste es bilateral. En ese caso, si la proporcion de casos de la categoria de refe-
rencia es mayor que 0,5, el nivel critico se obtiene multiplicando por dos la pro-
babilidad de encontrar un niimero de casos igual o mayor que el observado en la
categoria de referencia; si la proporcién de casos de la categoria de referencia es
menor que 0,5 el nivel critico se obtiene multiplicando por dos la probabilidad de
encontrar un numero de casos igual o menor que el observado en la categoria de
referencia.

2. Siel valor elegido como proporcion de prueba es distinto de 0,5, el SPSS interpre-
ta que el contraste es unilateral. En ese caso, si la proporcion de casos de la catego-
ria de referencia es mayor que el valor de la proporcién de prueba, el contraste se
considera unilateral derecho y el nivel critico se calcula como la probabilidad de
obtener un niimero de casos igual o0 mayor que el observado en la categoria de refe-
rencia; si la proporcién de casos de la categoria de referencia es menor que el valor
de la proporcién de prueba, el contraste se considera unilateral izquierdo y el nivel
critico se calcula como la probabilidad de obtener un mimero de casos igual o me-
nor que el de la categoria de referencia.

Ejemplo. El contraste sobre una proporcion con SPSS

Este ejemplo muestra como utilizar el contraste sobre una proporcion o prueba binomial
con la variable minoria (clasificacién de minorias) del archivo Datos de empleados. Si
se asume que el 70% de los habitantes de Estados Unidos es de raza blanca, puede re-
sultar interesante averiguar si ese porcentaje se mantiene en la entidad bancaria a la que
se refiere el archivo de datos. Para ello:

> Seleccionar la opcién Pruebas no paramétricas > Binomial del menii Analizar para ac-
ceder al cuadro de didlogo Prueba binomial.

> En el cuadro de didlogo principal, seleccionar la variable minoria (clasificacion de
minorias) y trasladarla a la lista Contrastar variables.
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© » Introducir el valor 0,70 en el cuadro de texto Proporcién de prueba para especificar

el valor de la hip6tesis nula. En este momento es muy importante tener en cuenta
qué valor toma el primer caso del archivo (1= “si”; 0 = “no™), pues ése es el valor
que el SPSS va a utilizar para identificar a qué categoria de la variable se refiere el
valor utilizado como proporcidn de prueba.

> Pulsar el botén Opciones para acceder al subcuadro de didlogo Prueba binomial:
Opciones y marcar la opcién Descriptivos; pulsar el botén Continuar para volver al
cuadro de didlogo principal.

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 9.1
v 9.2. Laprimera de ellas contiene el namero de casos incluidos en el andlisis (n=474),
la media (0,22), la desviacion tipica (0,414) y los valores minimo y méaximo.

Dado que se esté4 analizando una variable dicotémica con codigos 1y 0, la media
de la variable indica la proporcién de unos (minoria = 1= “si”). Y la desviacién tipica
es la raiz cuadrada del producto entre la proporcién de unos y la proporcion de ceros:
(0,78 x0,22)2 = 0,414 [ver, en el Capitulo 3, la nota a pie de pagina nimero 7; si X es
una variable dicotdmica, se verifica csf( =, - ﬂf = (1-m)]

La Tabla 9.2 comienza identificando la variable utilizada en el contraste y los dos
grupos que definen la dicotomia: grupo I (minoria=“no”) y grupo 2 (minoria=“si”).
Ya hemos sefialado que el SPSS toma como categoria de referencia la categoria corres-
pondiente al primer caso valido del archivo de datos: minoria=0=“no”. La proporcion
observada de casos en esa categoria es 370/474 = 0,78 y la proporcién de prueba es
0,70. Puesto que la proporci6n de prueba es distinta de 0,5 y la proporcién observada
de la categoria de referencia es mayor que el valor de prueba (0,78 > 0,70), el SPSS
interpreta que el contraste es unilateral derecho y ofrece, como nivel critico, la proba-
bilidad de obtener, con » =474y %, = 0,70, un ntimero de casos igual o mayar que 370
(el ntimero de casos de la categoria de referencia). Puesto que esa probabilidad (signi-
ficacion asintStica unilateral) es menor que 0,0005, se puede rechazar la hipétesis nula
y concluir que la proporcién poblacional (minoria ="no”) es mayor que 0,70. Como el
tamafio muestral es mayor que 25, la solucién propuesta se basa, no en la distribucion
binomial, sino en la aproximacién normal, lo cual se indica en una nota a pie de tabla.

Tabla 9.1. Estadisticos descriptivos

n Media | Desv. tipica | Minimo | Maximo
Clasificacién de minorias 474 22 414 0 1

Tabla 9.2. Prueba binomial

Proporcién Prop. de Sig. asintét.
Categoria n observada prueba {unilateral)
Clasificacion de minorias ~ Grupo 1 | No 370 78 70 ,000°
Grupo 2 | Si 104 22
Total 474 1,00

a. Basado en la aproximacion Z.
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La prueba X? de Pearson sobre bondad de ajuste

En la investigacion aplicada es frecuente encontrar que los investigadores elaboran ideas
previas acerca de cOmo creen que se comportard la realidad. Estas ideas previas son
comunes en todas las disciplinas cientificas; se forman a partir de los conocimientos que
se van acumulando o, simplemente, observando larealidad y, por lo general, con el ob-
Jetivo de intentar rellenar alguna laguna de conocimiento.

Gran parte del andlisis de datos, particularmente las herramientas mas avanzadas,
consiste en intentar gjustar modelos fedricos (que reproducen las ideas de los cien-
tificos) a los datos empiricos (que reflejan el comportamiento de la realidad) para de-
terminar el grado de parecido o compatibilidad existente entre unos y otros. En este con-
texto, el concepto de bondad de ajuste es un concepto amplio que se refiere al grado de
parecido existente entre los prondsticos de un modelo estadistico, cualquiera que éste
sea, y los datos analizados.

Trabajando con una sola variable, los contrastes sobre bondad de ajuste contribu-
yen, a su manera, a comprobar ¢l grado de parecido existente entre la realidad y esas
ideas previas que los cientificos se forman acerca de ella. En concreto, permiten com-
probar si la forma de la distribucion de probabilidad empirica (la distribucién de una
variable concreta) se ajusta o se parece a una determinada distribucién de probabili-
dad tedrica.

Estos contrastes pueden utilizarse tanto con variables categéricas como con varia-
bles cuantitativas. Con variables dicotémicas se suelen utilizar para valorar el ajuste a
una distribucién binomial (lo cual equivale al contraste sobre una proporcién estudiado
en el apartado anterior); con variables politdmicas, para valorar el ajuste a una distribu-
cion multinomial; con variables cuantitativas, para valorar el ajuste a una distribucién
normal.

Este apartado se centra en el estudio de cémo una variable politémica (més de dos
categorias) se ajusta a una distribucion multinomial. Tratamos de responder a preguntas
del tipo: jes razonable asumir que, en la poblacién de votantes espafioles, el 40% tie-
ne ideologia de izquierdas, el 20% ideologia de centro y el 40% ideologia de derechas?,
(ha cambiado en el Gltimo lustro la proporcion de fumadores, exfumadores y no fuma-
dores en la poblacién de estudiantes universitarios?, etc. La respuesta a estas preguntas
puede obtenerse con una sencilla generalizacion del estadistico Z propuesto en ¢l apar-
tado anterior.

Supongamos que, de una poblacién cualquiera, se extrae una muestra aleatoria de
tamafio n y que cada observacion puede ser clasificada en una (v solamente una) de las
I categorias de una variable categérica X. Llamemos 7, de forma genérica, a una cual-
quiera de esas / categorias (i= 1, 2, ..., ) y «; a la probabilidad de que una observacién
cualquiera sea clasificada en la categorfa i (i; = ;, m,, ..., 7). Tras clasificar las » ob-
servaciones de la muestra tendremos », observaciones en la categoria 1, #, observa-
ciones en la categoria 2, ..., n, observaciones en la categoria 1. Estos resultados pueden
organizarse en una tabla de frecuencias como la que se muestra en la Tabla 9.3. Latabla
también incluye las proporciones observadas (P; = n;/n) y las tedricas ().
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Tabla 9.3. Notacion utilizada en tablas de frecuencias

X n; P; T
1 n Py =mn/n T,
2 n, P, =min T,
i n; P, =ni/n T;
I n, P, =n/n i

n 1 1

Pearson (1900, 1911) ha ideado una estrategia que permite evaluar si un resultado mues-
tral de estas caracteristicas se ajusta o no a un determinado tipo de distribucién teérica.
La estrategia se basa en comparar las frecuencias observadas o empiricas (7,), es decir,
las frecuencias de hecho obtenidas, con las frecuencias esperadas o teéricas (m)), s
decir, con las frecuencias que cabria esperar encontrar si la muestra realmente hubiera
sido seleccionada de la distribucién teérica propuesta®:

L (n,-m)? .

i=1 m; ) ~

X = [9.4)

Las frecuencias esperadas se obtienen a partir de las probabilidades teoricas (ver, en el
Capitulo 6, el apartado Distribucién muestral del estadistico proporcién):

T 9.5

El numerador del estadistico de Pearson recoge la diferencia entre cada frecuencia ob-
servada y su correspondiente esperada (n; - m,). A estas diferencias se les suele llamar
residuos: :

R, = n-m [9.6]

Puesto que el numerador de [9.4] recoge estas diferencias, es claro que el estadistico de
Pearson est4 comparando lo observado con lo esperado. Ahora bien, c6mo interpretar
una diferencia de, por ejemplo, 5 casos?, jes grande o pequefia?, es decir, jindica mu-
cha o poca discrepancia entre lo observado y lo esperado? Depende: en una casilla en
la que se espera una frecuencia de 10 casos, una diferencia de 5 casos puede ser impor-

© Este estadistico que aqui estamos llamando X? suele encontrarse en la literatura estadistica con el nombre ji-
cuadrado (%?). Enseguida veremos que el estadistico X’ 2 ge distribuye segiin el modelo teérico de probabilidad x* (ver
Apéndice 5). Para no confundir el estadistico con su distribucién, reservaremos el simbolo X’ 2 para el estadistico
de Pearson y el simbolo x> para la distribuci6n de probabilidad. Por otro lado, conviene recordar que 1o que nosotros
estamos llamando ji-cuadrado (%) también puede encontrarse en la literatura estadistica en espafiol con el nombre
chi-cuadrado (anglicismo innecesario que, no obstanete, nos veremos obligados a utilizar por ser el que aparece en
el SPSS).
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tante; en una casilla en la que se espera una frecuencia de 1.000 casos, una diferencia
de 5 casos parece mas bien insignificante. Por tanto, para interpretar correctamente estas
diferencias hay que relativizarlas. El estadistico de Pearson las relativiza dividiéndolas
entre la frecuencia esperada de la correspondiente casilla. Sumando todas las diferen-
cias de la tabla tras relativizarlas (desde la primera hasta la /-ésima) se obtiene un in-
dicador del grado de discrepancia total existente entre las frecuencias esperadas y las
observadas. El problema es que esa suma vale cero; y ésta es la razén por la cual las
diferencias del numerador estén elevadas al cuadrado.

Lo interesante del estadistico propuesto en [9.4] es que, ademds de comparar las
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Cuadro 9.2. Resumen del contraste sobre bondad de ajuste con la prueba X 2 de Pearson

1. Hipdtesis:
H f(n) M(n Ty Tgy een TE])

Es decir, la funcion de probabilidad de la variable n;es multinomial con pro-
babilidades teéricas T,, 7, ..., v, asociadas a cada categoria i de la variable X (la
variable n, se refiere a los posibles resultados que pueden obtenerse al clasifi-

car n casos en las i categorias de la variable X).
H]“f(n1)¢ M(n- ﬂ'.'], 7f-;, ---; TC])

frecuencias observadas con las esperadas, posee distribucion muestral conocida. Ya
sabemos que los estadisticos que utilizamos en los contrastes de hip6tesis deben cumplir
la doble condicién de informar sobre la afirmacién establecida en la hip6tesis nula y
poseer distribucién muestral conocida. El estadistico de Pearson se distribuye segtin el
modelo de probabilidad %? (ji-cuadrado; ver Apéndice 5) con I - 1 grados de libertad’,
lo cual representamos mediante

Es decir, la funcién de probabilidad de la variable 7; no es Ia propuesta enH,.

2. Supuestos tenemos una muestra aleatona de » observaciones (n ensayos) cla-
sificada en Ias I categorias exclusivas y exhaustivas de una variable categérica.
La probabilidad de que una observacién pertenezca a cada una de las categorias
de la variable se mantiene constante en los » ensayos (es decir, las n observa-
ciones son independientes entre sf). Y no més del 20% de las frecuencias es-
X2 ~ Xi-l [9.7] peradas® (m,) son menores que 5. ' e
2 L N N ) 3. Estadistico del contraste (ver ecuacx()n [9 4]) Xr=y 4
Por tanto, la distribucién x;_; contiene informacién sobre las probabilidades asociadas i=1 m;

a los diferentes valores de X°. Y eso es todo lo que necesitamos para poder disefiar un
contraste basado en la comparacidon de las frecuencias observadas y las esperadas. El
Cuadro 9.2 ofrece un resumen de este contraste.

La Tabla D del Apéndice final ofrece algunos cuantiles de la distribucién 2. Las
cabeceras de las filas indican los grados de libertad de la distribucién (g/); las cabece- 5. Zona critica: X* > x -1 1-a-
ras de las columnas indican la probabilidad (proporcion de drea) que acumula cada valor ‘ 6
x* del interior de [a tabla. Asi, por ejemplo, el valor 9,49 correspondiente al cruce entre |
la cuarta fila (g/ = 4) y la octava columna (p = 0,95) indica que, en la distribucién ¥?

4. Distribucion muestral: X* se aproxima a ¥* conJ - 1 grados de libertad. La
aproximacion es tanto mejor cuanto mayores son las frecuencias esperadas de
las casillas (ver Apéndlce 9..

Regla de decisién: se rechaza H, si el estadistico X2 cae en la zona critica; en
caso contrario, se mantiene. .

con 4 grados de libertad, el valor 9,49 acumula (o sea, deja por debajo o a la izquierda) 7. Nivel er itico (valor p): p= P (X *2 X;), siendo X el valor concreto que to-
una proporcién de rea de tamatio 0,95; es decir, P(y < 9,49) = F(9,49) = 0,95. Para ma X v '
representar este resultado utilizamos la expresion: 8. Intervalo de confianza para la proporcién tedrica de cada casilla: con P, = n,/n
2 ~ (ver Tabla 9.3) y teniendo en cuenta que la frecuencia de cada casilla se distri-
Xa;095 = 9549 buye segun el modelo de probabilidad binomial:
Los dos subindices de y? van separados por un punto y coma para evitar confusiones IC, = P& (Z,| |P,(1-P)/n [9.8]

con la coma decimal; el primer subindice se refiere a los grados de libertad (g/); el se-
gundo, a la proporcién de 4rea que acumula (que deja a la izquierda) el valor y2. La
tabla inicamente ofrece algunas distribuciones (hasta 30 g/) y algunos cuantiles de esas
distribuciones. Para conocer otros valores puede utilizarse un programa informatico
como el SPSS. Puede consultarse el Apéndice 5 para conocer més detalles sobre la dis-
tribucién ji-cuadrado y sobre la forma de utilizar tanto las tablas como el SPSS para
conocer sus probabilidades.

Si se rechaza H,, este intervalo de confianza permite determinar en qué catego-
rias de la variable falla el ajuste. Decidiremos que el ajuste se rompe en una ca-
tegorfa cualquiera i cuando el intervalo construido para-esa categoria a partir de
P; no incluya el valor de la correspondiente proporcién tedrica m,.

8 Esta afirmacion sobre las frecuencias esperadas, m4s que una condicién necesaria para poder aplicar el estadistico
X2, es una recomendacién relacionada con la conveniencia de no utilizar el estadistico X 2 con muestras muy pe
quefias. En el Apéndice 9, en el apartado Supuestos de la prueba X* de Pearson., se ofrece una explicacion algo
més detallada sobre este supuesto (o, mejor, sobre la conveniencia de no utilizar el estadistico X* de Pearson cuan-
do las frecuencias esperadas son demasiado pequefias).

"La aproximacién de X a 3 es tanto mejor cuanto mayor es el tamafio muestral. No existe una regla que indique
c6mo de grande debe ser el tamafio muestral para que la aproximacién sea lo bastante buena, pero si sabemos que
la aproximacién es tanto mejor cuanto mayores son las frecuencias esperadas (ver Apéndice 9).
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Ejemplo. La prueba X? de Pearson sobre bondad de ajuste

Por informacién recogida en varios estudios se sabe que, en la poblacién de madrilefios
mayores de 25 afios, la proporcion de fumadores, exfumadores y no fumadores es de
0,30,0,12y 0,58, respectivamente. Se desea averiguar si, en la poblacién de jévenes con
edades comprendidas entre los 15 y los 25 afios, se reproduce esa misma pauta. Para
ello, se ha seleccionado una muestra aleatoria de 250 j6venes en la que se han encon-
trado 88 fumadores, 12 exfumadores y 150 no fumadores. ;Qué puede concluirse, con
un nivel de confianza de 0,95?

Tenemos una variable politémica (categdrica con tres categorias) y debemos averi-
guar si las frecuencias observadas, es decir, las frecuencias de hecho obtenidas en la
muestra, se parecen a las esperadas, es decir, a las que cabria esperar si la muestra de
universitarios perteneciera a una poblacién con las proporciones tedricas propuestas.

1. Hipotesis:

HO: f(ni) = M(nfumadores = 0530> T exfumadores 0312’ Tno fumadores ~ 0758)'
Hl : f(ni) + M(nfumadorm = 0:30; T exfumadores 09129 T no fumadores 0:58)

2. Supuestos: 250 sujetos aleatoriamente seleccionados se han clasificado en las / =
3 categorias exclusivas y exhaustivas de una variable politémica. La probabilidad
teérica asociada a cada categoria (0,30, 0,12 y 0,58) se mantiene constante durante
todo el proceso de clasificacion. No existen frecuencias esperadas menores que 5.

3. BEstadistico del contraste: 1a Tabla 9.4 muestra las frecuencias observadas (n,), las
proporciones tedricas (x;) y las esperadas (m;). Las esperadas se han obtenido apli-
cando [9.5]; por ejemplo, la frecuencia esperada correspondiente a la categoria fi-
madores se ha obtenido mediante: n;, 4. = AT gumadores = 230 (0,30) = 75.

Tabla 9.4. Frecuencias observadas y esperadas

X = Tabaquismo n, T, om
1 = Fumadores 88 0,30 75
2 = Exfumadores 12 0,12 30
3 = No fumadores 150 0,58 145

250 1 250

¥ - (88-75) , (12-30)* , (150-145)
75 30 145

= 13,23

Distribucion muestral: X* se aproximaa y*> con/-1=3 ~1=2 gl xé
5. Zonma critica: X* > 5 495 = 5,99.
6. Decisién: puesto que X? = 13,23 es mayor que el punto critico 5,99, se rechaza H,,.

Puede concluirse, por tanto, que las frecuencias observadas no se ajustan a las que
se derivan de las proporciones propuestas en la hipétesis nula. Es decir, no parece

PN
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que la muestra seleccionada proceda de una poblacién donde las proporciones de
fumadores, exfumadores y no fumadores sean, respectivamente 0,30, 0,12y 0,58.

7. Nivel critico (valor p): p=P(X*>13,23) <0,005. '
8. Intervalo de confianza: la Tabla 9.5 muestra los limites inferior y superior del inter-
valo de confianza construido para cada categoria de la variable tabaquismo. Estos

intervalos se han calculado aplicando la ecuacién [9.8]. Por ejemplo, el intervalo
correspondiente a la categoria fumadores se ha obtenido de la signiente manera:

IC, = 0352196 ¥0,352(1- 0,352)/250 = (0,293; 0,411)

7 famador

Tabla 9.5. Frecuencias observadas y esperadas

Ls 7‘Ei

1 = Fumadores 88 88/250=0,352 0,293 0,411 0,30 incluida

2 = Exfumadores 12 123/250=10,048 0,022 0,074 0,12 no incluida
3 = No fumadores 150 1507250 = 0,600 0,540 0,660 0,58 incluida

X = Tabaguismo n, P, =n/n R

Unicamente la proporcién teérica de la categoria exfumadores (0,12) queda fuera
de los limites de confianza obtenidos. Por tanto, Gnicamente en esa categoria existe
desajuste entre lo observado y lo esperado. Es decir, no puede afirmarse que la pro-
porcién de fumadores y no fumadores en la poblacién de jévenes sea distinta de
esas mismas proporciones en la poblacidn general; pero si existe evidencia de que
la proporcion de exfumadores es significativamente menor en la poblacion de j6-
venes que en la poblacién general.

La prueba X? de Pearson sobre bondad de ajuste con SPSS

Fl estadistico de Pearson sobre bondad de ajuste se encuentra en la opcidén Pruebas no
paramétricas > Chi-cuadrado del menti Analizar. El procedimiento solo permite utilizar va-
riables con formato numeérico (no estan disponibles las variables con formato de cade-
na). Para contrastar la hipétesis de bondad de ajuste referida a una variable categérica
basta con trasladar la variable a la lista Contrastar variables (si se selecciona més de una
variable, el SPSS ofrece tantos contrastes como varjables se seleccionen).

El recuadro Rango esperado permite decidir qué rango de valores de la variable se-
leccionada deben ser incluidos en el analisis. Si se elige Ia opcién Obtener de los datos,
cada valor distinto de la variable se considera una categoria para el analisis. Si se elige
la opcién Usar rango especificado, solamente se tienen en cuenta los valores compren-
didos entre los limites que se especifiquen en los cuadros de texto Inferior y Superior (los
valores no incluidos entre estos limites se excluyen del andlisis).

Las opciones del recuadro Valores esperados sirven para indicar cuél debe ser el
valor de las frecuencias esperadas. Si se elige la opcion Todas las categorias iguales, las
frecuencias esperadas se calculan dividiendo el mimero total de casos vélidos entre el
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nimero de categorias de la variable, lo cual implica contrastar la hipétesis nula de que
la variable seleccionada se ajusta a una distribucién multinomial donde todas las cate-
gorias tienen asociada la misma probabilidad tedrica. La opcién Valores permite definir
frecuencias esperadas concretas. Al utilizar esta Opcidn es importante tener en cuentg
que los valores que se introducen se interpretan como proporciones, no como frecuen-
cias absolutas. Deben introducirse tantos valores como categorias: el SPSS divide cada
valor por la suma de todos los valores. Asf, por ejemplo, si una variable tiene tres cate-
gorias y se introducen los niimeros enteros 6, 1 y 3, el SPSS interpreta que la frecuencia
esperada de la primera categoria es 6/10 del ntimero de casos vélidos, la de la segunda
categoria 1/10 del niamero de casos validos, y la de la tercera categoria 3/10 del ntmero
de casos validos. De esta forma, resulta facil definir, por ejemplo, las frecuencias es-
peradas correspondientes a una distribucién binomial o multinomial. El orden en e] que
se introducen los valores es muy importante: el procedimiento hace corresponder la se-
cuencia introducida con las categorias de la variable cuando éstas se encuentran orde-
nadas de menor a mayor. ‘

El botdn Opciones ofrece la posibilidad de elegir algunos estadisticos descriptivos
y decidir qué tratamiento se desea dar a los valores perdidos. La opcién Descriptivos
ofrece el nimero de casos vélidos, la media, la desviacién tipica, y los valores minimo
y maximo; la opcién Cuartiles ofrece los percentiles 25, 50 y 75 (16gicamente, estos
estadisticos tmicamente tienen interés si la variable es cuantitativa; y puesto que el esta-
distico de Pearson se utiliza con variables categéricas, normalmente no sera necesario
solicitarlos).

Ejemplo. La prueba X* de Pearson sobre bondad de ajuste con SPSS

Este ejemplo muestra c6mo realizar con el SPSS el mismo contraste que en el ejemplo
anterior. Recordemos que se trata de averiguar si, en la poblacion de j6venes con edades
comprendidas entre los 15 y los 25 afios, la variable tabaquismo se distribuye de igual
forma que en la poblacién general.

Lo que ocurre en la poblacion general es que hay un 30% de fumadores, un 12%
de exfumadores y un 58% de no fumadores. Y al seleccionar una muestra aleatoria de
jovenes entre 15 y 25 afios se han encontrado 88 fumadores, 12 exfumadores y 150 no
fumadores. ;,Qué puede concluirse, con un nivel de confianza de 0,957

Lo primero que necesitamos hacer es reproducir en el Editor de datos del SPSS los
datos de la Tabla 9.4. La Figura 9.1 muestra cé6mo hacerlo (ver Pardo y Ruiz, 2009,
pags. 171-173).

Figura 9.1. Datos de la Tabla 9.4 reproducidos en el Editor de datos

") tabace™ | Ui tabace: | )
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* Hemos creado dos variables: tabaco (con etiqueta Tabaquismo y codigos 1,2y 3) y

n_tabaco (con las frecuencias observadas). Si se desea, se pueden asignar etiquetas a
los c6digos de la variable fabaco: 1= “Fumadores”, 2 = “Exfumadores”, 3 = “No fuma-
dores”. Ponderando ahora el archivo con la variable n_tabaco (con la opcién Ponderar
del ment Datos), lo$ 3 casos del archivo se convierten en los 250 de la Tabla 9.4.

Para contrastar la hip6tesis de bondad de ajuste con el estadistico X* de Pearson (prue-
ba ji-cuadrado. o prueba chi-cuadrado):

> Seleccionar la opcién Pruebas no paramétricas > Chi-cuadrade del ment Analizary, en
el cuadro de dialogo principal, seleccionar la variable tabaco (tabaquismo) y trasla-
darla a la lista Contrastar variables.

> En el recuadro Valores esperados, seleccionar la opcién Valores e introducir los va-
- lores 30, 12 y 58 utilizando el correspondiente cuadro de texto y el boton Anadir.

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 9.6
y 9.7. La primera de ellas contiene las frecuencias observadas (N observado) y las
esperadas (N esperado), asi como las diferencias entre ambas (residuo). La Tabla 9.7
ofrece la informacién necesaria para tomar una decision sobre la hipétesis nula de bon-
dad de ajuste: el valor del estadistico de Pearson (chi-cuadrado =13,226), sus grados
de libertad (g/ =2).y sunivel critico (sig. asintética = 0,001). Puesto que el nivel critico
es menor que 0,05, se puede rechazar la hipétesis nula de bondad de ajuste y concluir
que las frecuencias de las categorias de la variable tabaquismo no se ajustan a la dis-
tribucién propuesta en la hipétesis nula (0,30, 0,12, 0,58). i

Enuna nota a pie de tabla se indica el mimero y porcentaje de casillas con frecuen-
cias esperadas menores que 5. Recordemos que, puesto que el estadistico de Pearson se
aproxima a la distribucién ji-cuadrado tanto mejor cuanto mayor es el tamafie muestral,
suele recomendarse, siguiendo una propuesta de Cochran (1952), que, en el caso de que
existan frecuencias esperadas menores que 5, éstas no superen el 20% del total de fre-
cuencias de la tabla (ver Apéndice 9).

Tabla 9.6. Frecuencias observadas, esperadas y residuos (variable tabaco)

N observado | N esperado | Residual
Fumadores . 88 75,0 13,0
Exfumadores 12 30,0 -18,0
No fumadores 150 145,0 5,0
Total 250

Tabla 9.7. Estadistico chi-cuadrado

Tabaqguismo
Chi-cuadrado® 13,23
gl 2
Sig. asintot. ’ ,001

a. 0 casillas (0,0%) tienen frecuencias esperadas menores
que 5. La frecuencia de casilla esperada minima es 30,0.
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El contraste sobre una media (prueba T para una muestra)

Este contraste sirve para tomar decisiones acerca del valor poblacional de la media de
una variable. Permite responder a preguntas del tipo: ;puede afirmarse que el cociente
intelectual medio de un determinado colectivo es mayor de 100?, ;se parece la media
estandarizada que se obtiene con una nueva prueba de rendimiento a la que se viene
obteniendo tradicionalmente?, jes cierto que el peso medio de los recién nacidos de
madres fumadoras no alcanza los 2,5 kg?, etc. Todas estas preguntas coinciden en dirigir
la atencién al centro de una variable cuantitativa.

Yahemos estudiado en el Capitulo 5 la distribucién muestral del estadistico media.
Y, al describir la l6gica general del contraste de hip6tesis en el capitulo anterior, hemos
utilizado, entre otros, ejemplos referidos a la media. Sabemos que la media ¥ de una
muestra aleatoria de tamafio # extraida de una poblacién normal N(j,, o)) es un esta-
distico (una variable) que se distribuye normalmente con pardmetros Ky ¥ o7 (ver,en
el Capitulo 6, el apartado Distribucidn muestral del estadistico media):

F o~ Ny, op) | [9.9]

con o5 = G/ /1. Sabemos también, por el teorema del limite central, que, aun no sien-
do normal la poblacién original, el estadistico ¥ tiende a distribuirse N (ky, O5) ame-
dida que el tamafio muestral va aumentando. Y también sabemos, por tiltimo, que, bajo
las mencionadas circunstancias, se verifica (ver ecuacion [5.7]):

Y"uy__ }—;—uy

Oy oy /\n

Por tanto, es posible utilizar la transformacién Z junto con la distribucién normal tipi-
ficada para conocer las probabilidades asociadas a los diferentes valores del estadistico
Y. Lo cual significa que tenemos todo lo.necesario para contrastar hipétesis sobre el
parametro p. Pero la utilidad del estadistico Z propuesto en [9.10] es bastante escasa
cuando se llevan a cabo estudios reales. Generalmente, si se conoce la desviacién tipica
de una poblacién, también se conocerd su media y, por tanto, no serd necesario hacer
ningin tipo de inferencia sobre ella. Y, si conociendo ambos parametros se desea averi-
guar si la media ha cambiado como consecuencia de, por ejemplo, algiin tipo de inter-
vencion, lo razonable serd asumir que también la varianza habra podido cambiar.

Estas consideraciones sugieren que, al contrastar hipétesis sobre una media, lo habi-
tual es que los pardmetros poblacionales, tantop, como o, sean desconocidos. Y en
este escenario las cosas cambian. Recordemos (ver, en el Capitulo 5, el apartado Distri-
bucion muestral del estadistico media) que, si de una poblacién en la que la variable ¥
se distribuye normalmente se extrae una muestra aleatoria de tamafio n y se calcula el
estadistico 7, se verifica

~ N1 [9.10]

Y—u},_ Y-p,

6’; - SY/\/-}; n-1

19.11]
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Es decir, al sustituir oy por Sy, la transformacién resultante ya no se distribuye N(0,1),
como ocurre con la transformacién Z, sino segtin el modelo de probabilidad 7 de Student
conn -1 grados de libertad® (ver Tabla E del Apéndice final). Por tanto, cuando se des-
conoce el pardmetro oy, es posible conocer la probabilidad asociada a cada valor ¥
mediante la transformacion Ty la distribucién 7 de Student. Y esto es todo lo que hace
falta para poder disefiar,un contraste sobre el pardmetro p, cuando se desconoce el pa-
rémetro o,. El Cuadro 9.3 ofrece un resumen de este contraste.

Independencia y normalidad

Para poder afirmar.que la distribucion muestral del estadistico 7" se aproxima a la dis-
tribucién teérica ¢ de Student se ha impuesto, como punto de partida, que la muestra sea
aleatoria y la poblacién muestreada normal. En ese punto de partida hay implicitas dos
condiciones: independencia y normalidad. Recordemos que, a las condiciones que de-
ben darse para que un estadistico se distribuya como se dice que se distribuye, las lla-
mamos supuestos.

El supuesto de independencia impone que las observaciones deben ser independien-
tes entre si, lo cual significa que el resultado de una observacién no debe condicionar
el resultado de ninguna otra (cuando las observaciones son independientes, conocer el
resultado de una de ellas no nos dice nada acerca del resultado de las demas). Esta es
larazén por la cual las observaciones se seleccionan aleatoriamente: la aleatoriedad del
muestreo es lo que garantiza la independencia entre las observaciones. El incumpli-
miento de este s{zpuesto puede alterar seriamente la distribucién muestral del estadistico
Ty esto puede llevar a tomar decisiones equivocadas (ver, por ejemplo, Kenny y Judd,
1986). : - -

El supuesto de normalidad se refiere a la dls‘crlbucmn poblacional de la variable
analizada. Este supuesto es muy importante cuando se trabaja con muestras pequefias,
pero va perdiendo importancia conforme va aumentando el tamafio muestral. Para ayu-
dar a decidir cudndo una muestra es lo bastante grande como para no tener que preocu-
parse por el supuesto de normalidad, Moore (2007, pags. 447-448), baséndose en los
resultados obtenidos en varios trabajos de simulacion (Pearson y Please, 1975; Posten,
1979; ver también Boos y Hughes-Oliver, 2000; Sawilowsky y Blair, 1992), hace las
siguientes recomendaciones: (1) para utilizar la prueba 7' con tamafios muestrales me-
nores de 15 es indispensable que los datos se distribuyan de forma aproximadamente

*Enel Apéndice 5 se ofrece una descripcién de la distribucion ¢. En el Apéndice 9 se explica con més detalle la
diferencia existente entre las transformaciones Z y 7. Si el tamafio muestral es lo bastante grande, el estadistico Z
propuesto en [9.10] y el estadistico T propuesto en [9.11] ofrecen resultados muy parecidos. Esto significa que, a
medida que el tamafio muestral va aumentando, va resultando irrelevante el hecho de que el pardmetro o, sea
conocido o desconocido: al aumentar el tamafio muestral, los posibles valores de Sy se van aproximando mas y més
al valor de oy, y la distribucién de 7' se va pareciendo més y més a la distribucion de Z (ver Apéndice 5). Por
ejemplo, el percentil 95 de la distribucién normal estandarizada vale 1,645; y en la distribucién ¢ con g/=10 vale
1,812; con g/=50, 1,676; con g/=100, 1,660; etc. Por tanto, si el tamafio muestral es lo bastante grande, siempre
resulta posible utilizar 1a distribucién normal para conocer las probabilidades asociadas a la media, tanto si se conoce
Sy como si no.
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normal'® (sin asimetrias evidentes y sin valores atipicos); (2) con tamafios muestrales
comprendidos entre 15 y 40 puede utilizarse la prueba T'siempre que los datos no se dis-
tribuyan de forma muy asimétrica y no existan valores atipicos; (3) con tamafios mues-
trales mayores de 40, la prueba T puede utilizarse incluso aunque la distribucién de los
datos sea fuertemente asimétrica y existan valores atipicos.

En el apartado Relacion entre las distribuciones ty y* del Apéndice 9 se discuten
algunos aspectos relacionados con el supuesto de normalidad.

Cuadro 9.3. Resumen del contraste sobre una media (prueba T para una muestra)

HzpoteszS' '

a. ‘Contraste b11ater “H,

¢ Supuestos.imuestraa,leatona de tamano n extrada de una poblamon notma (el' ‘
| supuesto de normalidad va perdlendo unportan01a-ver apartado anterlor— con- .
o forme el tamano muestral va aumentando) i :

" ¢l valor muestral concreto -
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Ejemplo. El contraste sobre una media (prueba T para urg,abmuestra)

Supongamos que en un centro de educacion especial se utiliza, para estimular la com-
prension lectora de los nifios, un método con el que se viene obteniendo una media de
6 en una determinada prueba de comprensién lectora. Un educador especialista en pro-
blemas de lectura ofrece al centro la posibilidad de utilizar un nuevo método que, segun
€], es més econdmico y eficiente. El centro estaria dispuesto a adoptar el nuevo método
siempre que e] rendimiento en comprension lectora no fuera inferior al que se viene ob-
teniendo con el método-actual. Para valorar esta circunstancia, se aplica el nuevo
método a una muestra aleatoria de 20 nifios. Tras la instruccién, se pasa la prueba de
comprension lectora y se obtiene una media de 5 y una desviacién tipica de 1,3. Con
este resultado, y considerando que en la distribucién de los datos no se da ni fuerte
asimetria ni valores atipicos, ;qué decisién debe tomarse? (c. = 0,05).

1. Hipdtesis: Hyip,=6
H,: 1y < 6 (contraste unilateral izquierdo).

2. Supuestos: tenemos una muestra aleatoria de 20 puntuaciones en comprensién lec-
tora procedentes de una poblacién que no sabemos si es 0 no normal; no obstante,
puesto que se nos dice que en la distribucion de los datos no existe ni fuerte asime-
tria ni valores atipicos y el tamafio muestral es mayor de 15, podemos utilizar la
prueba 7 sin necesidad de asumir normalidad.

}—;“uy= 5-6 z_*_1_=_345
S,/yn  13/J20 029 ’

4. Distribucion muestral: T se distribuye segiin 7, _, = #,,.

3. Estadistico del contraste: T = .

Zona critica (contraste unilateral izquierdo): 7'< #,4. o o = ~1,729.

6. Decision: como -3,45 < - 1,729, se rechaza H,. Por tanto, puede concluirse que el
promedio obtenido con el nuevo método es significativamente menor que el que se
viene obteniendo con el método actual; en consecuencia, no parece haber justifi-
cacion para adoptar el nuevo método.

7. Nivel critico (valor p)'': p= P(T<-3,45)<0,005.

8. Intervalo de confianza (con Sy /\/—r; =0,29; denominador del estadistico T):

IC, = Yty 45 Sy/Yn = 5£2,093(0,29) = 50,61 = (4,39; 5,61)

Podemos estimar, con una confianza del 95%, que el promedio poblacional que se
obtiene en la prueba de comprension lectora con el nuevo método de ensefianza se
encuentra entre 4,39y 5,61.

1 Latabla de la distribucién ¢ que aparece en el Apéndice final no es lo bastante completa como para poder obtener
a partir de ella el nivel critico exacto. Sin embargo, esto no debe ser considerado un inconveniente serio pues, por

19 Enel caso de que sea necesario trabajar con rnuestras pequefias y distribuciones no normales, existen pkocedimien-
tos alternativos a la prueba T (prueba de Wilcoxon, prueba de los signos) que se estudian en el segundo volumen.

lo general, para tomar una decisién sobre la hipdtesis nula es suficiente con saber si el nivel critico (p) es mayor o
menor que el nivel de significacién establecido (o).
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El contraste sobre una media (prueba T para una muestra) con SPSS

El contraste sobre una media se encuentra en la opcién Comparar medias > Prueba T para
una muestra del menu Analizar. La lista de variables del cuadro de didlogo principal sola-
mente contiene las variables numéricas del archivo de datos (no es posible, por tanto,
utilizar variables con formato de cadena). Para llevar a cabo un contraste con las especi-
ficaciones que el procedimiento tiene establecidas por defecto: (1) seleccionar la varia-
ble cuya media poblacional se desea contrastar y trasladarla a la lista Variables para con-
trastar (puede seleccionarse més de una variable; cada variable seleccionada genera un
contraste); (2) introducir en el cuadro de texto Valor de prueba el valor poblacional con-
creto que se desea contrastar, es decir, el valor asignado a py en la hipétesis nula (este
valor se aplica a todas las variables seleccionadas).

Ademis de algunos descriptivos, el procedimiento ofrece un resumen del contraste
y un intervalo de confianza. Las opciones del procedimiento permiten controlar algunos
aspectos del andlisis. La opci6n Intervalo de confianza: k% permite establecer, en escala
porcentual, el nivel de confianza (1 ~ o) con el que se desea construir el intervalo de
confianza para la diferencia entre el valor de lamedia muestral y el valor propuesto para
la media poblacional. El valor de k es, por defecto, 95, pero es posible elegir cualquier
otro valor comprendido entre 0,01 y 99,99.

Ejemplo. El contraste sobre una media (prueba T para una muestra) con SPSS

Este ejemplo muestra como utilizar el SPSS para contrastar hipdtesis sobre una media.
Sabemos que la media de la variable educ (nivel educativo) del archivo Datos de em-
pleados vale aproximadamente 13,5 afios (este archivo es el mismo que venimos uti-
lizando en otros ejemplos y se encuentra entre los archivos de ejemplo que incluye el
SPSS; la variable educ es una variable cuantitativa: afios de formacién académica).
Imaginemos que deseamos averiguar si es razonable asumir que, tanto en la pobla-
cién de hombres como en la de mujeres, el promedio de afios de formacién académica
es de 13,5 afios. Un andlisis descriptivo preliminar mediante un diagrama de éajas (ver
Figura 9.2) indica que el nivel educativo medio de los hombres supera el promedio glo-

Figura 9.2. Diagrama de cajas del nivel educativo en hombres y en mujeres

Nivel educative
g

T
Hombre Mujer
Sexo
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bal (13,5) mientras que el nivel educativo medio de las mujeres no lo alcanza: la media
de los hombres se sitia cerca de 15 y la de las mujeres cerca de 12.

Lapregunta a la que tratamos de dar respuesta es la siguiente: ;es razonable asumir,
a partir de la informacion muestral disponible, que tanto en la poblacién de hombres
como en la de mujeres el nivel educativo medio es de 13,5 afios? Es decir, jes razonable
asumir que las diferencias observadas entre las medias muestrales y la media pobla-
cional no va mas alla de la esperable por las fluctuaciones propias del azar muestral?
Para dar respuesta a esta pregurita debemos llevar a cabo dos contrastes', uno con cada
poblacién, planteando en ambos casos la hip6tesis nula de que la media poblacional del
nivel educativo vale 13,5 afios. Para ello:

> Seleccionar la opcién Segmentar archivo del ment Datos, marcar la opcién Comparar
los grupos, trasladar la variable sexo al cuadro Grupos basados en y pulsar el botén
Aceptar (esta accién sirve para dividir el archivo en dos grupos ~hombres y mu-
jeres—y, a partir de ahi, poder trabajar con cada grupo por separado).

> Seleccionar la opcién Comparar medias > Prueba 7 para una muestra del ment Analizar
y trasladar la variable educ (nivel educativo) a la lista Variables para contrastar.

> Introducir el valor 13,5 en el cuadro de texto Valor de prueba.

Aceptando estos valores, el Visor de resultados ofrece la informacién que muestran las
Tablas 9.8 y 9.9. Puesto que hemos segmentado el archivo utilizando la variable sexo,
las tablas ofrecen resultados separados para el grupo de hombres y para el de mujeres.

La Tabla 9.8 incluye, para cada grupo, el mimero de casos validos sobre el que se
basa cada contraste (258 hombres ¥ 216 mujeres), la media observada en cada grupo
(14,43 enhombres y 12,37 en mujeres), la desviacion tipica insesgada (2,98 en hombres
y 2,32 en mujeres) y el error tipico de la media (0,185 en hombres y 0,158 €n fujeres;
recordemos que el error tipico de la media es el denominador del estadistico 7'y que se
obtiene dividiendo la desviacién tipica insesgada entre la raiz cuadrada del numero de
€asos). ) o

Tabla 9.8. Estadisticos descriptivos del procedimiento Prueba T para una muestra

. Desviacion Error tipico de
Sexo N Media tipica la media
Hombre  Nivel educativo 258 14,43 2,98 19
Mujer Nivel educativo 216 12,37 2,32 16

La Tabla 9.9 ofrece un resumen de los contrastes solicitados. El encabezamiento de la
tabla recuerda el valor propuesto para la media poblacional en la hipdtesis nula (valor
de prueba=13,5). No olvidar que el valor de prueba es el mismo para los dos contrastes

2 Es importante reparar en el hecho de que no estamos interesados en comparar los promedios de ambas poblaciones
(esto es algo que aprenderemos a hacer en el proximo capitulo). De momento, en este ejemplo, s6lo se esté intentan-
do averiguar si es 0 no razonable pensar que el nivel educativo medio de ambas poblaciones vale 13,5 afios.
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solicitados. La hipotesis nula que se estd poniendo a prueba en el primer contraste es
Hhombres = 13,5; ¥ en el segundo, 1 e = 13,5. Las tres primeras columnas de la tabla
contienen el valor de los estadisticos® T (¢, = 5,02; ¢,, = - 7,16), sus grados de libertad
(gl,=257; gl,,=215) y el nivel critico bilateral o valor p (sig. bilateral <0,0005 en am-
bos casos'*). El nivel critico unilateral puede obtenerse dividiendo entre 2 el bilateral.
Recordemos que el nivel critico indica el grado de compatibilidad existente entre el va-
lor poblacional propuesto para la media y la informacién muestral disponible. Y laregla
de decisién adoptada en un contraste dice que si el nivel critico es pequefio (general-
mente menor que 0,05), puede afirmarse que los datos son incompatibles con la hip6-
tesis nula de que el verdadero valor de la media poblacional es el propuesto.

En el ejemplo, dado que el nivel critico es, en ambos casos, menor que 0,05, deben
rechazarse ambas hipétesis nulas: en ninguno de los dos casos es razonable atribuir la
diferencia observada al azar. Puede concluirse, por tanto, que el nivel educativo medio
de ambas poblaciones es distinto de 13,5. Aunque ambos contrastes son bilaterales
(pues en ningtn caso se ha hecho explicita ninguna expectativa sobre la direccién en
que H, podria ser falsa), el valor de las medias muestrales (ver Tabla 9.8) permite con-
cretar que el nivel educativo medio es mayor que 13,5 en la poblacién de hombres y
menor que 13,5 en la de myjeres.

La siguiente columna de la Tabla 9.9 ofrece la diferencia entre las medias mues-
trales y el valor de prueba, es decir, el numerador del estadistico T (14,43-13,5=0,93
en los hombres y 12,37 - 13,5 = - 1,13 en las mujeres). Y a continuacion aparecen los
limites inferior y superior de los intervalos de confianza (calculados al 95%) para las
diferencias de la columna anterior. Los limites de estos intervalos se calculan sumando
y restando a la diferencia entre cada media muestral y el valor de prueba una cantidad
que se obtiene multiplicando el error tipico de la media (65 =S,/ /n) por el cuantil 100
(1- a/2)=100(1- 0,05/2) = 97,5 de la distribucion ¢ de Student con n -1 grados de
libertad (a se refiere al nivel de significacién adoptado). Debe tenerse en cuenta que ¢l
intervalo de confianza no se construye a partir de la media muestral, como se hace en
[7.11], sino a partir de la diferencia entre la media muestral y el valor poblacional pro-
puesto como valor de prueba. ‘

Elintervalo de confianza también permite tomar una decision sobre la hip6tesis nu-
la de un contraste bilateral (si el intervalo se construye con una confianza del 95%) o
unilateral (si el intervalo se construye con una confianza del 95%): si los limites del in-
tervalo no incluyen el valor cero, puede afirmarse que los datos disponibles son incom-
patibles con el valor poblacional propuesto y, en consecuencia, debera rechazarse H;
si los limites incluyen el valor cero, no podra rechazarse H,.

13 En el SPSS, como en otros muchos sitios, el estadistico al que nosotros estamos llamando 7' se suele representar
con letras mimisculas. Nosotros, para diferenciar el estadistico de su distribucién, reservamos la letra maytiscula 77
para el estadistico (recordemos que las variables las representamos siempre con letras maytisculas) y la letra miniis-
cula ¢ para la distribucién tedrica a la que se aproxima el estadistico.

' El nivel critico nunca vale cero. Sélo un estadistico infinitamente grande (o infinitamente pequefio) tiene un nivel
critico igual a cero. Cuando el SPSS informa de que el nivel critico vale 0,000 es porque s6lo muestra los tres pri-
meros decimales. En estos casos, basta con indicar que el nivel critico es menor que 0,0005 (p < 0,0005), pues si
el tercer decimal vale cero y estd redondeado, entonces el cuarto necesariamente es menor que 5.
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Nada se ha dicho sobre el supuesto de normalidad en que se basa la prueba 7, pero
ya se ha seflalado que este supuesto Ginicamente es importante con muestras pequefias
(no obstante, el SPSS permite contrastar este supuesto con el procedimiento Explorar;
ver, en el Capitulo 2 del segundo volumen, el apartado Contrastes sobre la forma de
una distribucion).

Tabla 8.9. Resumen del procedimiento Prueba T para una muestra

Valor de prueba = 13.5

95% Intervalo de confianza
Sig. Diferencia para la diferencia
Sexo i t gl (bilateral) | de medias Inferior Superior
Hombre  Nivel educativo 5,02 257 ,000 93 ,56 1,30
Mujer Nivel educativo -7,16 215 ,000 -1,13 -1,44 -,82

Apéndice 9

Relacién entre la distribucion ¢, la distribucion y y la varianza

Ya sabemos (ver ecuacion [9.10]) que; si la variable Y se distribuye normalmente con media y
desviacion tipica conocidas, la transformacién

Y- py Y- puy
Sy Splyn
se distribuye normalmente con media 0 y desviacion tipica 1, es decir, N(0,1). También sabe-

mos (ver ecuacién [9.11]) que, si se desconoce el valor de la varianza poblacional, la transfor-
macién ’

ro Yok T

&7 Sy/n

yano se ajusta a la distribucién normal N(0,1) sinoala distribudion ¢ con n -1 grados de liber-
tad (una distribucién muy parecida a la normal tipificada, pero no idéntica; ver Apéndice 5).
El numerador de Zy Tes el mismo: ¥ ~ 1, ; es decir, una variable aleatoria cuyo valor con-
creto depende del que tome el estadistico ¥ en la muestra elegida. Pero en el denominador de Z
y T bay una diferencia importante: Z se obtiene a partir de o, y T a partir de §,.. Mientras que
el denominador de la transformacién Z es una constante (un pardmetro poblacional cuyo valor
es independiente de la muestra elegida), el de la transformacion 7 es una variable (un estadistico

cuyo valor depende, al igual que el de ¥, de la muestra concreta elegida). La consecuencia de
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esta diferencia es que, mientras un mismo valor de ¥ siempre ofrece el mismo valor Z inde-
pendientemente de la muestra elegida, un mismo valor Y puede ofrecer diferentes valores T
dependiendo de la muestra elegida. De ahi que las distribuciones de Zy de T sean distintas.
La responsable de la diferencia entre las transformaciones Zy Ty sus respectivas distribu-
ciones es, claro est4, la varianza muestral. Por tanto, conocer las caracteristicas de la distribucién
muestral de la varianza (ver Apéndice 6) puede ayudarnos a comprender mejor esa diferencia.

Relacion entre la distribucion ¢y la varianza

Sabemos por [6.15] que S; es un estimador insesgado de cf, (el concepto de estimador insesga-~
do se ha estudiado en el apartado Propiedades de un buen estimador del Capitulo 7):

ES) = of -

Es decir, sabemos que el centro (el valor esperado o media) de la distribucién muestral de la va-
rianza es la varianza poblacional. Pero esta deseable propiedad no lo es todo. De la ecuacién
[6.11] se desprende que la forma de la distribucién muestral de la varianza adolece de asimetria
positiva, especialmente con muestras pequefias (ver, en el Apéndice 5, el apartado La distribu-
cidn ¥, particularmente las Figuras 5.7 a 5.9). Esto significa que, al elegir muchas muestras de
una determinada poblacion, el valor promedio de S; serdigual a c%; pero también significa que,
al seleccionar una tnica muestra, los valores menores que cf, son mds probables que los valores
mayores que c%,, es decir,

P@Sy<oy) > P(S;>0d) 9.12]

Esto implica que, al calcular el estadistico 7 utilizando S, y el estadistico Z utilizando o, es
més probable encontrar [T'| > |Z | que |T'| <|Z|. Ahora bien, la forma de la distribucién y? depen-
de de los grados de libertad (ver Apéndice 5, Figura 5.9): conforme éstos van aumentando, la
distribucion x? y, consecuentemente, la distribucion muestral de la varianza, se va volvxendo
més y mas simétrica. Con n tendiendo a infinito, :

PSy<cy) - P(SE>od) ‘ [9.13]

Por tanto, cuando los grados de libertad van aumentando, la tendencia de S,% a infraestimar cf,
va desapareciendo. Pero ademas, y esto es lo realmente interesante, cuando los grados de libertad
van aumentando, la vananza de SY se va haciendo mas y mds pequefia. Recordemos que la va-
rianza del estadistico SY viene dada por (ver ecuacién [6.15]):

V(Sy) = 26%/(n-1)

Puesto que los grados de libertad estan dividiendo, cuando n va aumentando la varianza de SY
se va haciendo maés pequefia; con r tendiendo a infinito, Sy tiende a cy Consecuentemente,
cuando los grados de libertad van aumentando, 7 tiende a igualarse con Z.

Relacion entre las distribuciones ¢ y y*

Con lo que sabemos hasta aqui, ya es posible comprobar sin excesiva complicacién que las
distribuciones 7 y 2 estan relacionadas y que, efectivamente, la transformacién T se distribuye
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segiin £ con n - 1 grados de libertad. Una forma de definir la distribueién ¢ con # - 1 grados de
libertad es a partir de la transformacién

= Z/{xpa/ (-1 ‘ C[9.14]

donde Z es una variable N(0, 1), xi -1 es una variable ji-cuadrado con » - 1 grados de libertad,
y ambas variables se asumen independientes entre si (los grados de libertad de la distribucién ¢
provienen de los de la distribucién %?).

Recordemos que el punto de partida siempre es una variable Y distribuida normalmente. EI
supuesto de normalidad es necesario, por un lado, para que el numerador de [9.14] se distribuya
normalmente; también es necesario para que el denominador se distribuya segtin ji-cuadrado (re-
cordemos que una variable ji-cuadrado es la suma de variables Z normalmente distribuidas
elevadas al cuadrado); y también es necesario para garantizar que el numerador y el denomina-
dor de [9.14] sean independientes (pues'la media y la varianza de una distribucién normal son
independientes; cosa que no ocurre en €] resto de las distribuciones teéricas mas u‘ahzadas)

Sustituyendo en [9.14] el numerador Z por su valor en [9.10] y el denominador xn , por su
valor en [6.11] se obtiene

Y-np,

= T [2.15)

EE Y L
CEE

Lo cual significa ciue, efectivamente, la transformacién 7 propuesta en [9.11] es una ¢ de Student
con n ~ 1 grados de libertad.

Supuestos del estadistico X* de Pearson

Para que el estadistico .¥ ? de Pearson (un valor empirico, muestral) se aproxime de forma acep-
table a la distribucién x? (una distribucién tedrica) es necesario que se den algunas condiciones
que tienen que ver, basicamente, con la independencia de las observaciones y con el tamario de
las frecuencias esperadas.

Independencia

Este supuesto se refiere a que las observaciones deben ser independientes entre si, lo cual sig-
nifica que la clasificacién de una observacién en una de las I categorias de la variable no debe
afectar ala clasificacién de ninguna otra observacién ni verse afectada por ella. Al clasificar, por
ejemplo, a dos sujetos en las categorias de la variable tabaguismo, el hecho de que un sujeto sea
clasificado como fumador o no fumador no debe afectar a la clasificacién del otro sujeto.

No es infrecuente encontrar incumplimientos de este supuesto. Un ejemplo tipico se da cuan-
do se observa repetidamente a los mismos sujetos, de manera que el niimero total de observacio-
nes es mayor que el nimero total de sujetos. Una forma razonable de garantizar la independen-
cia entre las observaciones consiste en hacer que cada observacién se corresponda con un sujeto
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distinto. Pero esta regla no debe acatarse sin mas, pues no es del todo segura. Siempre es posible
encontrar sujetos distintos que no se comportan de forma independiente; es decir, sujetos distin-
tos que muestran comportamientos similares en las variables que se desea estudiar: miembros de
la misma familia, estudiantes de la misma clase, pacientes de un mismo hospital, participantes
en un experimento que interaccionan entre si en su actividad cotidiana, miembros de un mismo
colectivo social o religioso, etc.

El supuesto de independencia es importante porque es necesario para poder definir la distri-
bucién de probabilidad a la que se ajustan las frecuencias de la tabla (ver siguiente apartado).

Tamafio de las frecuencias esperadas

Elsegundo requisito para que el estadistico de Pearson se ajuste bien a la distribucién ji-cuadrado
tiene que ver con el tamafio de las frecuencias esperadas. Los datos de la Tabla 9.4 se han obte-
nido seleccionando una muestra aleatoria de n = 250 sujetos y clasificando a cada sujeto eomo
Jumador, exfumador o no fumador. Al proceder de esta manera se esta utilizando un esquema de
muestreo llamado multinomial. Recibe este nombre porque las posibles frecuencias resultantes
de la clasificacion se ajustan a una distribucién de probabilidad teérica llamada multinomial (ver
Capitulo 3).

Al seleccionar una muestra aleatoria de n casos y clasificarlos en las  categorias exclusivas
y exhaustivas de una variable categérica, las frecuencias observadas de la tabla, 7,, constituyen
una variable aleatoria (resultado de la clasificacion independiente de n observaciones aleatorias)
con funcién de probabilidad (ver ecuacién [3.10]):

P(n) = —n n;" n:z n;' 9.16]
n!lnt .l :

donde », se refiere a un resultado concreto (a una combinacién particular de frecuencias) y m,
a la probabilidad de que un elemento aleatoriamente seleccionado pertenezca a la categoria i.

Ahora bien, si la distribucién conjunta de las 7 frecuencias #, sigue el modelo de probabili-
dad multinomial, entonces la distribucién de cada frecuencia por separado sigue el modelo de
probabilidad binomial, con pardmetros » y =, (pues seleccionar una observacion y clasificarla
0 no en una categoria concreta es un ensayo de Bernoulli; y el conjunto de observaciones clasifi-
cadas en esa categoria es la suma de #, ensayos independientes de Bernoulli; ver, en el Capitu-

lo 3, el apartado La distribucién binomial). De ahi que el valor esperado (frecuencia esperada)

de cada categoria venga dado, segin hemos sefialado ya (ver ecuacién [9.6]), por

E(n) = m; =nz
Pero sabemos que la distribucion binomial se aproxima a la distribucién normal a medida que
n va aumentando (ver, en el Capitulo 5, el apartado Aproximacion de la distribucién binomial
a la normal). Y también sabemos que la distribucion ji-cuadrado es el resultado sumar los cua-
drados de puntuaciones Z normalmente distribuidas (en caso necesario, ver, en el Apéndice 5,
el apartado Distribucion ji-cuadrado). Estos argumentos nos ponen en la pista de un importan-
te supuesto relacionado con el estadistico de Pearson y su distribucién ji-cuadrado: se esta asu-
miendo que la distribucién de las frecuencias de cada casilla es binomial (cosa que efectivamente
es asf si las observaciones se clasifican independientemente; de ahi el primero de los supuestos
yadiscutido) y que, conforme el tamafio muestral va aumentando, la distribucién binomial se va
aproximando a la normal (cosa que solamente es asf si el tamafio, de cada casilla es lo bastante
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grande). Pero el tamafio de cada casilla, como parametro, es la frecuencia esperada, no la obser-
vada (la frecuencia observada es fruto del muestreo, no de las condiciones previas que se esta-
blecen para definir las caracteristicas de cada casilla).

Por tanto, para que el estadistico de Pearson se aproxime efectivamente a la distribucién ji-
cuadrado, es necesario que las frecuencias esperadas sean’lo bastante grandes. Pero, jqué signifi-
ca “lo bastante grandes”? Las consideraciones ya hechas en el apartado Aproximacion de la
distribucién binomial a la normal del Capitulo 5 pueden servir para responder a esta pregunta.
Cuando 7; toma un valor préximo a 0,5, la aproximacion es lo bastante buena incluso con tama-
fios muestrales tan pequefios como 5 e incluso menores. Pero conforme el valor de «, se va ale-
jando de 0,5, mayor necesita ser el tamafio muestral para que la aproximacion de la binomial a
la normal resulte satisfactoria.

Estas consideraciones son las que llevaron a Cochran (1952) a proponer, como una especie
de guia préctica, que la mayor parte de las frecuencias esperadas m, (al menos el 80%) sean
iguales o mayores que 5. Aunque esta recomendacién (recogida en el SPSS) puede llegar a ser
demasiado exigente en algunos casos (Bradley y otros, 1979; Camilli y Hopkins, 1978, 1979;
Larntz, 1978 ), es, quiz4, la recomendacion més conocida y aceptada. Overall (1980), por otro
lado, ha sefialado que el problema de trabajar con frecuencias esperadas pequefias est4, no tanto
en la probabilidad asociada al error consistente en rechazar una hipétesis nula verdadera, sino
en la asociada al error consistente en no rechazar una hipétesis nula falsa (trataremos esta
cuestién en el segundo volumer}).

Ejercicios

9.1.

9.2.

9.3.

9.4.

Soluciones en www.sintesis.com

Se ha seleccionado una muestra aleatoria de 50 sujetos con fobia a los perros y se les ha aplicado
un determinado tratamiento durante dos meses. Se han recuperado por completo 30 sujetos. Con-
siderando que este tipo de sintomas remiten espontaneamente a los dos meses en el 25% de los
casos, ;puede afirmarse que el tratamiento consigue mas recuperaciones (R ) de las que se dan
de forma espontanea? (o= 0,05).

Se cree que, en la poblacién de estudiantes universitarios, 1/4 tienen iéeologl’a politica de dere-
chas, 1/4 de centro y 2/4 de izquierdas. Al clasificar una muestra aleatoria de 24 estudiantes se
ha obtenido el siguiente resultado: 5 de derechas (D), 8 de centro (C)y 11 de izquierdas (J).
;Son compatibles estos datos con la hip6tesis de partida? (o = 0,05).

Un terapeuta asegura que dispone de un nuevo tratamiento capaz de recuperar (R) con éxito (sin
recaida) al 80% de los toxicémanos. Para contrastar esta afirmacion, aplica el tratamiento a una
muestra aleatoria de 100 toxicomanos y, tras el periodo de seguimiento, constata que se han pro-
ducido 27 recaidas. ;Es compatible este resultado con la afirmacion del terapeuta? (a. = 0,05).

Las puntuaciones del WAIS (Escala de Inteligencia para Adultos de Wechsler) se distribuyen
normalmente con media 100. Un psicélogo ha construido una nueva prueba de inteligencia (Y)
y desea saber si la mgdia que se obtiene con ella se parece o no a la del WAIS. Para ello, se-
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9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

9.9.

9.10.
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lecciona una muestra aleatoria de 100 sujetos y, tras pasarles la prueba, obtiene una media de 105
y una desviacién tipica de 16. ;Qué concluird nuestro psic6logo con un nivel de confianza de
0,957

El resultado del ejercicio anterior indica que la media que se obtiene con la nueva escala de inte-
ligencia es mayor que la media que se obtiene con e} WAIS. ;Entre qué limites puede estimarse
que se encuentra la nueva media? (o = 0,05).

Algunos datos recogidos durante los tltimos afios sefialan que los trastomos de tipo depresivo
(D) afectan al 32% de las personas en paro. Un investigador social sospecha que esta cifra es
demasiado alta y decide obtener alguna evidencia sobre ello. Selecciona una muestra aleatoria
de 300 sujetos en paro y encuentra que 63 de ellos muestran trastornos de tipo depresivo. Utili-
zando a = 0,01, ;qué puede concluirse sobre la sospecha del investigador?

Se sabe que el niimero de nacimientos (n,) no se distribuye homogéneamente entre los siete dias
de la semana. Quiza por la incomodidad que supone para el personal sanitario, quiza porque las
madres prefieren pasar el fin de semana en casa, quizd por alguna otra razén, lo cierto es que los
nacimientos son mds frecuentes entre semana que en fin de semana. La siguiente tabla muestra
como se distribuyen entre los dias de la semana los 280 nacimientos registrados durante un afio
en una determinada localidad. ;Permiten estos datos afirmar que el nimero de nacimientos no
se distribuye homogéneamente entre los dias de la semana? (o = 0,05).

Dias de la semana L M X J 14 S D
Numero de nacimientos 45 50 40 55 35 30 25

El anlisis llevado a cabo en el ejercicio anterior indica que, efectivamente, los nacimientos no
se distribuyen homogéneamente a lo largo de los dias de la semana. Esta afirmacion, sin embar-
£0, es bastante imprecisa. Averiguar, con a = 0,05, en qué dias de la semana la proporcion de
nacimientos difiere significativamente de la esperada.

La informacién que ofrece el editor de una escala de madurez sefiala que las puntuaciones en la
escala se distribuyen normalmente con media’5 en la poblacion de estudiantes de ensefianza pri-
maria. La escala tiene ya 10 afios, lo que hace sospechar a un educador que el promedio de la
escala ha podido aumentar. Para comprobarlo, selecciona una muestra aleatoria de 25 estudiantes
de ensefianza primaria y, tras pasarles la prueba, obtiene una media de 5,6 y una desviacién tipica
de 2. ;Podr4 el educador concluir, con a = 0,05, que el promedio de la escala de madurez ha
aumentado?

Dos psiquiatras han evaluado a 10 pacientes con el proposito de diagnosticar cudles de ellos pa-
decen pseudoalucinaciones. El informe de los psiquiatras incluye tinicamente un s7 o un no para
indicar la presencia o ausencia de pseudoalucinaciones. Los datos de los informes de ambos psi-
quiatras estdn resumidos en la siguiente tabla. ;Puede afirmarse que el grado de acuerdo que han
alcanzado los psiquiatras es mayor que el que cabria esperar por azar? (o = 0,05).

Pacientes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Psiquiatra 1 Si Si No Si No No Si Si No Si
Psiquiatra 2 Si No Si Si No No Si Si No No

9.11.

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

9.18.

9.19.
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Con el método utilizado en los dltimos afios en un determinado colegio para ensefiar matema-
ticas, los estudiantes de ensefianza primaria consiguen, en matematicas, una calificacién media
de 6,4. Un educador convence al director del centro de que existe un método més eficaz y éste
decide aplicarlo durante un afio en dos aulas de 25 estudiantes cada una. Al final del curso, los
50 estudiantes obtienen una calificacién media de 6,8 y una varianza de 2. ;Se puede coneluir,
con un nivel de confianza de 0,95, que el nuevo método de ensefianza ha mejorado la califica-
cién media que se venia obteniendo con el método tradicional?

En una muestra aleatoria de 10 sujetos con problemas de enuresis se ha aplicado un tratamien-
to cognitivo-conductual y se han obtenido resultados positivos en 7 casos. ;Es compatible este
resultado con la hip6tesis de que al menos el 90% de los sujetos enuréticos podra recuperarse
(R) con este tratamiento? (o = 0,05).

‘ t

(A qué conclusién se habria llegado en el ejercicio anterior si, utilizando el mismo contraste y
el mismo nivel de significacién, en lugar de obtener 7 recuperaciones de 10, se hubieran obte-
nido 14 recuperaciones de 20 (es decir, si se hubiera obtenido la misma proporcién de recu-
peraciones pero con una muestra mayor? jA qué se debe la diferencia en la conclusion?

Para contrastar ia hipﬁtesis de que el 70% de los estudiantes de psicologia son mujeres se ex-
trae aleatoriamente de esa poblacion una muestra de 50 estudiantes. ;Qué mimero de mujeres
(n,,) debe encontrarse para no rechazar la hip6tesis r,, = 0,707 (a0 = 0,05).

Teniendo en cuenta que en la muestra de 50 estudiantes de psicologia del ejercicio anterior habia
39 mujeres, ;entre qué limites-cabe estimar que se encuentra la proporcién de mujeres en la po-
blacién de estudiantes de psicologia? (a = 0,05).

Un profesor ha disefiado una prueba de aptitud con 17 preguntas dicotémicas. ;Qué niimero mi-
nimo de aciertos (4) debe tener un sujeto para poder afirmar, con «= 0,01, que no ha respon-
dido al azar? ’

En un contraste bilateral de fa hipbtesis Hy: 1, = 420, jqué valores de ¥ llevaran a rechazar H,
con una muestra aleatoria de tamafio 36 extraida de una poblacién normal cuya desviacion tipi-
ca vale 18? (o = 0,05).

Se ha utilizado el estadistico X* de Pearson para contrastar la hipotesis Hy: f(n,) = B(n, ;). En
una muestra aleatoria se ha obtenido X = 11,41. Sabiendo que P(X*> 11,41) = 0,185:

a. ;Qué decisién debe tomarse sobre Hy, con a = 0,057

b. (Por qué?

c. (Qué puede concluirse?

Consideremos la hipétesis Hy: f(X) = Multinomial (n =200; =, = 0,50, =, = 0,30, 7, =0,20) y
la siguiente tabla: ’

X X X
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9.20.

9.21.

Sabiendo que, tras recoger los datos y analizarlos, se ha obtenido para el estadistico X2 de
Pearson un valor de cero:

a. Completar la tabla.

b. (Qué decision debe tomarse sobre H,?
¢. ;Cuénto vale el nivel critico (valor p) del contraste?

A continuacion se ofrece una tabla con la funcion de distribucién de una variable aleatoria (#1;)
distribuida B (n = 5; n, = 0,25):

n, 0 1 2 3 4 5
F(n) 0237 0,633 089 0984 099 1,000

Si un sujeto responde a un test de 5 preguntas cada una de las cuales tiene 4 alternativas de res-
puesta de las que solamente una es correcta, jcudntas preguntas tiene que acertar como minimo
para que se pueda rechazar la hipétesis de que ha respondido al azar? (o = 0,05).

En el gjercicio 9.6 se ha estudiado la proporcién de personas afectadas de trastomo de tipo de-
presivo en la poblacién de desempleados. En ese estudio se ha definido una poblacién concre-
ta (personas en paro), se ha seleccionado una muestra aleatoria, se ha calculado un estadistico
(proporcién) tras definir e] objeto de estudio (trastorno de tipo depresivo) y se han efectuado las
inferencias pertinentes. Como consecuencia de todo esto se ha Tlegado a la conclusién de que
la proporcién de desempleados que padecen trastorno depresivo es menor de 0,32. En este es-
cenario, ;cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera y cuél falsa?

El desempleo est4 relacionado con los trastornos depresivos. .

El desempleo no esta relacionado con los trastornos depresivos. '

El desempleo hace aumentar la proporcion de personas con trastorno depresivo.

El desempleo hace disminuir la proporcién de personas con trastorno depresivo.

El desempleo ha disminuido y ésa es la razén por la cual ha disminuido también la pro-
porcién de personas con trastornos depresivos.

S A0 R

o Inferencia con
dos variables categoricas

En éste y en los dos préximos capftulos estudiaremos algunas de las herramientas infe-
renciales disponibles para el anélisis de dos variables. En este capitulo abordaremos el
analisis de dos variables categéricas mediante la prueba X? de Pearson; en el siguiente,
el de dos variables cuantitativas con la prueba T para muestras relacionadas y el coefi-
ciente de correlacion de Pearson; y en el siguiente, el anélisis de urna variable catego-
rica y una cuantitativa con la prueba T para muestras independientes. T

Esta forma de ordenar la exposicién no es arbitraria. Recordemos que la naturaleza
de las variables (categérica, cuantitativa) condiciona el tipo de herramientas que permi-
ten extraer informacion 1til de los datos. Y recordemos también que basar la clasifica-
cién de los procedimientos estadisticos en la naturaleza de las variables contribuye de
forma importante a facilitar la eleccién del procedimiento apropiado en cada caso.

Yahemos sefialado en capitulos anteriores que las herramientas inferenciales sirven
para realizar comparaciones y estudiar relaciones. Cualquier herramienta inferencial,
desde la mas simple a la méé‘compleja, cubre uno de esos dos objetivos (volveremos
sobre esta idea en el proximo capitulo). En este capitulo nos vamos a limitar a estudiar
la relaci6n entre dos variables categ6ricas mediante la prueba X* de Pearson y algunas
medidas de asociacién basadas en X2 En el Capitulo 3 del segundo volumen estudia-
remos otras formas de abordar el andlisis de dos variables categéricas.

Es importante recordar, una vez mas, que todo analisis inferencial debe ir precedido
del correspondiente andlisis descriptivo. Por tanto, para estudiar dos variables simult4-
neamente es necesario, previamente, describir cada una de ellas tanto por separado co-
mo de forma conjunta. Ocasionalmente, ese analisis descriptivo servird para cubrir los
objetivos del estudio. Pero, incluso cuando esto, como es habitual, no sea asi, serd ne-
cesario detenerse en €l antes de iniciar la fase inferencial.
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Variables categoricas

En las ciencias sociales y de la salud es frecuente encontrarse con variables categéricas.
Son variables, recordemos, de las que (inicamente es posible obtener una medida de tipo
nominal (u ordinal con pocos valores). En una investigacion clinica, por ejemplo, se
pueden encontrar variables como padecer o no una determinada enfermedad o sintoma,
o se puede clasificar a los pacientes como tratados y no tratados, 6 como recuperados
¥ no recuperados, etc. En una investigacién de tipo social se puede clasificar a los suje-
tos por la actitud que manifiestan hacia un evento particular (favorable, desfavorable
o indiferente), o por su estado civil (solteros, casados, viudos, divorciados, separados).
Elsexo, la raza, la ideologia politica, el lugar de procedencia, la ocupacién laboral, el
resultado de una tarea (éxito-fracaso), etc., son otros ejemplos de este tipo de variables.

Al trabajar simultdneamente con dos variables categéricas hay que abordar dos ta-
reas bésicas: (1) describir el comportamiento conjunto de ambas variables y (2) averi-
guar si estdn relacionadas. La primera tarea se lleva a cabo construyendo tablas de con-
tingencias y graficos de barras agrupadas; la segunda, contrastando la hipétesis nula de
independencia mediante la prueba X* de Pearson. En el caso de las variables estén rela-
cionadas es necesario realizar dos tareas adicionales: (1) cuantificar la intensidad de la
relacién y (2) interpretarla a partir de los residuos tipificados.

Tablas de contingencias

Recordemos que, para describir una variable categérica, se utiliza un tipo particular dé
resumen llamado tabla de frecuencias (ver Capitulo 3). Para describir, por ejemplo, la
variable sexo (hombres, mujeres), o la variable tabaquismo (fumadores, exfumadores,
no fumadores), se organizan los datos en restiimenes como los que muestra la Tabla 10.1
(los datos provienen de una muestra de 200 universitarios).

Tabla 10.1. Frecuencias de sexo (izquierda) y fabaquismo (derecha)

Sexo n Tabaquismo n;
Hombres 94 Fumadores 60
Mujeres 106 Exfumadores 13
Total 200 No fumadores 127
- Total 200

Para describir simultdneamente dos variables categéricas se hace algo muy parecido: se
construye una tabla de frecuencias conjuntas combinando (cruzando) las categorias de
ambas variables. La Tabla 10.2 es un ejemplo de este tipo de tablas: los mismos 200
sujetos que en la Tabla 10.1 se han clasificado en dos tablas de frecuencias separadas,
ahora se han clasificado en una tinica tabla. A esta forma de organizar y resumir los da-
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tos se le llama tabla de contingencias' y constituye al forma estandar de presentar si-
multaneamente los datos referidos a dos variables categéricas.

En una tabla de estas caracteristicas, al contenido de las casillas (parte interior de
la tabla) se le llama frecuencias conjuntas o, simplemente, frecuencias; y a los totales
de cada fila y columna (parte exterior de la tabla) se les llama frecuencias marginales.

Las frecuencias marginales reproducen las frecuencias de cada variable indivi-
dualmente considerada (se les suele llamar distribuciones marginales); estas frecuen-
cias contienen toda la informacién disponible en las respectivas tablas de frecuencias
individuales. Las frecuencias conjuntas ofrecen informacion adicional: indican lo que
ocurTe en cada casilla, es decir, lo que ocurre en cada combinacién entre las categorias
de las variables. Y, de la misma manera que las frecuencias de-una variable indivi-
dualmente considerada informan del comportamiento de esa variable, las frecuencias
conjuntas informan del comportamiento conjunto de ambas variables (volveremos ense-~
guida sobre esta cuestion).

Tabla 10.2. Tabla de contingencias de sexo por fabaquismo

Tabaquismo v
Sexo Fumadores Exfumadores No fumadores Total
Hombres 1 é ) 69 94
Mujeres 42 6 58 106
Total 60 RE 127 200

!

LaTabla 10.2 es un ejemplo de tabla bidimensional. Constituye el ejemplomés-elemen-
tal de tabla de contingencias: solamente dos variables. Pero una tabla de contingencias
puede ser m4s compleja. De hecho, pueden construirse tablas de tres, cuatro, o mas di-
mensiones. El limite en el niimero de dimensiones de una tabla de contingencias {ini-
camente viene impuesto por el tipo de situacién real que se desee representar y por el
grado de complejidad que se esté dispuesto a abordar en la interpretacion. No obstan-
te, dado que en este apartado estamos tratando el caso de dos variables, nuestra exposi-
cién se limitara al caso de tablas bidimensionales.

La Tabla 10.3 muestra la forma de presentar los datos en una tabla de contingencias
bidimensional y la notacién que utilizaremos para identificar cada elemento de Ia tabla.
Las ] categorias de la variable X definen las filas de la tabla; para identificar cada una
de estas categorias (cada fila), se utiliza el subindice ;; por tanto: =1, 2, ..., . Las J
categorias de la variable Y definen las columnas de la tabla; para identificar cada una
de estas categorias (cada columna) se utiliza el subindice j: por tanto: j =1, 2, ..., J. El
signo “+” se refiere a todos los valores del subindice al que sustituye; por tanto, cuando

! Bl término contingencia se refiere a la posibilidad de que algo ocurra. En una tabla de contingencias existen tan-
tas posibilidades de que algo ocurra como combinaciones resultan de cruzar las categorias de las variables que de-
finen la tabla. Por tanto, cada casilla de la tabla representa una posibilidad, es decir, una contingencia; de ahi que
al conjunto de casillas de la tabla, es decir, al conjunto de contingencias, se le llame tabla de contingencias.
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sustituye al subindice { se refiere a todos los valores de i (es decir, 1, 2, ..., [); y cuan-
do sustituye al subindice j se refiere a todos los valores de j (es decir, 1, 2, ..., J). Asi,
por ejemplo la frecuencia conjunta »,, de la Tabla 10.2 vale 7; la frecuencia marginal
n;, vale 94,y la frecuencia marginal #,, vale 13. Sumando las frecuencias marginales
de las filas (#,, ), o las de las columnas (n”‘), 0 las conjuntas (7;), se obtiene idéntico
resultado:

Zni+ = Znﬁ = EZnu =7 [10.1]
i J i

Por ejemplo, en los datos de la Tabla 10.2 se verifica:
94+106 = 60+13+127 = 18+7+69+42+6+58 = 200

La notacién utilizada permite identificar abreviadamente las dimensiones de una tabla
de contingencias mediante la expresion I xJ, donde el nimero de letras indica el niime-
ro de variables (dos letras = dos variables) y el valor de las letras representa el nimero
de categorias de cada variable. Asi, la Tabla 10.2 es una tabla 2 x 3 (dos variables, la
primera con 2 categorias y la segunda con 3).

Tabla 10.3. Notacion utilizada en tablas de contingencias bidimensionales

Y 5
X 1 2 G J Ay
1 ny A ny; ngy; o ony ny; = frecuencias conjuntas de X'e Y.
2 Aoy My 7 Mgy T My Moy n;, = frecuencias marginales de X.
i ny omy omy eomy i n,; = frecuencias marginales de Y.
7 n = nimero total de casos.
nn  np ny; nyy Ny
By n, A, iy nyy n

Tipos de frecuencias

Los numeros que aparecen en una tabla de contingencias son frecuencias, no puntua-
ciones; méas concretamente, frecuencias absolutas (ya sean conjuntas o marginéles).
El valor 18 de la primera casilla de ]a Tabla 10.2 (n,,= 18) indica que, de los 200 sujetos
que componen la muestra, 18 han sido clasificados como sombres fumadores; el valor
58 de la tltima casilla de la tabla (n,; = 58) indica que 58 sujetos han sido clasificados
como mujeres no fumadoras.

Las frecuencias absolutas pueden transformarse facilmente en frecuencias por-
centuales. Ahora bien, en una tabla de contingencias bidimensional hay tres tipos de
frecuencias porcentuales: (1) los porcentajes de fila indican el porcentaje que cada
frecuencia conjunta representa respecto de la frecuencia marginal de su fila; (2) los
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* porcentajes de columna indican el porcentaje que cada frecuencia conjunta representa

respecto de la frecuencia marginal de su columna; y (3) los porcentajes del total indican
el porcentaje que cada frecuencia conjunta representa respecto del niimero total de casos
de la tabla. ) .

En la Tabla 10.2, el porcentaje del fotal de la primera casilla vale 18(100)/200 =
9,0%; esto significa que el 9,0% de los sujetos de la muestra son hombres fumadores.
Estos porcentajes tienen interés descriptivo, pues indican qué porcentaje de casos ha
sido clasificado en cada casilla de la tabla; pero, segin veremos a enseguida, no con-
tienen informacion 1til para interpretar el comportamiento conjunto de ambas variables
(es decir, no informan acerca de si las variables estan o no relacionadas). ' '

La informaci6n realmente 1til estd en los porcentajes de fila y en los de columna.
A estos porcentajes se les llama distribuciones condicionales. La Tabla 10.4 muestra
los porcentajes de fila correspondientes a las frecuencias absolutas de la Tabla 10.2.
Estos porcentajes contienen las distribuciones condicionales de la variable colocada en
las columnas. Por tanto, indican cémo se distribuye la variable tabaguismo en cada ca-
tegoria de la variable sexo (ndtese que los porcentajes de cada distribucién condicional
suman 100). El porcentaje de fila de la primera casilla (hombres fumadores) vale
18(100)/94 = 19,1%; este valor indica que el 19,1% de los hombres son fumadores. Los
porcentajes marginales de las columnas contienen la distribucién marginal (la distribu-
cién no condicional)-de la variable colocada en las columnas (tabaguismo); estos por-
centajes indican que hay un 30% de fumadores, un 6,5% de exfumadores y un 63,5%
de no fumadores. )

La Tabla 10,5 contiene los porcentajes de columna correspondientes a las frecuen-
cias absolutas de la Tabla 10.2. Estos porcentajes contienen las distribuciones con-
dicionales de la variable colocada en las filas. Por tanto, indican c6mo se distribuye la
variable sexo en cada categoria de la variable tabaquismo (nétese que losporcerntajes

Tabla 10.4. Porcentajes de fila correspondientes a las frecuencias de la Tabla 10.2

- Tabaquismo
Sexo Fumadores  Exfumadores No fumadores
Hombres 19,1% _14% 73,4% 100,0 %
Mujeres 39,6 % " 57% 54,7% 100,0%
30,0% 6,5% 63,5% 100,0 %

Tabla 10.5. Porcentajes de columna correspondientes a las frecuencias de la Tabla 10.2

B

Tabaguismo
Sexo Fumadores  Exfumadores No fumadores
Hombres 30,0% 53,8% 543% 47,0%
Mujeres 70,0%" 46,2% 45,7% 53,0%
100,0 % 100,0 % 100,0% 100,0 %
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de cada distribucion condicional suman 100). El porcentaje de columna de la primera
casilla (hombres fumadores) vale 18(100)/60 = 30,0%; este valor indica que el 30,0%
de los fumadores son hombres. Los porcentajes marginales de las filas contienen la dis-
tribucién marginal de la variable colocada en las filas (sexo); estos porcentajes indican
que hay un 47% de hombres y un 53% de mujeres.

Gréaficos de barras agrupadas

Las frecuencias de una tabla de contingencias (tanto las absolutas como las porcentua-
les) constituyen la esencia de lo que podriamos llamar la fase descriptiva del analisis
de dos variables categéricas. Sin embargo, la fase descriptiva no debe limitarse a pre-
sentar los datos de una tabla de contingencias. Ya hemos sefialado repetidamente Ja con-
veniencia de acompafiar los mimeros de una tabla con graficos que permitan formarse
una idea rdpida acerca de lo que est4 ocurriendo.

Los graficos més utilizados para describir simult4neamente dos variables categd-
ricas son los de barras agrupadas. Estos graficos se construyen sobre el plano definido
por dos €jes cartesianos: en el eje horizontal se colocan las categorias de una de las va-
riables; en el vertical, las frecuencias conjuntas absolutas; y sobre cada valor de la varia-
ble colocada en el eje horizontal se levantan tantas barras como valores tenga la segunda
variable. La altura de las barras es proporcional al tamafio de las frecuencias (la anchura
de las barras no es relevante, pero ha de ser la misma para todas ellas).

La Figura 10.1 muestra el gréfico de barras agrupadas correspondiente a las fre-
cuencias absolutas de la Tabla 10.2. En el grafico de la izquierda se ha colocado la va-
riable fabaquismo en el eje horizontal y se ha levantado una barra por cada categoria de
la variable sexo; en el de la derecha se ha colocado la variable sexo en el eje horizontal
y se ha levantado una barra por cada categoria de la variable tabaguismo. Ambos gra-
ficos incluyen exactamente el mismo niimero de barras (tantas como casillas) y exacta-
mente del mismo tamafio (el de las frecuencias absolutas de cada casilla), pero organi-
zadas de distinta manera. La eleccién entre uno u otro depende tinicamente de cuél de
los dos permite mostrar con mayor claridad aquello que se quiere resaltar. En.ambos
gréficos se aprecia que las barras m4s altas corresponden a los no fumadores (hombres

Figura 10.1. Gréaficos de barras agrupadas basados en las frecuencias absolutas de la Tabla 10.2

= Sexo Tabaquismo
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. : o . (2 Exfumadores
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© y mujeres). Sin embargo, en el de la 1zqu1erda destaca el hecho de que la diferencia en-

tre el nimero de hombres y mujeres es sensiblemente mayor en el grupo de fumadores
que en el de no fumadores (la barra clara no alcanza la mitad de la altura de la barra os-
cura en el grupo de fumadores, pero es més alta que la oscura en el de no fumadores).
Y en el gréficq de la derecha destaca el hecho de que la diferencia entre el niimero de
fumadores y no fumadores es sensiblemente mayor entre los hombres que entre las mu-
jeres (la diferencia entre la barra més clara y la mas oscura es mayor en el grupo de
hombres que en el de mujeres).

Un grafico de barras agrupadas no se altera si en lugar de representar las frecuen-
cias absolutas se representan los porcentajes referidos al total. Sin embargo, ya hemos
sefialado que la 1nformacxc')n realmente interesante no se encuentra en estos porcentajes, -
sino en los referidos a las filas y alas colurnnas es decir, en las distribuciones condi-
cionales. Y las distribuciones condicionales generan graficos ity diferentes de los que
recoge la Figura 10.1 (tanto mas diferentes cuanto mas distintas entre si son las fre—
cuencias marginales de la tabla). o

LaFigura 10.2 (izquierda) muestra el gréfico correspondiente a los porcentajes de
fila; por tanto, en €] estdn representadas las distribuciones condicionales de la variable
tabaquismo (ver Tabla 10.4): las barras claras indican cémo se distribuyen los fumado-
res, los exfumadores y 1os no fumadores en el grupo de hombres; las oscuras, c6mo se
distribuyen los fumadores, los exfumadores y los no fumadores en el grupo de mujeres.
Como el ntumero de hombres y de mujeres de la muestra es similar (94 y 106), este gra-
fico se parece bastante al elaborado a partir de las frecuencias absolutas (grafico de la
izquierda en la Figura 10.1).. Para interpretarlo correctamente no hay que olvidar que
la altura de las barras se basa en los porcentajes referidos a las filas. E! dato més llama-
tivo del gréfico es la diferencia existente entre ambas distribuciones condiciouales en
lo referente al porcentaje de fumadores y no fumadores: en el grupo de hombres; el por-
centaje de fumadores no llega ni a un tercio del de no fumadores; en el de mujeres; el
porcentaje de fumadoras es mas de la mitad del de no fumadoras.

LaFigura 10.2 (derecha) muestra el gréfico de barras correspondiente a los porcen-
tajes de columna; por tanto, en él estan representadas las distribuciones condicionales
de la variable sexo (ver Tabla 10.5): las barras mds claras indican cémo se distribuyen

Figura 10.2. Gréficos de barras agrupadas basados enlos porcentajes de fila de la Tabla 10.4 (grafico
de la izquierda) y en los porcentajes de columna de la Tabla 10.5 (gréfico de la derecha)
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los hombres y las mujeres en el grupo de fumadores; las menos claras indican cémo se
distribuyen los hAombres y las mujeres en el grupo de exfumadores; las méas oscuras indi-
can como se distribuyen los hombres y las mujeres en el grupo de no fumadores. Como
el ntimero de fumadores, exfumadores y no fumadores es muy distinto (60,13 y 127),
este grafico es muy diferente del elaborado a partir de las frecuencias absolutas (grafico
de laderecha en la Figura 10.1). Para interpretarlo correctamente no hay que olvidar que
la altura de las barras se basa en los porcentajes referidos a las columnas. Quiz el dato
mas llamativo ahora es que la distribucién de la variable sexo (porcentaje de hombres
y mujeres) en el grupo de fumadores (barras més claras) sigue una pauta muy distinta
de esa misma distribucién en los otros dos grupos; en concreto, mientras que en el grupo
de fumadores el porcentaje de hombres no llega a la mitad del de mujeres, en los otros
dos grupos el porcentaje de hombres es mayor que el de mujeres.

Asociacion en tablas de contingencias

Si se combinan dos variables en una tabla de contingencias no es, obviamente, para es-
tudiar cémo se comporta cada una de ellas individualmente o por separado; para esto
no hace falta combinarlas. Si se combinan dos variables en una tabla es para averiguar
si tienen o no algo que ver entre si, es decir, para averiguar si estdn o no relacionadas.

Con dos variables categoricas solamente caben dos posibilidades: o las variables
son independientes o estén relacionadas®. Para aclarar los conceptos de independencia
y relacion entre variables categéricas, retomemos los porcentajes de fila de la Tabla
10.4 (basados en las frecuencias absolutas de la Tabla 10.2). La distribucién marginal
de la variable tabaquismo indica que el 30,0% de los sujetos son fumadores, el 6,5%
exfumadores y el 63,5% no fumadores. Pues bien, si la variable tabaquismo fuera inde-
pendiente de la variable sexo, entre los hombres también deberia haber un 30,0% de
fumadores, un 6,5% de exfumadores y un 63,5 % de no fumadores; y lo mismo deberia
ocurrir entre las mujeres: 30,0%, 6,5% v 63,5% de fumadoras, exfumadoras y no fu-
madoras, respectivamente.

Por tanto, decimos que dos variables son independientes cuando el comportamien-
to de una de ellas no se ve alterado por la presencia de la otra. La variable tabaquis-
mo seréd independiente de la variable sexo si el comportamiento individual de la variable
tabaquismo (30,0%, 6,5%, 63,5%) no se ve alterado por la presencia de la variable se-
xo, es decir, si sigue habiendo un 30,0% de fumadores, un 6,5% de exfumadores y un
63,5% de no fumadores tanto en el grupo de hombres como en el de mujeres. Por tanto,

Decimos que dos variables categoricas son independientes cuando las distribu-
ciones condicionales de cualquiera de ellas son iguales en todas las categorias de
la otra.

2 Con tres variables (X, Y, Z) pueden darse diferentes pautas de asociacion: puede que las tres variables sean
independientes entre si; puede que solo haya relacién entre X e Y; puede que solo haya relacién entre X'y Z; puede
que haya relacién entre X e Y'y entre X'y Z, pero no entre Y'y Z; etc. Sin embargo, con dos variables solo existen dos
posibilidades.
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Esto equivale a afirmar que dos variables categéricas son independientes cuando las dis-
tribuciones condicionales de ambas son iguales a sus respectivas distribuciones margi-
nales. Cuando no se da esta circunstancia, decimos que las variables estan relacionadas
0, mejor, asociadas’. De manera mds formal, decimos que dos sucesos, 4 y B, son inde-
pendientes si la probabilidad de su interseccion (es decir, la probabilidad de su verifi-
cacién conjunta’o simultédnea) es igual al producto de sus probabilidades individuales®;
es decir, decimos que los sucesos A y B son independientes si P(4 N B) = P(4) P(B).
Trasladando esta definicién a los sucesos de una tabla de contingencias, decimos que
el suceso i es independiente del suceso j cuando:

PX=X,nY=Y,) = P(X=X,) P(Y=Y,) [10.2]

Dicho con palabras, el suceso “fila = i” es independiente del suceso “columna = ;7
cuando la probabilidad del suceso “casilla = ij” es igual al producto de las probabili-
dades del suceso “fila = i” y del suceso “columna = ;.

Llamando r;, a la probabilidad de que una observacién cualquiera pertenezca a la
categoria i de la variable X, =, ; a la probabilidad de que una observacién cualquiera
pertenezca a la categotia j de la variable ¥, y n;; a la probabilidad de que una observa-
ci6én cualquiera pertenezca a una de las 7 x J casillas, la ecuacién [10.2] puede formu-
larse como:

n, =T, T, - [10.3]

Esto significa que, si se asume que las variables X e Y son independientes, la proba-
bilidad de encohtrar una observacién cualquiera en una casilla determinada es igual al
producto de las probabilidades marginales de esa casilla. Por tanto, los valores n; de
[10.3] indican lo que cabe esperar encontrar en cada casilla de la tabla cuando las-varia-
bles X'e Y son independientes. La igualdad [10.3] no se sostiene si las variables X'e ¥
no son independientes.  ~

La prueba X? de Pearson sobre independencia

Ya sabemos que los totales de las columnas de la Tabla 10.3 reflejan el comportamiento
de la variable tabaquismo: 30,0% de fumadores, 6,5 % de exfumadores, 63,5% de no
fumadores. Y de lo dicho en el apartado anterior se deduce que, si la variable tabaguis-

3 Aunque relacién y asociacion son términos equivalentes en estadistica, cuando se trabaja con variables categoricas
suele utilizarse el término asociacién en lugar del término relacion, el cual suele reservarse, aunque no necesaria-
mente, para cuando se trabaja con variables cuantitativas. Por otro lado, el concepto de asociacion entre variables
categdricas admite mas de un significado tedrico; aqui estamos prestando atencién inicamente a su significado més
extendido: decimos que existe asociacion cuando las distribuciones condicionales de X e Y son distintas; decimos
que no existe asoctacion cuando las distribuciones condicionales de X e Y son iguales.

* Por ejemplo, al lanzar al aire dos monedas independientemente, la probabilidad conjunta del suceso cara en las
dos monedas es igual al producto de las probabilidades individuales de los sucesos cara en la primera moneda y
cara en la segunda moneda (0,5 x 0,5 = 0,25). Ver, en el apartado Probabilidad: Regla de la multiplicacion del
Capitulo 2, la definicion de sucesos independientes.
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mo fuera independiente de la variable sexo, tanto en el grupo de hombres como en el de
mujeres deberia reproducirse esa misma pauta (30,0%, 6,5%, 63,5%). Pero esta claro
que no es esto lo que ocurre: en el grupo de hombres, el porcentaje de fumadores baja
hasta el 19,1% y el de no fumadores sube hasta el 73,4%; mientras que en el grupo de
mujeres, el porcentaje de fumadoras sube hasta el 39,6% y el de no fumadoras baja hasta
el 54,7%.

Ya hemos hecho una interpretacion descriptiva de estas diferencias entre las dos
_distribuciones condicionales de la variable tabaquismo. Ahora se trata de ir mas alld
. intentando dilucidar si esas diferencias son trasladables a la poblacién. Es decir, ahora

nos preguntamos si las diferencias observadas entre esas dos distribuciones condicio-
nales son lo bastante pequefias como para pensar que pueden ser atribuidas simplemente

a las fluctuaciones propias del azar muestral o, por el contrario, son lo bastante grandes

como para reflejar verdaderas diferencias en la poblacion.

Responder a esta pregunta requiere poner a prueba la hipétesis de independencia
entre ambas variables: el rechazo de esta hip6tesis permitiria concluir que existe rela-
cidén y que, consecuentemente, las distribuciones condicionales difieren de las margina-
les. Ahora bien, recordemos que para contrastar una hipétesis es necesario poder esta-
blecer el grado de compatibilidad existente entre esa hipétesis y los datos; y esto exige,
por un lado, conocer cémo pronostica esa hipétesis que deben comportarse los datos y,
por otro, cémo se comportan de hecho. Esto, referido a la hipétesis de independencia
en una tabla de contingencias, significa conocer, por un lado, qué valores cabe esperar
que tomen las frecuencias de la tabla cuando las variables son independientes y, por
otro, qué valores roman de hecho.

Los valores que toman de hecho se conocen al recoger los datos y construir la tabla
de contingencias: son las frecuencias conjuntas que hemos representado mediante #, g
(ver Tabla 10.3) y que, a partir de ahora, llamaremos frecuencias observadas.

Y los valores que cabe esperar que tomen bajo la condicién de independencia se de-
tivan de la ecuacién 10.3. Los valores m; tal como estdn definidos en [10.3] represen-
tan la probabilidad tedrica asociada a cadacasilla de una tabla de contingencias cuando
se asume que las variables que definen la tabla son independientes. Consecuentemente,
si se asume independencia, lo que cabe esperar que ocurra al repartir aleatoriamente »
casos en las J x J casillas de una tabla de contingencias, viene dado por

m, = nn; = nmW,T,; [10.4]
Por tanto, los valores m;, tal como estén definidos en [10.4], son los pronésticos que se
derivan de la hipétesis de independencia, es decir, las frecuencias que cabe esperar
encontrar en cada casilla de una tabla de contingencias cuando las variables que definen
la tabla son independiéntes entre si. A estos prondsticos los llamaremos frecuencias
esperadas.

Los valores ;. y m,; son pardmetros y, por tanto, son, por lo general, valores des-
conocidos que hay que estimar a partir de los datos. Esto puede hacerse simplemente
asignando a Jas probabilidades teéricas n;, y 7., sus correspondientes probabilidades
empiricas (ver Capitulo 7):

A

i
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n. - n+‘
Po=t,=-2 y P,=#, =2 [10.5]
n n
Y teniendo en cuenta [10.3] y [10.4] se obtiene
' n, n,. n, n,, - ' '
w, = nP, P, = n—"—L = 1Y [10.6]
v A n n n

Es decir, si se asume independencia ente X e Y, la frecuencia esperada de cada casilla
puede estimarse multiplicando sus correspondientes frecuencias marginales y dividiendo
ese producto entre el nimero total de casos.

Para poder contrastar la hipétesis nula de independencia solamente falta comparar
los pronésticos que se derivan de esa hip6tesis (las frecuencias esperadas) con los datos
realmente obtenidos (las:frecuencias observadas). Esto puede hacerse de distintas
maneras, pero lo habitual es utilizar un estadistico, ideado por Pearson (1900, 1911),
que adopta la 51gulente forma:

I J 'h_ 5)2
TP [10.7
=L Py :

Este estadistico suele encontrarse con el nombre ji-cuadrado’. Su valor oscila entre ce-
ro e infinito. Cuando los datos se comportan exactamente tal como pronostica la hipéte-
sis de independencia, las diferencias entre las frecuencias observadas y sus correspon-
dientes esperadas valen, todas ellas, cero; y el estadistico de Pearson también vale cero.
Su valor va aumentando, alejandose de cero, tanto mas cuanto mas difieren los datos de
los prondsticos basados en la hipétesis de independencia, es decir, cuanto mayores son
las diferencias entre las frecuencias observadas y las esperadas. La cuestién clave esta
en determinar cuéndo el valor del estadistico de Pearson se aleja de cero lo bastante co-
mo para decidir que la hip6tesis de independencia es falsa. Lo cual tiene facil solucion
porque conocemos la distribucion muestral del estadistico de Pearson:

J

2,
X~ Xy ) [10.8]

Es decir, el estadistico X? de Pearson se distribuye, aproximadamente, segin el modelo
tedrico de probabilidad y? (ji-cuadrado; ver Apéndice 5) con (/ ~ 1)(J - 1) grados de
libertad®.

3 Este estadistico también puede encontrarse en espafiol con el nombre chi-cuadrado (anglicismo innecesario e
incorrecto que, no obstante, utilizaremos en algin momento por ser el que aparece en el SPSS).

¢ Puesto que todas las casillas de la tabla contribuyen al resultado del estadistico de Pearson, pareceria 16gico pensar
que su distribucién deberia tener tantos grados de libertad como casillas tiene la tabla. Pero en una tabla de contin-
gencias las frecuencias esperadas dependen del valor de las frecuencias marginales. Por tanto, no todas las frecuen-
cias esperadas aportan informacién nueva; algunas son redundantes. En una tabla de contingencias, los grados de
libertad indican el niimero de casillas cuyas frecuencias esperadas pueden adoptar libremente cualquiera de sus
posibles valores tras fijar el valor de las frecuencias marginales.



284  Analisis de datos (vol. |)

Llegados a este punto, sabemos qué hipdtesis queremos contrastar (la hipotesis de
independencia entre dos variables categéricas), sabemos qué pronésticos se derivan de
ella (las frecuencias esperadas) y con qué tipo de datos compararlos (las frecuencias
observadas), y tenemos un estadistico que, ademds de permitir efectuar esas compara-
ciones, tiene distribucion muestral conocida. Es decir, tenemos todo lo necesario para
disefiar un procedimiento que permita contrastar la hipétesis de independencia ente dos
variables categéricas. El Cuadro 10.1 ofrece un resumen de ese procedimiento.

Cuadro 10.1. Resumen del confraste de hipétesis sobre independencia entre dos variables cétegé-
ricas (prueba X? de Pearson sobre 1ndependenc1a)

l Hlpoteszs

e HyXeY: son; vanables mdependlentes (es decu' 1r. ; n 7r+ 7 para 1 todo y)
v » 5“H X [ Y no son vanables mdependrentes (es decu 7: % 1rH 5 para algun y)

2 Supuestos una muestra aleatona de n observacmnes es clasxﬁcada en las Ix J
- combinaciones (casﬂlas) resultantes de combinar d ariables categoricas; la; :
, 'probablhdad de -que una observac:on cualqu1era peﬂenezéa a cada una de Jas

- casillas se mantiene constante durante todo el ] proceso de clasxﬁcamén nomas
o deI 20% delas frecuencias esperadas $on menores que 5 (ver en el Apéndlce 9 :
. ,el apartado Supuestos del estadzstzca X2 de Pearson) .

a» Estadzstzco del contmsz‘e (ver lO 7]

Ejemplo. La prueba X? de Pearson sobre independencia

Veamos cémo contrastar la hipdtesis de independencia con los datos de la Tabla 10.2.
Recordemos que el contenido de esa tabla es el resultado de clasificar una muestra de
200 personas segtin dos criterios: sexo (hombres, mujeres) y tabaquismo (fumadores,
exfumadores y no fumadores). La pregunta que nos hacemos es la siguiente: jpuede
afirmarse que las variables sexo y tabaquismo estén relacionadas? (o = 0,05).

W
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Hipotesis: .
H,: las variables sexo y tabaguismo son independientes. .
H: las variables sexo y tabaquismo no son independientes (estan relacionadas).

Supuestos: una muestra aleatoria de 200 sujetos se ha clasificado en las 6 combina-
ciones (casillas) exclusivas y exhaustivas resultantes de combinar las variables sexo
Y tabaquismo. La probabilidad de que un sujeto pertenezca a cada una de las casi-
llas se mantiene constante durante todo el proceso de clasificacién.

Estadistico del contraste. Para obtener el estadistico de Pearson es necesario cal-
cular previamente las frecuencias esperadas que se derivan de la hipétesis de inde-
pendencia. Para ello utilizamos la estrategia propuesta en la ecuacién [10.6]. La
Tabla 10.6 ofrece estas frecuencias esperadas, entre paréntesis, junto a las obser-
vadas. Por ejemplo, las frecuencias esperadas de las casillas de la primera columna
de la tabla (hombres-fumadores y mujeres-fumadoras) se ha obtenido de la siguiente
manera:

PPy 94(60)

my = V) - 282
% 200"

s T2Ma _ 106(60) 318

2 n 200

Tabla 10.6. Tabla de contingencias de sexo por tabaquismo: frecuencias observadas (esperadas)

, Tabaguismo
Sexo ' Fum;idores Exfumadores No fumadores Total
Hombres 18 (28,2) 7 6,1) 69 (59,7) 94 e
Mujeres 42 (31,8) 6 (6,9 58 (67,3) 106
Total 60 . 13 127 200

No hay frecuencias espéradas menores que 5.

Aplicando el estadistico de Pearson a estas frecuencias se obtiene

2 _ ZE (n; - 1) _ (18-282¢  (7-6,1 , . (58-67,3)

= 9,95
28,2 6,1 67,3

i
Distribucién muestral: y* con (I-1)(J-1) = (2-1)(3-1) =2 grados de libertad: xzz .
Zona critica: X* > x3, g5 = 5,99.
Decisién: puesto que el valor del estadistico del contraste (9,95) es mayor que el
punto critico (5,99), se rechaza H,. Se puede concluir, por tanto, que las variables

sexo'y tabaquismo no son independientes; o, o que es lo mismo, que estan relacio-
nadas.

Nivel critico (valor p): en la distribucion ji-cuadrado con 2 grados de libertad (Tabla
D del Apéndice final), p = P(X?>9,95) <0,01.
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Puesto que la tabla tinicamente ofrece algunos cuantiles, normalmente no se-
ra posible calcular a partir de ella el nivel critico exacto. No obstante, dado que el
objetivo de calcular el nivel critico es el de poder tomar una decisién sobre H,,
normalmente bastara con saber si su valor es menor o mayor que a. Si se desea ob-
tener el nivel critico exacto, puede utilizarse, en SPSS, la funcién CDF.CHISQ (ver
Apéndice 5).

Medidas de asociacion

Ya sabemos cémo describir dos variables categdricas mediante tablas de contingen-
cias y graficos de barras agrupadas. También sabemos como contrastar la hipétesis de
independencia con la prueba X* de Pearson para decidir si las variables estdn o no rela-
cionadas. Nos falta saber qué hacer cuando se rechaza la hipétesis de independencia;
es decir, nos falta saber cémo cuantificar larelacién encontrada (se explica en este apar-
tado) y qué hacer para interpretarla (se explica en el siguiente apartado).

Aunque, segiin acabamos de ver, el estadistico X* de Pearson sirve para contrastar
la hipétesis de independencia, no contiene informacion sobre la fuerza o intensidad de
la asociacién. Esto se debe a que su valor no depende tnicamente del grado de asocia-
cién real existente entre las variables sino, también, del tamafio muestral: con tamafios
muestrales muy grandes, diférencias relativamente pequefias entre las frecuencias obser-
vadas y las esperadas pueden dar lugar a valores X muy altos sin que esto implique
necesariamente una fuerte asociacién entre las variables. Para cuantificar correctamen-
te la fuerza o intensidad de la asociacién es necesario utilizar estadisticos capaces de
eliminar el efecto del tamafio muestral. Estos estadisticos se conocen como medidas de
asociacion.

Existen diversas medidas que difieren no solo en la forma de definir lo que es aso-
ciacion, sino en la forma en que cada una se ve afectada por factores tales como las dis-
tribuciones marginales o la naturaleza de las variables que definen la tabla. Las medidas
de asociaci6n incluidas en este apartado se basan en el estadistico X* de Pearson (estas
medidas son nominales en el sentido de que Gnicamente aprovechan informacién no-
minal; con variables nominales no tiene sentido hablar de la direccién o naturaleza de
una asociacién; en el segundo volumen se estudian otras medidas de asociacién). Todas
ellas intentan cuantificar el grado de asociacién aplicando algtn tipo de correccién al
valor del estadistico X* para hacerle tomar un valor comprendido entre 0y 1. La primera
de estas medidas es el coeficiente de contingencia C (Pearson, 1913),

C = {X¥/(X*+n) [10.9]

Toma valores comprendidos entre 0 y un maximo que siempre es menor que 1 (puesto
que » siempre es mayor que 0, C nunca puede llegar a 1). Este maximo depende del ni-
mero de filas y de columnas de la tabla. Si el nimero de filas y de columnas es el mismo
(k), el valor mdximo de C se obtiene mediante C_., =+/(k-1)/k. En condiciones de
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- independencia total (frecuencias condicionales idénticas) el coeficiente C vale 0; en
condiciones de asociacién perfecta (méxima diferencia entre distribuciones condicio-
nales) el coeficiente toma su valor maximo. Con los datos del ejemplo anterior (donde

2=9,95y n=200), se obtiene '

C = y9,95/(9,95+200) = 0,22

Otra medida de asociacion basada en X* y muy E)arecida al coeficiente de contingencia
C es el coeficiente V' de Cramer (1946):

Vems = VX2/In (k-1 g [10.10]

Ahora k se refiere al valor més pequefio del miimero de filas y de columnas. Al igual que
C, el coeficiente ¥V toma el valor 0 en condiciones de independencia total; pero, a dife-
rencia de lo que ocwre con C, en condiciones de asociacién perfecta el coeficiente ¥
toma el valor 1 independiéntemente del niimero de filas y de columnas de la tabla. Con
los datos del ejemplo anterior, se obtiene

Vermee = ¥9,95/[200(2-1)] = 0,22

En tablas de contingencia 2 x 2, el coeficiente Ve, se reduce a

o =Vx*/n ) [10.11]

Esta expresion se conoce como coeficiente fi (¢), y no es otra cosa que €] coeficiente
de correlacién de Pearson (ver capitulo siguiente) aplicado a dos variables dicotémicas
codificadas con “unos” y. “cero)s”. )

Estas medidas de asociacién son dtiles para comparar la relacién entre dos variables
cuando ésta se calcula en grupos o momentos distintos. Pero no es facil interpretarlas
tomando como unico referente la tabla en la que se calculan. El contexto es importante.
Podria pensarse que un coeficiente de 0,40 est4 indicando que el grado de relacion es
bajo-medio. Pero esto es algo que habria que referir al contexto en el que se observa esa
relacion. Por ejemplo, si cada vez que se correlaciona una variable (cualquier variable)
con otras se obtienen cuantificaciones que no pasan de 0,20, encontrar un coeficiente
de 0,40 puede representar un hallazgo importante.

Residuos tipificados

Poder concluir que dos variables categéricas estan relacionadas es, sin duda, un resul-
tado interesante. Pero es mucho mds interesante poder aclarar el significado de la rela-
cién encontrada. Para ello, basta con tener presente que si se rechaza la hip6tesis de
independencia es porque existen casillas (al menos una) en las que se da una diferencia
significativa entre lo observado y lo esperado.
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Por tanto, una vez rechazada la hipétesis de independencia, la pauta de asociacion
concreta presente en una tabla de contingencias pueden estudiarse realizando una va-
loracién casilla a casilla de las diferencias existentes entre las frecuencias observadas
(n;;) v las esperadas (n’aij). A estas diferencias se les llama residuos:

E, = n; = My [10.12]
Los residuos pueden delatar diferencias mayores en unas celdas que en otras y la cons-
tatacién de este hecho puede arrojar luz sobre la pauta de asociacién presente en la
tabla. Una forma sencilla de evaluar estos residuos consiste en tipificarlos:

zZ; = y [10.13]

Los residuos tipificados elevados al cuadrado poseen la interesante propiedad de ser
componentes del estadistico de Pearson: Z,E‘ZEZU = X?. Bajo la hipétesis de inde-
pendencia se distribuyen normalmente. Pero ocurre que, aunque su media vale 0, su va-
rianza vale ({ - 1) (J ~ 1)/(/xJ), lo cual representa un pequefio inconveniente pues, dado
que ( - 1) (J - 1) es siempre menor que / x J, la varianza de los residuos tipificados
siempre es menor que 1 y, en consecuencia, su variabilidad no se corresponde exacta-
mente con la de las variables distribuidas N (0, 1). No obstante, Haberman (1973) ha
definido otro tipo de residuos tipificados, llamados gjustados o corregidos, que, a dife-
rencia de los tipificados, si se distribuyen N (0, 1). Los residuos corregidos se calculan
dividiendo el residuo de cada casilla por su error tipico:

= By/m (L-n, [n)(1-n,[n) [10.14]

Ei/‘ (corregido)

En el ejemplo de la Tabla 10.6, el residuo tipificado corregido correspondiente a la
primera casilla de la tabla ({ = 1, j = 1, es decir, hombres fumadores) vale

Bt comgiey (18 -28,2) //28,2 (1 - 94/200) (1 - 60/200) = -3,15

La gran utilidad de los residuos tipificados corregidos radica precisamente en que su
distribucion se aproxima a la normal con media cero y desviacién tipica uno: N (0, 1).
Y una variable de estas caracteristicas es facilmente interpretable: utilizando un nivel
de confianza de, por gjemplo, 0,95, puede afirmarse que los residuos mayores que 1,96
(puntuacién tipica que corresponde al cuantil 97,5 en una distribucion normal) delatan
casillas con mds casos de los que cabria esperar por azar si las dos variables estudiadas
fueran realmente independientes; mientras que los residuos menores que - 1,96 (puntua-
cién tipica que corresponde al cuantil 2,5 en una distribucion normal) delatan casillas
con menos ¢asos de los que cabria esperar si las dos variables estudiadas fueran real-
mente independientes. Por tanto, tras rechazar la hipétesis de independencia con el esta-
distico de Pearson, los residuos tipificados corregidos constituyen una herramienta muy
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1til para poder interpretar con precision el significado de la asociacion detectada, permi-
tiendo valorar hacia donde y desde donde se producen desplazamientos significativos
de casos.

El valor 3,15 obtenido para el residuo tipificado corregido de la primera casilla de
la Tabla 10.6 indica que, en esa casilla, la frecuencia observada es significativamente
menor que la esperada (pues ~3,15 < ~1,96); lo cual permite afirmar.que existen menos
hombres fumadores de los que pronostica la hipétesis de independencia: donde cabia
esperar un 30,0% de hombres fumadores, se ha encontrado un 19,1 %. El valor -3,1
indica que esos dos porcentajes difieren significativamente, es decir, que difieren mas
de lo que cabria esperar por azar si realmente el porcentaje de hombres fumadores fuera
del 30,0%.

Tablas de contingencias y graficos de Barras con SPSS

El procedimiento Tablas de contingencias permite obtener, ademas de la prueba X* de
Pearson sobre independencia, las tablas de contingencias y los graficos de barras agru-
padas estudiados en este capitulo.

Las tablas de contingencias que genera el SPSS por defecto contienen unicamente
las frecuencias observadas. No obstante, el procedimiento incluye opciones que permi-
ten solicitar las frecuencias esperadas y los tres tipos de frecuencias porcentuales que
hemos estudiado: las referidas a las filas, a las colurhnas y al total (no debe olvidarse
que son las frecuencias porcentuales de las filas y de las columnas las que realmente in-
forman sobre el significado de la relacién entre las variables).

E1 SPSS construye los graficos de barras agrupadas colocando en el eje horizontal
las categorias de la variable fila y, sobre ellas, anidadas, las de la variable columna. Ca-
da barra del gréfico corresponde, por tanto, a una casilla de la tabla; y la altura de las
barras representa el tamafio de las frecuencias obsefvadas. El procedimiento Tablas de
contingencias no permite obtener los graficos de barras agrupadas correspondientes a los
porcentajes de las filas y de las columnas (que son, no lo olvidemos, los que realmente
reflejan el significado de una relacién); para obtener estos graficos es necesario recurrir
a los gréficos de barras disponibles en el ment Gréficos.

Puede seleccionarse méas de una variable fila y mas de una variable columna; cn ese
caso, cada variable fila se cruza con cada variable columna para formar una tabla distin-
ta. Por ejemplo, con 2 variables fila y 3 variables columna, se obtienen 2x3 = 6 tablas
distintas.

Para poder trabajar con los datos de la Tabla 10.2, vamos a comenzar reproducién-
dolos en el Editor de datos tal como muestra la Figura 10.3 (los datos se encuentran en
el archivo Tabla 10.2 sexo por tabaco, en la pagina web del manual). Hemos creado las
variables sexo (con etiqueta Sexo), tabaco (con etiqueta Tabaquismo) y ncasos (con las
frecuencias asociadas a cada casilla). Para que los 6 casos del archivo representado en
laFigura 10.3 se conviertan en los 200 de la Tabla 10.2 es necesario ponderar el archivo
con la variable ncasos (esto se hace con la opcion Ponderar casos del ment Datos; en
caso necesario, ver Pardo y Ruiz, 2009, pags. 171-173).
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Tabla 10.2 (bis). Tabla de contingencias de sexo por fabaquismo

Tabagquismo
Sexo Fumadores Exfumadores No fumadores Total
Hombres 18 7 69 94
Mujeres 42 6 58 106
Total 60 13 127 200

Figura 10.3. Datos de la Tabla 10.2 reproducidos en el editor de dafos

- l - SBX0 | tabaco { ncasos l
1] 1 1 18
2] 1 2 7
3| 1 3 59
4] 2 1 £2
5 | 2 2 5
6] 2 3 58

Para obtener la tabla de contingencias y el diagrama de barras agrupadas correspon-
dientes a los datos de la Tabla 10.2 (archivo de la Figura 10.3):

» Seleccionar opcién Estadisticos descriptivos > Tablas de contingencias del meni Ana-
lizar, trasladar la variable sexo a la lista Filas y la variable tabaco a la lista Columnas
y marcar la opcion Mostrar los graficos de barras agrupadas.

Y

Pulsar el botén Casillas para acceder al subcuadro de didlogo Tablas de contin-
gencias: Mostrar en las casillas y marcar las opciones Fila, Columna y Total del re-
cuadro Porcentajes. Pulsar el botén Continuar para volver al cuadro de didlogo prin-
cipal.

Aceptando estas selecciones el Visor de resultados ofrece la tabla de contingencias de
sexo por fabaquismo y el correspondiente grafico de barras agrupadas. La Tabla de con-
tingencias estd reproducida en la Tabla 10.7. Ademés de las frecuencias observadas de
la Tabla 10.2 (recuento), la tabla incluye los porcentajes de fila de la Tabla 10.4 (% de
sexo) y los porcentajes de columna de la Tabla 10.5 (% de tabaquismo). El significado
de estas frecuencias porcentuales ya se ha explicado mas arriba.en el apartado Tipos de
Jrecuencias. ‘

El grafico de barras agrupadas que oftece el procedimiento ya se ha presentado y
discutido en la Figura 10.1 (derecha). No se debe olvidar que este grafico, aunque tiene
utilidad descriptiva, pues refleja la frecuencia con la que se da cada combinacién de
categorias, no contiene informacién Util para interpretar la relacion entre las variables;
la relacion, si existe esta reflejada en las distribuciones condicionales, es decir, en los
porcentajes de fila o de columna.
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Tabla 10.7. Tabla de contingencias de sexo por tabaguismo

Tabaquism6»~
Fumadores | Exfumadores | No fumadores Total

Sexo Hombres Recuento 18 7 69 94
% de Sexo 19,1% L 74% 73,4% 100,0%

% de Tabaquismo 30,0% 53,8% 54,3% 47,0%

% del total 9,0% 3,5% 34,5% 47,0%

Mujeres Recuento 42 [ . 58 - 106

% de Sexo 39,6% 57% 54,7% 100'0\%

% de Tabaquismo 70,0% 46,2% 45,7% 53,0%

% del total 21,0% 3,0% 29,0% 53,0%

Total Recuento 60 13 127 200
% de Sexo 300% | 6,5% 63,5% 100,0%

% de Tabaquismo 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%

% del total  ~ V 30,0% 6,5% 63,5% 100,0%

o

La prueba X? de Pearson sobre independencia con SPSS

Este apartado muestra c6mo contrastar la hip6tesis de independencia con la prueba X*
de Pearson y c6mo interpretar una relacién significativa a partir de los residuos tipifi-
cados corregidos. Seguimos trabajando con los datos de la Tabla 10.2 (reproducidos en
el Editor de datos tal como muestra la Figura 10.3). Para obtener el estadistico de Pear-
son:

» Seleccionar opcion Estadisticos descriptivos > Tablas de contingencias d@e{n’{ Anali-
zar para acceder al cuadro de didlogo Tablas de contingencias y trasladar la variable
sexo a la lista Filas y la variable tabaco a la lista Columnas.

> Pulsar el botén Estadisticos para acceder al subcuadro de dialogo Tablas de contin-
gencias: Estadisticos y marcar la opcion Chi-cuadrado. Pulsar el botén Continuar para
volver al cuadro de didlogo principal.

> Pulsar el botén Casillas para acceder al subcuadro de didlogo Tablas de contingen-
cias: casillas y marcar la opcién Tipificados corregidos del apartado Residuos. Pulsar
el boton Continuar para volver al cuadro de didlogo principal.

Aceptando estds elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 10.8
y 10.9. Comencemos con la 10.9. El estadistico de Pearson (chi-cuadrado) aparece en
la primera fila de la tabla. Su valor es 9,945 y tiene asociados 2 grados de libertad (g/).
En la distribucién ¢ con 2 grados de libertad, el valor 9,945 tiene asociada una proba-
bilidad (sig. asintética bilateral) de 0,007 (ésta es la proporcién de 4rea o probabilidad
que queda por encima o a la derecha de 9,945). Dado que esta probabilidad (denomina-
da valor p, nivel critico o nivel de significacion observado) es menor que 0,05, se puede
rechazar la hipotesis de independencia y concluir que las variables sexo y fabaguismo
estan relacionadas. La tabla incluye otros estadisticos a los que, de momento, no presta-
remos atencién.
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La Tabla 10.8 muestra, ademas de la frecuencia observada de cada casilla, el corres-
pondiente residuo tipificado corregido (residuo corregido). Estos residuos son los que
permiten decidir qué porcentajes se alejan de lo esperado para, con ello, poder inter-
pretar el significado de la relacion encontrada (recordemos que estos residuos hay que
compararlos con 1,96 y - 1,96, es decir, con los cuantiles 2,5 y 97,5 de la distribucién
normal tipificada). Los resultados obtenidos permiten afirmar que, entre los hombres
hay menos fumadores (-3,2 <-1,96) y mas no fumadores (2,7 > 1,96) de los que pro-
nostica la hipétesis de independencia, mientras que entre las mujeres hay mas fumado-
ras (3,2 >1,96) y menos no fumadoras (~2,7) de las que pronostica la hipétesis de inde-
pendencia. Por tanto, el porcentaje de fumadores es menor y el de fumadoras mayor que
el esperado; y el porcentaje de no fumadores es mayor y el de no fumadoras menor que
el esperado.

Tabla 10.8. Tabla de contingencias de sexo por tabaquismo con los residuos tipificados corregidos

Tabaquismo
Fumadores | Exfumadores | No fumadores Total
Sexo Hombres Recuento 18 7 69 94
Residuos corregidos -3,2 5 ﬂ@
Mujeres Recuento 42 5} 58 106
Residuos corregidos @‘“ -5 2,7
Total Recuento 60 13 127 200

Tabla 10.9. Estadisticos

Sig. asintética
Valor gl (bilateral)
Chi-cuadrado de Pearson 9,9452 2 ,007
Razén de verosimilitudes 10,184 2 ,006
Asociacion lineal por lineal 9,240 1 ,002
N de casos vélidos 200

3. 0 casillas (0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5.
La frecuencia esperada més pequeria es 6,11.

Apéndice 10

Tablas de contingencias con variables de respuesta miltiple

Ademds de las tablas de frecuencias ya estudiadas en el Apéndice 3, el SPSS permite obtener ta-
blas de contingencias combinando conjuntos de respuestas miltiples con la opcién Respuestas
miltiples > Tablas de contingencias del ment Analizar. Por supuesto, antes de poder obtener tablas
de contingencias es necesario definir los correspondientes conjuntos de respuestas multiples tal
como se ha explicado en el Apéndice 3. En el cuadro de didlogo Tablas de contingencias de repues-
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tas miltiples, la lista de variables del archivo de datos ofrece un listado de todas las variables con
formato numérico; y la lista Conjuntos de respuestas miltiples ofrece un listado de los conjuntos
previamente definidos.

El procedimiento permite obtener tablas de contingencias de dos dimensiones, combinando
dos conjuntos (o variables) y de tres dimensiones, combinando tres conjuntos (o variables). Para
obtener una tabla de contingencias de dos dimensiones: trasladar un conjunto (o variable) a la
lista Filas y un segundo conjunto (o variable) a la lista Columnas. Es posible combinar tanto un
conjunto con otro como un conjunto con una variable individual. También es posible combinar
dos variables individuales, pero para esto es preferible utilizar el procedimiento Tablas de con-
tingencias ya explicado en este mismo capitulo. Para obtener una tabla de contingenéias de tres
dimensiones hay que trasladar un tercer conjunto (o variable) a la lista Capas.

Cuando se traslada una variable individual (no un conjunto) a'cualquiera de las dimensiones
del cuadro de didlogo (filas, columnas, capas), ¢l SPSS coloca detrés de la variable dos signos
de interrogacién entre paréntesis. Esto significa que el procedimiento est4 esperando que se de-
fina, para esa variable, el rango de valores que se desea incluir en la tabla de contingencias. Para
definir el rango de valores: seleccionar la variable cuyo rango se desea definir y pulsar el botén
Definir rangos ¢ introducir, en los-cuadros de texto Minimo y Maximo, los c6digos mas pequefio y
més grande del rango de cédigos que identifican a las categorias que se desea tabular.

Si no se indica otra cosa, el procedimiento ofrece las frecuencias de respuesta conjunta tni-
camente en valor absoluto, no en valor porcentual. Y las frecuencias marginales (en valor absolu-
to y porcentual) las calcula tomando como referencia el mimero de casos (no en el de respuestas).
No obstante, el botén Opciones conduce a un subcuadro de didlogo que permite decidir si se desea
0 no obtener frecuencias porcentuales y si éstas deben basarse en el niimero de casos validos del
archivo o en el niimero de respuestas: -

1. Las opciones del recuadro Porcentajes de casilla permiten decidir qué tipo de porcentajes se
desea obtener: la opcién Fila ofrece el porcentaje que la frecuencia de respuesta de cada casi-
lla representa sobre el total de casos o respuestas de su fila; la opcién Columna ofrece el por-
centaje que la frecuencia de respuesta de cada casilla representa sobre el totat-de casos o
respuestas de su columna; la opcion Total ofrece el porcentaje que la frecuencia de respuesta
de cada casilla representa sobre el total de casos o respuestas de la tabla.

Al combinar dos-conjuntos de respuestas multiples, el SPSS cruza, por defecto, cada
variable del primer corjunto con cada variable del segundo conjunto y suma las respuestas.
Cuando se estan combinando conjuntos de categorias miltiples, 1a opcién Emparejar las varia-
bles entre los conjuntos de respuesta hace que la primera variable del primer conjunto se cruce
con la primera variable del segundo conjunto, la segunda variable del primer conjunto con
la segunda variable del segundo conjunto, etc.; de esta manera, el numero de respuestas con-
tabilizadas es menor que el nimero total de respuestas. Al marcar esta opci6n, los porcen-
tajes de respuesta tinicamente es posible obtenerlos tomando como referencia el mimero de
respuestas (no el nimero de casos); de hecho, al marcar esta opcién se desactiva la opcidén
Casos del recuadro Porcentajes basados en.

2. Las opciones del recuadro Porcentajes basados en permiten elegir el referente sobre el cual
se calculan los porcentajes: si se elige la opci6n Casos, el referente es el nimero de casos
validos; si se elige la opcién Respuestas, el referente es el nimero de respuestas. Debe tener-
se en cuenta que, al trabajar con variables de respuesta miltiple, el nmero de respuestas es
mayor que el niimero de casos. En los conjuntos de dicotomias multiples, el namero de res-
puestas se obtiene a partir del nimero de “unos” (valor contado) de cada dicotomia. En los
conjuntos de categorias multiples, el nimero de respuestas se obtiene a partir del niimero
de respuestas con valor comprendido en el rango establecido al definir el conjunto.
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3. Las opciones del recuadro Valores perdidos permiten controlar el tipo de tratamiento que se
desea dar a los valores perdidos. Es posible excluir del an4lisis los casos con valor perdido
en cualquiera de los conjuntos seleccionados o excluir inicamente los casos con valor per-
dido en cada conjunto analizado. Un caso se considera un valor perdido cuando no punttia
(valor contado igual a cero) en ninguna de las variables del conjunto definido como dicoto-
mias miltiples o cuando no toma un valor comprendido dentro del rango de valores definido
para el conjunto de categorfas miltiples.

Coémo obtener tablas de contingencias

Veamos como obtener tablas de contingencias con conjuntos de respuestas multiples. Para ello,
vamos a utilizar Ja variable sexo (variable individual: 1 =“hombres”, 2 = “mujeres™) y el conjun-
to de dicotomias miltiples trans_d definido en el Apéndice 3 (ver Figura 3.6). Para cruzar estas
dos variables en una tabla de contingencias:

> Seleccionar la opcion Respuestas miltiples > Tablas de contingencias del ment Analizar y tras-
ladar la variable sexo a la lista Filas.

> Manteniendo seleccionada la variable sexo dentro de la lista Filas, pulsar el botén Definir ran-
gos, introducir los cédigos 1 y 2 en los cuadros de texto Minimo y Méximo, y pulsar el bot6n
Continuar para volver al cuadro de didlogo principal.

> Seleccionar el conjunto $trans_d (transporte ptblico, dicotomias) y trasladarlo a la lista Co-
lumnas.

> Pulsar el botén Opciones y marcar las opciones Fila, Columna y Total del recuadro Porcentajes
de casilla. Pulsar el botén Continuar para volver al cuadro de didlogo principal.

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestra la Tabla 10.10. El con-~
tenido de las casillas (recuento) refleja el mimero de respuestas de cada tipo: 6 hombres utilizan
el autobils, 8 mujeres utilizan el metro, etc. Los totales de las columnas (que son los totales que
corresponden al conjunto fransporte piblico) también reflejan el niimero de respuestas: de los
20 encuestados, 10 manifiestan utilizar el autobils, 14 el metro, etc.

Elresto de valores de la tabla estd referido al nimero de encuestados o nimero de casos vé-
lidos (esta circunstancia queda aclarada en una nota a pie de tabla). Asi, los totales marginales
de las filas (los totales marginales de la variable individual género) reflejan el nlimero de hom-
bres y mujeres. Y los porcentajes de las casillas estdn calculados sobre el niimero de casos
vélidos: los 6 hombres que utilizan el metro representan el 60,0% de los 10 hombres encuesta-
dos, el 42,9% de los 14 encuestados que utilizan el metro y el 30,0% de los 20 encuestados de
la muestra.

El total de la tabla indica que la muestra est4 formada por 20 encuestados o casos validos.
Este total coincide con la surna de las frecuencias marginales de las filas (que recogen el niimero
de encuestados), pero no con la suma de las frecuencias marginales de las columnas (que recogen
el ntimero de respuestas).

Marcando la opcién Respuestas en el recuadro Porcentajes basados en del botén Opciones,
todos los valores de la tabla (frecuencias y porcentajes) quedan referidos, no al nimero de en-
cuestados, sino al numero de respuestas (ver Tabla 10.11). Una nota a pie de tabla indica esta
circunstancia cambiando de encuestados (casos validos) a respuestas.

Ahora, los 6 hombres que utilizan el metro representan un 28,6% de las 21 respuestas que
han dado los 10 hombres encuestados, un 42,9% de los 14 encuestados que utilizan el metro y
un 14,3 % de las 42 respuestas que han dado los 20 encuestados de la muestra.
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El total de la tabla indica que los 20 encuestados han dado 42 respuestas. Puesto que ahora

todos los valores estén basados en el niimero de respuestas, este total coincide tanto con la suma
de los totales de las filas como con la suma de los totales de las columnas.

Tabla 10.10. Tabla de contingencias de géneropor transporte publico (porcéntajes basados en casos)

S$trans d A
Autobls Metro Tren Taxi Total

Sexo  Hombres Recuento 6 6 7 2 10

% dentro de sexo 60,0% 60,0% 70,0% 20,0%

% dentro de $trans_d 60,0% 42,9% 53,8%- 40,0%

% del total ~ 30,0% 30,0% 35,0% 10,0% 50,0% ‘

Mujeres Recuento 4 8 61, . 3. 10

% dentro de sexo 40,0% 80,0% 60,0% | 30,0% |

% dentro de $trans_d 40,0% 57,1% 46,2% 60,0%

% det total 20,0% 40,0% 30,0% 15,0% 50,0%
Total Recuento 10 14 13 5 20

% del total : 50,0% 70,0% | 650% | 250% | 100,0%

Los porcentajes y los totales se basan en los encuestados.

Tabla 10.11. Tabla de contingencias de género por transpprfe publico (porcentajes basados en resp.)

$trans d
Autoblis Metro Tren Taxi Total
Sexo  Hombres Recuento ' 6 6 7 2 21
1 % dentro de sexo 28,6% 28,6% 33,3% 9,5%
" 9% dentro de $trans_d 60,0% 42,9% 53,8% 40,0%
% del total 14,3% 14,3% 16,7% 4,8% 50,0%
Mujeres  Recuento : 4 8 6 3| T2
% dentro de sexo T19,0% 38,1% 28,6% 14,3%
% dentro de $trans_d 40,0% 57,1% 46,2% 60,0%
% del total ’ 8,5% 19,0% 14,3% 7,1% 50,0%
Total Recuento - 10 14 13 5 42
% del total 23,8% 33,3% 31,0% 11,9% 100,0%

Los porcentajes y los totales se basan en las respuestas.

Ejercicios

10.1. A continuacién se ofrecen algunos datos extraidos de un trabajo realizado en la Comunidad de
Madrid en el que, entre otras cosas, se ha estudiado la relacién entre la edad (agrupada en tres
categorias) y la causa de la muerte (solamente se consideran algunas causas). Los datos corres-
ponden a una muestra de 2.000 defunciones seleccionadas aleatoriamente entre las registradas
en 2007 en personas de edades comprendidas entre 15 y 70 afios.
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10.2.

Grupos de edad
Causa de la muerte 15-30 afios 31-50 afios 51-70 afios Totales
Accidente 51 93 77 221
Céncer 6 64 483 553
Enfermedad cardiaca 4 54 321 379
Homicidio 13 23 14 50
Suicidio 14 31 37 32
Otra causa 24 167 524 715
Totales 112 432 1456 2.000

a. ;Qué porcentaje de personas mueren de cancer?

¢ Qué porcentaje de personas de la muestra total muere por causa de enfermedad cardiaca
entre los 51 y los 70 afios?

En el grupo de edad de 31 a 50 afios, ;qué porcentaje de personas se suicida?

De las personas que mueren por accidente, ;qué porcentaje tiene entre 15 y 30 afios?
(Puede afirmarse, con o = 0,05, que la edad est4 relacionada con la causa de la muerte?
;Cuél es la intensidad de la relacion?

(Qué causas de muerte predominan en cada grupo de edad?

&

0 Th e An

En varios estudios realizados durante los Gltimos afios se ha llegado a conclusiones contradic-
torias acerca de la relacion existente entre el estado civil y la actitud hacia el aborto. Con inten-
cioén de aportar nueva evidencia empirica sobre esta relacion, se ha encuestado a 500 sujetos v,
tras clasificarlos segtin su estado civil y su actitud hacia el aborto, se han obtenido los siguientes
resultados:

Actitud hacia el aborto

Estado civil A favor En contra
Solteros 130 .20
Casados 50 150
Divorciados/ separados 40 60
Viudos 20 30

a. Calcular los porcentajes de fila de la tabla.

b. (Puede afirmarse, con o = 0,05, que la actitud hacia el aborto esta relacionada con el estado
civil?

¢. Enel caso de que exista relacion, interpretarla.

Se desea averiguar si utilizar o no el transporte puiblico es independiente de la ciudad donde se
vive. Para ello, a una muestra aleatoria de 10 personas de cada ciudad (4 ciudades) se les ha pre-
guntado si utilizan o no el transporte piiblico con regularidad. Las personas que han respondido
afirmativamente en cada ciudad son las siguientes: 2 en Cuenca, 5 en Sevilla, 7 en Barcelona
y 8 en Madrid.

a. (Qué prueba estadistica debe aplicarse?
b. Plantea la hip6tesis nula.

10.4.

10.5.

10.6.
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¢. Siel punto critico correspondiente a un nivel de significacion de o = 0,05 vale 7,81, (qué
valores del estadistico del contraste llevardn a mantener H,?

d. Sielestadistico del contraste toma el valor 8,48, ;qué decision debe tomarse sobre H,y por
qué?

e. ¢Cudl es la conclusién del estudio?

Se ha disefiado un estudio para analizar la posible relacion entre el hébitat y la incidencia de
trastorno depresivo en las personas en paro. Se han seleccionado sujetos pertenecientes a medios
rurales, semi-urbanos y urbanos. De cada medio sé ha seleccionado una muestra aleatoria de 100
sujetos en paro, obteniendo en cada grupo el nimero de depresivos que aparece en la siguiente
tabla:

Habitat
Trastorno depresivo Rural Semi-urbano  Urbano
Si 12 16 32

No 88 84 68

¢Puede afirmarse, con o = 0,01, cjue en la poblacién de desempleados existe relacion entre el
tipo de medio en el que se vive y padecer o no trastorno depresivo?

En un estudio sobre tabaquismo se ha seleccionado una muestra aleatoria de 80 sujetos con
problemas de tipo respiratorio. Por cada uno de cstos sujetos se han seleccionado otros tres sin
problemas respiratorios del misnid sexo, edad y nivel de estudios. Tras esto se ha clasificado a
todos los sujetosicomo fumadores y no fumadores, obteniendo los resultados que muestra la
siguiente tabla:

Problemas respiratorios

Tabaquismo Si - No
Fumadores 52 ' 60
No fumadores 28 T180

a. Puede afirmarse que ser o no fumador esta relacionado con tener o no problemas respi-
ratorios? (o = 0,05).
b. (Puede concluirse que el tabaco produce problemas respiratorios?

Un sociblogo est4 interesado en averiguar si el salario depende del nivel educativo. Para ello,
ha seleccionado una muestra aleatoria de 900 sujetos en los que ha registrado el nivel educativo
(sin estudios, primarios, secundarios, medios y superiores) y el salario anual (hasta 20.000 eu-~
ros, entre 20.000 y 40.000, entre 40.000 y 60.000, entre 60.000 y 80.000, y mas de 80.000).
Tras analizar los datos con la prueba X? de Pearson, toma la decision de rechazar la hip6tesis
nula de independencia (con p = 0,001). En este escenario, ¢cuél de las siguientes afirmaciones
se puede considerar verdadera y cudl falsa?

a. El salario depende del nivel educativo.

b. El salario no depende del nivel educativo.
c. El salario no esté relacionado con ¢l nivel educativo.
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10.7.

10.8.

10.9.
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d. Ha quedado probado de forma inequivoca que el salario est4 relacionado con el nivel
educativo.

e. Noexiste evidencia suficiente para poder afirmar que el salario esta relacionado con el nivel
educativo.

/- Existe un riesgo de 0,001 de que el investigador haya tomado una decisién equivocada.

En un contraste sobre igualdad de proporciones se ha obtenido para el estadistico del contraste
el valor 3. Sabiendo que P (X? < 3) = 0,70 y utilizando un nivel de significacién de 0,05:

a. ;Qué decision debe tomarse sobre H,? ;Por qué?
b. ;A partir de qué nivel de significacién se puede empezar a rechazar H,?

Se seleccionan dos muestras aleatorias de estudiantes de psicologia: una de primer curso y otra
de segundo curso. Se pregunta a los estudiantes si prefieren examen solo tedrico, solo practico
o ambos. Los datos se analizan con la prueba X ? de Pearson. Plantear las correspondientes
hipétesis nula y alternativa tanto en términos estadisticos como de investigacién.

Consideremos que en el estudio del ejercicio anterior se obtiene, para el estadistico del contras-
te, un valor X* = 3,27 tal que P (X2 > 3,27) = 0,0001. Lo razonable serd concluir que:

a. La preferencia por uno u otro tipo de examen depende del curso.

b. La preferencia por uno u otro tipo de examen no es la misma en las dos muestras.

¢. La proporcién de estudiantes que prefiere cada tipo de examen es la misma en los dos
CUursos.

d. La proporcién de estudiantes que prefiere cada tipo de examen no es la misma en los dos
Cursos.

e. Todas las anteriores alternativas son incorrectas.

10.10. La hipétesis nula que puede contrastar la prueba X de Pearson admite varias formulaciones.

Sefialar, entre las siguientes, la(s) correcta(s):

Las dos muestras son homogéneas.

Las J muestras son linealmente independientes.
Los parametros siguen el modelo binomial.

Las J poblaciones tienen la misma distribuci6n.
Las variables X e Y son independientes.

S An R

~ Inferencia con
dos variables cuantitativas

B

Muestras relacionadas \

La forma habitual de obtener dos variables cuantitativas consiste en tomar dos medidas
a los mismos sujetos, va sea midiendo dos variables distintas (p. ¢j., altura y peso; o
calificaciones en lengua y en matemdticas; etc.), ya sea midiendo la misma variable en
dos momentos distintos (p. €j., eLnivel de ansiedad antes y después de un examen; o el
peso antes y después de participar en un programa de adelgazamiento, etc.).

También se tienen dos variables cuantitativas cuando, en lugar de utilizar los mis-
mos sujetos, se utilizan pares de sujetos que comparten alguna caracteristica que pueda
resultar relevante para el andlisis. Por ejemplo, en un estudio sobrs satisfaccion conyu-
gal se puede medir el grado de satisfaccién en los dos miembros de cada pareja; en un
estudio acerca del efecto de la herencia y el ambiente en la inteligencia se puede medir
el cociente intelectual a pares de gemelos; etc. En este tipo de estudios se considera que
los miembros de cada par estén asociados mediante algin vinculo relevante para el
andlisis; aunque cada miembro del par contribuye con su propia puntuacién, cada par
constituye una unidad de anélisis.

Tanto si se utilizan los mismos sujetos como si se utilizan sujetos emparejados, lo
que caracteriza a este tipo de datos es que no son independientes entre si; y no lo son
porque, tanto en el caso de dos puntuaciones pertenecientes al mismo sujeto como en
el de dos puntuaciones pertenecientes a dos sujetos emparejados, el conocimiento de
una de las puntuaciones del par permite saber algo de la otra puntuacion del mismo par:
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los buenos estudiantes tienden a obtener puntuaciones altas tanto en lengua como en
mateméticas; los sujetos muy ansiosos tienden a experimentar un nivel alto en ansie-
dad tanto antes como después de un examen; el nivel de satisfaccion conyugal de los
dos miembros de la misma pareja cabe esperar que sea parecido; el cociente intelec-
tual de un sujeto cabe esperar que se parezca mas al de su gemelo que al de otro sujeto
cualquiera; etc. Puede que una puntuacion no diga mucho de la otra, pero es seguro que
dice algo.

A los disefios que permiten recoger este tipo de informacién (dos puntuaciones a
los mismos sujetos o a dos sujetos emparejados; y lo mismo vale decir de tres o mds
puntuaciones, aunque aqui nos estemos limitando a dos) se les llama disefios con los
mismos sujetos o disefios intrasujeto (en el caso de sujetos emparejados o trios, o cuar-
tetos, etc.— también se habla de disefios de bloques aleatorios con un sujeto por nivel
y blogue). En el contexto del analisis de datos se habla, queriendo significar exactamen-
te lo mismo, de muestras relacionadas o medidas repetidas.

Comparar o relacionar

Al trabajar con dos variables el interés del analisis puede orientarse hacia dos objetivos
bien diferentes: compararlas o relacionarias.

Tratandose de variables cuantitativas, la comparacion se basa en los centros de las
variables; la relacion se basa en la forma de variar las puntuaciones. Pensemos en las
valoraciones que hacen dos entrevistadores de los aspirantes a un puesto de trabajo.
Comparar las valoraciones significa averiguar si los dos entrevistadores tienen el liston
puesto a la misma altura o, por el contrario, uno de ellos es mas duro o exigente que el
otro (uno de ellos puntia sistematicamente maés bajo o més alto que el otro). Relacio-
nar las valoraciones significa averiguar si los entrevistadores, independientemente de
donde tengan colocado el liston, coinciden en las valoraciones que hacen, es decir, coin-
ciden en quién es el mejor candidato, quién es el segundo mejor, etc.

Un aspecto importante a tener en cuenta es que la comparacion unicamente tiene
sentido entre variables que se encuentran en la misma métrica. Las calificaciones obte-
nidas en lengua pueden compararse con las obtenidas en matemaéticas (se estan compa-
rando puntuaciones que se encuentran en una métrica que va de 0 a 10 puntos); el peso
de los sujetos antes de iniciar un programa de adelgazamiento puede compararse con el
peso de esos mismos sujetos después de acabado el programa (se estin comparando kg).
Pero no tiene ningtn sentido comparar el nivel educativo (medido en afios de formacién
académica) con el salario anual (medido en euros); como tampoco tiene sentido compa-
rar la altura de los sujetos (medida en cm) con su peso (medido en kg).

Por el contrario, siempre es posible relacionar dos variables independientemente
de la métrica en la que se encuentren. Relacionar la altura medida en cm con el peso
medido en kg significa averiguar si los sujetos que mas puntiian en altura son también
los que mas puntiian en peso; relacionar el nivel educativo medido en afios de formacion
académica con el salario anual medido en euros significa averiguar si los sujetos con
mayor nivel educativo son también los que tienen mayor salario.
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En este capitulo se presta atencion a ambas cosas: cémo comparar dos variables
cuantitativas y c6mo relacionarlas. Para compararlas estudiaremos la prueba T de Stu-
dent para muestras relacionadas o dependientes; para relacionarlas, el coeficiente de
correlacién de Pearson. Estos dos estadisticos son, quiza,los mas utilizados al analizar
dos variables cuantitativas. Sin embargo, no son los éinicos. En el segundo volumen ten-
dremos ocasidn de estudiar otros estadisticos.

La prueba T de Student para muestras relacionadas

La prueba 7 para muestras relacionadas sirve para contrastar la hipétesis de igualdad
entre dos medias cuando éstas se calculan a partir de observaciones que no son indepen-
dientes entre si. No debemos perder de vista que estamos trabajando con dos variables
cuantitativas y que el objetivo del andlisis es compararlas. Por tanto, la prueba T para
muestras relacionadas sirve para analizar, entre otras cosas, los datos provenient.s de
disefios pre-post o antes-después.

En el contraste sobre una media estidiado en el Capitulo 9 se trabaja con una sola
poblacién y con una sola media. Ahora tenemos dos poblaciones (1] e ¥,) y una mues-
tra aleatoria de » pares de observaciones procedentes de esas poblaciones. En cada ex-
traccién, las dos observaciones seleccionadas no se consideran independientes porque
corresponden al mismo sujeto o a dos sujetos emparejados mediante algin vinculo rele-
vante para el analisis. En este nuevo escenario, puesto que las puntuaciones de cada par
estan relacionadas, pueden transformarse en diferencias:

Y,

D, =Y,-7Y,

i i1~

[11.1]

De esta forma, a cada sujeto o par le corresponde una tnica puntuacién D;. Estas pun-
tuaciones D, valen cero cuando las dos puntuaciones Y del mismo par son iguales, son
negativas cuando la primera puntuacidn del par es menor que la segunda y son positivas
cuando la primera puntuacién del par es mayor que la segunda. En el caso de disefios
antes-después o pre-post, las puntuaciones D, reflejan el cambio (pérdida o ganancia)
entre los dos momentos.

Por tanto, al estudiar dos medias relacionadas puede considerarse que tenemos una
unica poblacién (la de diferencias D,) con media p, y varianza c}). Seleccionando de
esa poblacion una muestra aleatoria de » observaciones y definiendo el estadistico

D = YD, /n (0, lo que es lo mismo, D = 171 - i’—z)' [11.2]
obtenemos una variable aleatoria con valor esperado y varianza (ver Apéndice 6):

ED) = pp [11.3]

V(D) 6123 = c;/n — o5 = ©p /n

It

Por tanto, nos encontramos en una situacion idéntica a la descrita en el Capitulo 9 a
propdsito del contraste sobre una media (prueba T para una muestra). Si la poblacién
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de las diferencias D es normal, entonces la distribucién muestral de D también es
normal con los pardmetros definidos en [11.3]. Consecuentemente,

D-ED) _D-m
S5 Sp [n

Esto significa que podemos utilizar la transformacion Z'y la distribucién normal tipifi-
cada para conocer las probabilidades asociadas a los diferentes valores del estadistico
D. Ahora bien, como la varianza de la poblacién de diferencias es, por lo general, un
valor desconocido, serd necesario estimarlo mediante

5 = Sp = X (0,-D)*/(n-1) [11.5]

Z= N(0,1) [11.4]

Y la transformacion

5-
r- —_t» [11.6]

Sp/y/n

yano se aproxima a la distribucién normal tipificada, sino a la distribucién 7 de Student
con n - | grados de libertad. Tenemos, por tanto, todo lo necesario para disefiar un con-
traste de hipdtesis sobre la diferencia entre dos medias relacionadas. El Cuadro 11.1
resume los pasos de este contraste.

Cuadro 11.1. Resumen del contraste sobre dos medias relacionadas (prueba T de Student para mues-
fras relacionadas o dependlentes)
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4. Dzsmbuczon muestral Tse dls’mbuye segun t con n= l grados de hbertad (t _,)

,’Zona crztzca e : B S
Cla Contraste b11atera1 T<t Y T__ Lys; 1‘_;,2.; TR, ,
b Contraste umlatera] derechO’ T>t 1' 1a b A e

e

c. Contraste umlateral 1zqu1erd0' I <t 1 o e . Lo

6. Regla a'e deczszon se rechaza H0 51 estadlstlco del contraste cae en la zona
: crmca en caso contrarlo se mantlene. [ T et L

7. :szel crztzco (valor p)

i’a Contrastebllateral p 2[P(T> IIT,,|)] 51endo T,, el vanr muestral concreto'
- que toma el estad1st1co T

. :"b Contraste umlateral derechO‘ p P(T > T, W

c. Contraste umlateral 1zqu1erdo = P(T < T,,)

‘Ditllulzs/‘/_—  ~[11-'7‘]‘

8. ,Intervalo de conf anza‘ IC

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras relacionadas

En un estudio disefiado para ptobar el efecto de un tratamiento antidepresivo mixto
(fluoxetina + psicoterapia), se ha utilizado una muestra aleatoria de 14 pacientes con de-
presion. A todos ellos se les ha apliéado la escala de depresion de Hamilton (¥) en dos
momentos: justo antes de iniciar el tratamiento (linea base o pre-test) y tras 12 semanas
de tratamiento (post-test). La Tabla 11.1 muestra los resultados obtenidos en las dos me-
diciones llevadas a cabo. El objetivo del estudio es averiguar si las puntuaciones en la
escala disminuyen tras aplicar el tratamiento (o = 0,05).

Tabla 11.1. Puntuaciones en la escala de depresion de Hamilton

Sujetos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 7,

Y, = Pre-test 24 38 21 14 19 31 34 33 22 16 17 20 18 23 23,57
Y,=Post-test 15 22 21 17 11 6 15 20 8 9 5 19 7 8 13,07

Tenemos dos conjuntos de puntuaciones obtenidas al medir dos veces en los mismos
sujetos (muestras relacionadas) una variable cuantitativa (puntuaciones en la escala
Hamilton). Tenemos, por tanto, dos variables cuantitativas®. Para averiguar si las pun-

! Generalmente ko =0, pues la hipétesis nula que habitualmente interesara contrastar serd Hy: p,= 0. Ademés, como
Hp = By ~Hy, la hipétesis nula que habitualmente interesara contrastar podrd formularse como Hy: By =iy -

? Debe tenerse en cuenta que se tienen dos variables cuantitativas tanto si se miden dos variables distintas como si se
mide la misma variable dos veces (ver, al comienzo de este mismo capitulo, el apartado Muestras relacionadas).

2 En lo relativo a c6mo de grande tiene que ser el tamafio muestral para que el supuesto de normalidad deje deserun
problema, sirve aqui lo ya dicho en el apartado Independencia y normalidad del Capitulo 9.
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tuaciones del post-test han disminuido respecto de las del pre-test, vamos a contrastar
la hipétesis nula de igualdad de medias con la prueba 7' de Student para muestras rela-
cionadas:

1. Hipdtesis: Hy: Mones S Bespuss
H\* Ponies ™ Wespues (COntraste unilateral derecho).

2. Supuestos: asumimos que la muestra de 14 diferencias se han seleccionado aleato-
riamente de una poblacién normal.

3. Estadistico del contraste. Los calculos realizados en la Tabla 11.2 permiten obtener
facilmente los estadisticos que necesitamos:
D = Y.D,/n=147/14=10,5 (también, D =Y, ~ ¥, = 23,57-13,07 =10,5)

Sy = Y (D,-D)}/(n-1) = 757,5/13 = 5827 — S, =4/5827 = 7,63

1

Tabla 11.2. Calculos realizados con los datos de la Tabla 11.1

Sujetos 1 2 3 4 5 - 13 14
Y, = Pre-test 24 38 21 14 19 - 18 23
Y, = Post-test 15 22 21 17 11 - 7 8§  Total
D 9 16 0 -3 g8 -+ 11 15 147
(D - Dy 2,25 3025 110,25 18225 6,25 --- 0,25 2025 7575

_Dom_ 105-0 _ 105 _

Sy,/yn  763//14 2,04

4. Distribucion muestral: T se distribuye segun # con #n — 1 = 14 - 1 = 13 grados de

libertad.

5. Zonacritica: T ti5,0e5 = 1,771.

6. Decisién: como 5,15 > 1,771, se rechaza H,. Por tanto, puede concluirse que la
media del post-test es menor que la del pre-test.

Nivel critico: p=P(T>5,15)<0,001.
Intervalo de confianza (con SD, /y/n =2,04; denominador del estadistico T):
IC, = D%t 1\ o Sp/yn =105% 1, (5,0(2,04) =

= 10,5 £2,16(2,04) = 10,5 + 4,41 = (6,09; 14,91).

Por tanto, estimamos, con una confianza del 95 %, que la diferencia entre las medias
poblacionales del pre-test y del post-test en la escala Hamilton se encuentra entre
6,09 y 14,91 puntos.
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La prueba T de Student para muestras relacionadas con SPSS

La prueba T para muestras relacionadas estd disponible en la opcién Comparar medias
> Prueba T para muestras relacionadas del menti Analizar. La lista de variables del cuadro
de didlogo principal tnicamente muestra las variables con formato numeérico (no es
posible utilizar variables con formato de cadena). '

Para llevar a cabo un contraste con las especificaciones que el procedimiento tiene
establecidas por defecto basta con trasladar las dos variables cuyas medias se desea
comparar a la lista Variables relacionadas. Las variables deben trasladarse a esta lista por
pares. El procedimiento genera una prueba 7 por cada par seleccionado.

Las opciones del procedimiento permiten controlar el nivel de confianza con el que
se desea trabajar y el tratamiento que se desea dar a los valores perdidos. La opcién
Intervalo de confianza: k % permite establecer, en escala porcentual, el nivel de confianza
(1- &) con el que se desea construir el intervalo de confianza para la diferencia entre las
medias. El valor de & es, por defecto, 95, pero puede introducirse cualquier otro valor
comprendido entre 0,01 y 99,99.

En las opciones del recuadro Valores perdidos se puede elegir entre dos formas dis-
tintas de tratar los casos con valores perdidos: (1) la opcién Excluir casos segiin anélisis
excluye de cada contraste (de cada prueba 7°) los casos con valor perdido en cualquiera
de las dos variables que estan siendo contrastadas; (2) la opcién Excluir casos segiin lista
excluye de todos los contrastes (de todas las pruebas 7 solicitadas) los casos con algin
valor perdido en cualquiera de las variables seleccionadas en la lista Variables relacio-
nadas. ‘ ’

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras relacionadas con SPSS

Este ejemplo muestra cémo contrastar hipétesis sobre dos medias utilizando el proce-
dimiento Prueba T para muestras relacionadas con los datos ya analizados en el ejemplo
anterior. Hemos reproducido los datos de la Tabla 11.1 creando dos variables a las que
hemos llamado antes y después, con etiquetas 1 = “Pre-test” y 2 = “Post-test” (los datos
se encuentran en el archivo Tabla 11.1 hamilton pre-post, en la pagina web del manual).
Para contrastar la hipétesis de igualdad de medias:

> Seleccionar la opcién Comparar medias > Prueba T para muestras relacionadas del me-
nu Analizar para acceder al cuadro de didlogo Prueba T para muestras relacionadas
y trasladar las variables antes y después a la lista Variables relacionadas.

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 11.3
y 11.4. La Tabla 11.3 informa, para cada variable, de la media, del numero de casos
validos, de la desviacién tipica insesgada y del error tipico de la media (la desviacion
tipica dividida por la raiz cuadrada del nimero de casos). La Tabla 11.4 comienza ofre-
ciendo tres estadisticos referidos a las diferencias entre cada par de puntuaciones: la
media, la desviacion tipica y el error tipico de 1a media. La siguiente columna contiene
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el intervalo de confianza para la diferencia entre las medias: puede estimarse, con una
confianza del 95%, que la diferencia media entre el pre-test y el post-test se encuen-
tra entre 6,09 y 14,91 puntos. Las tres Gltimas columnas informan sobre el valor del
estadistico ¢, sus grados de libertad (g/) y el nivel critico bilateral (sig. bilateral; el uni-
lateral se obtiene dividiendo el bilateral entre 2). Puesto que el valor del nivel critico
es muy pequefio (menor que 0,0005), rechazamos la hip6tesis de igualdad de medias
y concluimos que la media del post-test es menor que la media del pre-test.

Tabla 11.3. Estadisticos descriptivos del procedimiento Prueba T para muestras relacionadas

Media N Desviacién tip. | Error tip. de la media
Pre-test 23,57 14 748 2,00
Post-test 13,07 14 6,03 1,61

Tabla 11.4. Resumen del procedimiento Prueba T para muestras relacionadas

Diferencias relacionadas

95% Intervalo de confianza
para la diferencia

Desv. | Errortip. de Sig.
Media tip. la media Inferior Superior t gl (bilateral)
Pre-test - Post-test 10,50 7863 2,04 6,09 14,91 5,15 13 000

La Figura 11.1 muestra los diagramas de caja correspondientes a las variables pre-test
y post-test y a la diferencia entre ambas®. El centro (mediana) de las puntuaciones del
post-test es menor que el de las puntuaciones del pre-test. La dispersién es parecida,
aunque ligeramente mayor en el pre-test. Y en ninguna de las dos variables ni en la dife-
rencia entre ambas se observan indicios de asimetria ni casos atipicos o extremos.

Figura 11.1. Diagramas de caja. Puntuaciones pre y post en la escala Hamilton

40~ 30~
30 20
20~ 10+
10 0~
8- 40
— T T T
Hamilton pre-test Hamilton post-test Diferencia pre - post
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Relacion lineal

Al principio de este capitulo hemos sefialado que el andlisis de dos variables cuantita-
tivas puede orientarse hacia dos objetivos bien-diferentes: compararlas o relacionar-
las. Ya hemios visto cémo compararias con la prueba 7; ahora nos centraremos en c6mo
relacionarlas.

Suele decirse que cuanto mayor es el nivel educativo, mayor es el nivel de renta;
que los sujetos més frustrados son también mds agresivos; que las dietas alimenticias
ricas en grasas suelen ir acompaiiadas de niveles altos de colesterol en sangre; que los
sujetos muestran mas interés por una tarea cuanto mayor es la recompensa que reciben;
que el nivel de ansiedad tiene que ver con el rendimiento en una tarea; que al aumen-
tar el consumo de alcohol aumenta la cantidad de problemas perceptivos; etc. En todos
estos ejemplos se estd hablando de relacidn entre dos variables cuantitativas.

En el lenguaje comun, el concepto de relacion tiene un significado algo vago: esto
tiene que ver con aquello (correspondencia o vinculo entre dos cosas). En estadistica tie-
ne un significado mas concreto. Al estudiar dos variables categdricas ya hemos hablado
de relacién (Ja hemos Hamado también asociacién) para referirnos a la diferencia entre -
las distribuciones condicionales: si la proporcién de fumadores difiere de la proporcion
de fumadoras, entonces la variable sexo est4 relacionada (asociada) con la variable taba-
quismo. Algo parecido ocurre al analizar una variable categérica y una cuantitativa (ver
siguiente capitulo): si los hombres y las mujeres difieren en altura, entonces la variable
sexo esta relacionada con la variable altura.

Al estudiar dos variables cuantitativas la situacion es algo més compleja que cuando
ambas son categéricas 0 una es categérica y la otra cuantitativa. Con dos variables cuan-
titativas es posible hablar de varjos tipos de relacién: lineal, cuadrética, etc. Para enten-
der esto, quiza la estrategia-mas apropiada sea comenzar representando graficamente
ambas variables mediante un diagrama de dispersion.

Diagramas de dispersion

Un diagrama de dispersién es la forma mas directa e intuitiva de formarse una primera
impresion sobre el tipo de relacién existente entre dos variables cuantitativas medidas
en los mismos sujetos (o en sujetos emparejados; ver, al comienzo del capitulo, el apar-
tado Muestras relacionadas).

El diagrama tiene forma de una nube de puntos dispuesta sobre el plano definido
por dos ejes cartesianos: en el eje de abscisas (horizontal) se coloca una de las variables
(X), en el eje de ordenadas (vertical) se coloca la otra variable (Y), y cada par de pun-
tuaciones (X, ¥;), es decir, cada sujeto, se representa con un punto.

La Figura 11.2' muestra como se construye el diagrama de dispersién correspon-
diente a las variables pre-test y post-test de la Tabla 11.1. Se ha destacado en el diagra-
ma la posicién que ocupa el sujeto n° 5 de la tabla, el cual corresponde al punto en el
que se cruza la prolongacién vertical de su valor en la medida pre-test (19) con la pro-

* Estos diagramas se han obtenido con la opci6n Diagramas de caja > Simple (Resiimenes para distintas variables) del me- .. A .
nt Graficos. longacion horizontal de su valor en la medida post-test (11).
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Figura 11.2. Diagrama de dispersion correspondiente a los datos de la Tabla 11.1
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Hamiiton pre-test

La forma de la nube de puntos informa sobre el tipo de relacion existente. Los diagra-
mas de la Figura 11.3 muestran diferentes tipos de relacion. El diagrama a muestra una
nube de puntos concentrada en torno a una linea recta ascendente. Es un ejemplo tipico
de relacion lineal. También hay relacién lineal cuando se da la pauta de variacion que
muestra el diagrama b: los puntos siguen agrupados en torno a una linea recta ascen-
dente, aunque de forma menos evidente que en el primer diagrama. Y también hay rela-
cién lineal cuando, como en el diagrama c, los puntos se agrupan en tormo a una linea
recta descendente.

El diagrama d es un ejemplo de ausencia de relacion: los puntos estdn dispersos por
todo el diagrama sin mostrar ninguna pauta de variacioén reconocible. En el diagrama

Figura 11.3. Diagramas de dispersion representando diferentes tipos de relacion: (a) lineal positiva,
(b) lineal positiva, (c) lineal negativa, (d) no relacion o independencia, (e) curvilinea y (f) clbica

a b [
v v . . -
.0 ; . * _ . ..'
d e f
| ' x. . - X : | X.
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€ se observa una pauta de variacién claramente no lineal: los puntos estén agrupados en
torno a una curva que comienza ascendiendo y termina descendiendo; a esta pauta de
variacién conjunta se le llama cuadrdtica. Y también en el diagrama f'se da una pauta
no lineal: los puntos estan agrupados en torno-a una linea que comienza ascendiendo,
a continuacién desciende y termina volviendo a ascender; a esta pauta de variacion se
le llama cilbica. Aunque puede resultar interesante estudiar cualquier tipo de relacion’,
la lineal es, sin duda, la més estudiada en estadistica (quiz4 porque es la m4s facil de
interpretar y la que con mayor frecuencia encontramos en el mundo real) y la que va
a acaparar nuestra atencién aqui.

Los diagramas de dispersién de la Figura 11.4 reproducen algunos de los diagramas
de la Figura 11.3, pero con informacién adicional: incluyen lineas que parten del cen-
tro de cada variable (para separar las puntuaciones bajas'y altas)y circulos pararesaltar
los cuadrantes en los que se da la mayor concentracién de casos. En el diagrama a, las
puntuaciones bajas en X tienden a ir acompafiadas de puntuaciones bajas en 7, y las
puntuaciones altas en X tienden a ir acompafiadas de puntuaciones altas en Y (cuadran-

Figura 11.4. Diagramas de dispersion representando diferentes tipos de relacion: (a) lineal positiva,
(b) lineal negativa, (c) no relacién o independencia y (d) cuadratica o curvilinea

a

X< X X< X

5 Por ejemplo, una ley muy conocida en psicologia, llamada ley de Yerkes-Dodson, afirma que la relacion entre
ansiedad y rendimiento es cuadratica (con forma de U invertida, como la del diagrama e de la Figura 11.3). Esto
significa que los niveles bajos y altos de ansiedad tienden a ir acompaiiados de niveles bajos de rendimiento, mientras
que los niveles de ansiedad intermedios tienden a ir acompafiados de niveles altos de rendimiento.
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tes “altas-altas” y “bajas-bajas™); cuando se da esta pauta de variacion decimos que
existe relacién lineal positiva o directa (esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la altu-
ra y el peso, o la inteligencia y el rendimiento).

En el diagrama b, las puntuaciones bajas en X tienden a ir acompafiadas de pun-
tuaciones altas en Y, y las puntuaciones altas en X tienden a ir acompaiiadas de puntua-
ciones bajas en Y (cuadrantes “bajas-altas” y “altas-bajas™); cuando se da esta pauta de
variacién decimos que existe relacion lineal negativa o inversa (esto es lo que ocurre,
por ejemplo, con la fatiga y el rendimiento, o con la velocidad de ejecucion de una tarea
y el nimero de errores).

Cuando no existe relacion lineal, bien porque no existe ningiin tipo de relacién, co-
mo en el diagrama ¢ (altura e inteligencia, por ejemplo), bien porque la relacion subya-
cente no es de tipo lineal, como en el diagrama d (ansiedad y rendimiento, por ejemplo),
tanto las puntuaciones bajas en X como las altas aparecen acompafiadas, indistintamente,
de puntuaciones bajas y altas en Y.

Parece claro, por tanto, que un diagrama de dispersion puede ayudar a formarse una
idea bastante acertada sobre el tipo de relacion existente entre dos variables cuantita-
tivas. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que, cuando se estudia la relacion entre dos
variables, el interés del analisis no estd (inicamente en determinar si existe o no relacién
lineal, sino en conseguir cuantificar el grado o intensidad de la relacién.

Los diagramas a y b de la Figura 11.3 reflejan, ambos, una relacion de tipo lineal;
pero el primero de ellos refleja una relacion mas fuerte o intensa que el segundo: cuanto
mas concentrada estd la nube de puntos en torno a una linea recta, més fuerte o intensa
es la relacién lineal. No obstante, un diagrama de dispersion, por si solo, no contiene
informacion suficiente para poder cuantificar la intensidad de una relacién de forma
precisa. Entre una nube de puntos dispersa por todo el diagrama (reflejando ausencia
completa de cualquier tipo de relacidn) y una nube de puntos concentrada en una linea
recta (reflejando méximo grado de relacién lineal) existen tantas y tan diversas posibles
pautas de variacién que hacen bastante dificil poder utilizar los diagramas de dispersién
como herramientas ttiles para cuantificar una relacion lineal.

Los diagramas de dispersion de la Figura 11.5 pueden ayudar a entender esto. Co-
rresponden a datos reales de 109 paises. El primer diagrama muestra la relacién entre
el porcentaje de personas alfabetizadas y \a tasa de natalidad (nimero de nacimientos
por cada 1.000 habitantes). La nube de puntos (cada punto es un pais) refleja claramen-
te una relacion lineal negativa. Pero, ;como de intensa es esa relacién?, ;a medio ca-
mino entre la ausencia de relacion y la relacion perfecta?, ;mas cerca de la ausencia de
relacién?, ;més cerca de la relacion perfecta? La respuesta a estas preguntas no es nada
facil a partir de la simple inspeccién del diagrama. El segundo diagrama refleja una si-
tuacién atn més compleja. Representa la relacion entre el producto interior bruto y la
tasa de natalidad. 1.a nube de puntos delata una relacién mds bien curvilinea o cua-
dratica, por lo que, a simple vista, no parece que la relacion sea de tipo lineal. Sin em-
bargo, lo cierto es que la relacién lineal subyacente® es mayor que muchas de las que
suelen informarse en las ciencias sociales y de la salud como significativas y relevantes.

¢ Bl coeficiente de correlacién de Pearson (ver siguiente apartado) entre las variables del primer diagrama vale ~0,87;
entre las variables del segundo diagrama vale -0,65.

Capitulo 11. Inferencia con dos variables cuantitativas 311

Figura 11.5. Diagramas de dispersion representando diferente grado de relacion fineal
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Estas consideraciones sugieren que, para poder cuantificar el grado o intensidad de una
relacién lineal, es necesario disponer de algiin indice numérico capaz de informar de la
intensidad de la relacion con mayor precision de lo que permite hacerlo la simple ins-
peccién de un diagrama de dispersion. Estos indices numéricos existen. Se Ilaman coe-
ficientes de correlacion. Y el méas conocido y utilizado de todos ellos es el coeficiente
de correlacién de Pearson. Veamos coémo llegar a él.

Cuantificacion de la intensidad de |a relacion: la covarianza

Del mismo modo que el centro de uria variable, o su dispersion, pueden calcularse utili-
zando diferentes criterios (ver Capitulo 4), para cuantificar el grado de relacién lineal
entre dos variables también pueden seguirse distintas estrategias.

Una muy sencilla consiste en calcular en el diagrama de dispersién la proporcién
de puntos ubicados dentro de los cuadrantes que reflejan relacion lineal. Asi, en el dia-
grama a de la Figura 11.4, de los 20 puntos representados, 17 se encuentran dentro de
los cuadrantes que reflejan relacion lineal positiva (los cuadrantes marcados con circu-
los). Estos 17 puntos representan una proporcion de 17/20 = 0,85. Haciendo lo mismo
con los puntos del diagrama c se obtiene una proporcion de 10/20 = 0,50. Por tanto, con
esta estrategia’ se obtienen valores (proporciones) que oscilan entre 0,50 (ausencia de
relacién) y 1 (méxima relacion). El problema de esta estrategia es que puede ofrecer el
valor mé&ximo cuando larelacién no es perfecta (ver los diagramas XYy XZ de la Figura
11.7) y el valor minimo sin que la relacion lineal sea completamente nula. Lo cual su-
giere que una correcta cuantificacion de la intensidad de larelacién debe tener en cuen-
ta, adema4s del cuadrante en el que se encuentran los puntos, la ubicacién concreta de
los mismos dentro del cuadrante.

Esto puede conseguirse facilmente utilizando las puntuaciones diferenciales. Con-
sideremos los datos de la Tabla 11.5 referidos a las calificaciones de 8 sujetos en lengua

7 Aplicando esta estrategia a los diagramas de dispersién de la Figura 11.5 se obtiene una proporcion de 0,89 en el
primero y de 0,73 en el segundo.
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(L) y matemdticas (M). La tabla muestra las puntuaciones directas (L y M), las diferen-
ciales (/ y m) y las medias de ambas variables (6 y 5, respectivamente). Recordemos que
las puntuaciones diferenciales representan las distancias a la media:

I=L-L, m=M-M, [11.8]

Por tanto, una puntuacién diferencial positiva indica que la correspondiente puntua-
ci6n directa es mayor que la media; y una puntuacion diferencial rnegativa indica que
la correspondiente puntuacion directa es menor que la media. En el diagrama de disper-
sién de la Figura 11.6 estan representados los pares de puntuaciones en lengua y mate-
mdticas de la Tabla 11.5 (se han trazado los ejes centrales tomando como referencia la
media de cada variable y se han numerado en las esquinas los cuadrantes resultantes

" para poder identificarlos facilmente). Los puntos correspondientes a los dos sujetos con
puntuaciones diferenciales positivas en ambas variables (sujetos 5 y 8) estdn ubicados
en el cuadrante 2. Los puntos correspondientes a los dos sujetos con puntuaciones dife-
renciales negativas en ambas variables (sujetos 2 y 3) estan ubicados en el cuadrante 3.
Los puntos correspondientes a los dos sujetos con puntuaciones diferenciales positivas
en lengua y negativas en matemadticas (sujetos 6 y 7) estan ubicados en el cuadrante 4.
Y los puntos correspondientes a los dos sujetos con puntuaciones diferenciales negati-
vas en lengua y positivas en matemdticas (Sujetos 1 y 4) estan ubicados en el cuadran-
te 1.

Lo interesante de esta estrategia es que las puntuaciones diferenciales, ademas de
servir para identificar de forma precisa el cuadrante en el que se encuentra cada punto
del diagrama, también sirven para indicar la distancia exacta entre cada punto y cada
uno de los dos ejes centrales. Por ejemplo, el punto correspondiente al primer sujeto se
encuentra mas alejado del eje vertical (media en lengua) de lo que lo esté el cuarto su-
jeto. Y el quinto sujeto se encuentra més alejado del eje vertical de lo que se encuentra
el sexto sujeto. Por tanto, las puntuaciones diferenciales contienen toda la informacién
necesaria para poder cuantificar el grado. de relacién lineal subyacente en un diagrama

Tabla 11.5. Variables Ly M Figura 11.6. Diagrama de dispersién de Ly M

M
Suyjetos L M I m lj L"’_
7 - ®
1 3 6 -3 1
2 4 4 -2 -1 64 @ @
3 5 3 -1 -2 5
4 5 6 -1 1
5 7 7 1 2 4 @ ® @
6 7 4 1 -1 3 - ®
7 8 4 2 -1 3] 4
8, 9 6 31 3 4 5 5 7 8 o L
Medias 6 5
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de dispersion: no solo permiten identificar el cuadrante en el que se encuentra cada pun-
to del diagrama, sino que indican con precision la ubicacién relativa de cada punto den-
tro su propio cuadrante. )

Lo unico que nos falta es acertar a operar con las puntuaciones diferenciales para
que la combinacion resultante pueda expresar el grado de relaciéon. Y a Karl Pearson
(1896) se le ocurrié que esto podia conseguirse simplemente multiplicando las puntua-
ciones diferenciales de cada par (de cada sujeto): el grado de relacién lineal entre dos
variables cuantitativas es tanto mayor cuanto mayor es la suma de esos productos.

Para entender la propuesta de Pearson, consideremos los diagramas de dispersion
que muestra la Figura 11.7. El diagrama XY revela una relacién perfectamente lineal:
los puntos estén, todos ellos, sobre una linea recta (no podia ser de otra manera pues las
variables X e Y son idénticas). El diagrama XZ sigue revelando una relacién claramente
lineal (esta vez negativa), pero menos intensa que la anterior: todos los puntos estan ubi-
cados en los cuadrantes “bajas-altas” y “altas-bajas”, pero ahora no estan concentrados
en una linea recta. El diagrama XV sigue revelando cierto grado de relacion lineal, pero

- menos intensa ain que la anterior: aunque la mayoria de los puntos estén ubicados en

los cuadrantes “altas-altas” y “bajas-bajas”, hay algunos puntos que se salen de esos
cuadrantes. En el diagrama X% no hay forma de adivinar una relacién lineal ni de nin-
gln otro tipo: los puntos se encuentran dispersos por todo el diagrama, ocupando todos
los cuadrantes.

Figura 11.7. Diagramas de dispersi()h correspondientes a las variables de la Tabla 11.6.
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En consecuencia, atendiendo al grado o intensidad de la relacion lineal que refleja la
disposicién de la nube de puntos en estos cuatro diagramas, podemos afirmar que la
relacién es mas intensa en XY que en XZ, més intensa en XZ que en XV, y mds intensa
en XV que en XW (XY > XZ > XV > XW).

Los diagramas de la Figura 11.7 se han elaborado a partir de los datos de la Tabla
11.6. La tabla muestra los datos de 8 sujetos en 5 variables (X, Y, Z, ¥V'y W). Contiene
las puntuaciones directas (en mayusculas), las diferenciales (en minusculas) y el
producto de las puntuaciones diferenciales de X con las puntuaciones diferenciales de
las demés variables. La razén de presentar estos datos es que permiten constatar de
forma clara y sencilla que la suma de los productos de las puntuaciones diferenciales (la
suma de las cuatro ltimas columnas de la tabla) reflejan el grado de relacién existente
entre las variables. El valor absoluto de esta suma es méximo cuando la relacién es
perfectamente lineal y minimo cuando no existe relacion lineal. En los datos de la tabla,
es maxima (vale 60) cuando la relacion es perfecta (diagrama XY de la Figura 11.7);
disminuye (vale 50) cuando disminuye el grado de relacién lineal (diagrama XZ; el
signo negativo de la suma indica que la relaci6n es negativa); disminuye todavia mas
(vale 30) cuando sigue disminuyendo el grado de relacién lineal (diagrama X7); y vale
cero® (o aproximadamente cero) cuando no existe relacién lineal (diagrama Xw).

Loégicamente, esto no podia ser de otra manera pues, cuando la relacion es lineal po-
sitiva (como entre X e Yen la Figura 11.7 y en Tabla 11.6), predominan los pares cu-
vas puntuaciones diferenciales son ambas positivas o ambas negativas; y la suma de los
productos de las puntuaciones diferenciales (columna xy) es la suma de puntuaciones
positivas. Cuando la relacion es lineal negativa (como entre XZ en la Figura 11.7 y en
Tabla 11.6), predominan los pares en los que cada puntuacion diferencial es de un signo

Tabla 11.6. Puntuaciones directas (en maytsculas) y diferenciales (en mindsculas) de 5 variables (X,
Y, Z, Vy W) medidas en 8 sujetos, y productos entre las puntuaciones diferenciales de Xy las demas

Sujetos X Y Z V W x Ty z Y w Xy  xz xv xw
1 1 1 6 3 3 -4 -4 1 -2 -2 16 -4 8 8
2 2 2 9 1 8 -3 -3 4 -4 3 9 -12 12 -9
3 3 3 7 7 6 -2 =2 2 2 4 -4 -4 -2
4 4 4 8 4 1 -1 -1 3 -1 -4 1 -3 1 4
5 6 6 4 8 7 1 1 -1 3 2 1 -1 3 2
6 7 7 2 2 4 2 2 -3 -3 -1 4 -6 -6 -2
7 g8 8 1 9 9 3 3 -4 4 4 9 -12 12 12
8 9 9 3 6 2 4 4 -2 1 -3 16 -8 4 -12
Sumas 60 -50 30 1
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distinto; y la suma de los productos de las puntuaciones diferenciales (columna xz) es
la suma de puntuaciones negativas. Y cuando no existe relacion lineal (como entre X
en la Figura 11.7 y en Tabla 11.6), hay tantos pares en los que las puntuaciones dife-
renciales son ambas positivas o ambas negativas (pares en los que los productos son po-
sitivos) como pares en los que cada puntuacion diferencial tiene un signo distinto (pares
en los que los productos son negativos); y la suma de los productos de las puntuaciones
diferenciales (columna xw) es la suma de puntuaciones positivas y negativas que tienden
a anularse y sumar cero.

Ahorabien, el valor de una suma no depende tmicamente del valor de las puntuacio-
nes que se suman. No es lo mismo sumar ocho puntuaciones, como en el ejemplo, que
cien, o mil. Por tanto, la suma de los productos de las puntuaciones diferenciales no solo
depende del grado de relacion lineal subyacente, sino también del niimero de puntua-
ciones sumadas. Pues bien, dividiendo esa suma entre el nimero de puntuaciones suma-
das (no olvidar que, aqui, el ndmero de puntuaciones se refiere al nimero de pares de
puntuaciones; es deeir, al nimero de productos sumados) se obtiene un estadistico muy
Gtil y utilizado en estadistica que recibe el nombre de covarianza®'’:

inyi
H

e [11.9]

Covyy = Sy =

Aplicando la ecuacion [11.9] a los datos de la Tabla 11.5 (solamente hace falta utilizar
el mimero de casos y las sumas de las cuatro tltimas columnas) se obtienen los siguien-
tes valores: ' oo \

60 -50 .
Sy= 2 = 857, Spy= 20 = 7,14,
g Zo
30 1
Sw=7 =429, Sp= =014

Segtn se ha sefialado ya, el valor absoluto de la covarianza es tanto mayor cuanto mayor
es el grado de relacion lineal. Y el signo de la covarianza refleja el sentido positivo o
negativo de-la relacién. Sin embargo; como medida de la intensidad de una relacién
lineal, la covarianza adolece de un defecto importante: aunque su valor minimo es cero,
su valor méaximo depende del grado de dispersion de las variables.

{Qué significado tiene una covarianza Sy, = 8,57 0 Sy, = 4,297 Puesto que 8,57 es
el doble que 4,29 podriamos pensar que quizé la relacién entre X e ¥ sea el doble de in-
tensa que la relacién entre X'y V. Pero, al calcular la covarianza en una muestra concreta

? Se divide entre 7 -1 y no entre n por la misma razén que la varianza insesgada (1a que siempre utilizamos por de-
fecto) también se divide por # ~1 (ver, en el Capitulo 7, el apartado Estimacion puntual). El SPSS también calcula
la covarianza dividiendo porn -1.

10 Es evidente el paralelismo existente entre la covarianza y la varianza: si la covarianza entre X e Y se calcula sus-
tituyendo todas las puntuaciones en Y por las puntuaciones en X, se obtiene la varianza de X; si la covarianza entre
Xe Y se calcula sustituyendo todas las puntuaciones en X por las puntuaciones en Y, se obtiene la varianza de Y.

Sino existe relacion lineal, la covarianza vale cero. Pero lo contrario no se sostiene. Una covarianza de cero no
implica necesariamente ausencia de relacién lineal; (inicamente implica ausencia de relacién lineal entendida tal como
la mide la covarianza.
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de pares de puntuaciones, ;c6mo saber si la intensidad de la relacién es baja, media o
alta? Por ejemplo, al multiplicar por 2 los valores de Yen la Tabla 11.5, larelacion entre
Xe Yno se altera (es facil comprobar que la nube de puntos del correspondiente diagra-
ma de dispersion sigue estando sobre una linea recta); sin embargo, ese cambio en los
valores de Y, que implica un cambio en su dispersion, hace que el valor de la covarianza
se duplique (pasa de valer 8,57 a valer 17,14). ; Significa este incremento en la covarian-
za que ha aumentado el grado de relacién entre X'e ¥? Obviamente no, pues la relacién
ya era perfecta y no se ha alterado.

Que el valor minimo de la covarianza sea cero es bueno, pues eso permite saber qué
valor podemos esperar encontrar cuando no hay relacién lineal. Pero que su valor maxi-
mo dependa del grado de dispersion de las variables es un problema porque eso dificulta
su interpretacion. No obstante, sabemos que el valor méximo de la covarianza entre dos
variables es el producto de las desviaciones tipicas de esas dos variables. Por tanto, el
valor méximo que puede tomar la covarianza en cada situacién concreta depende de las
variables estudiadas y de la muestra utilizada. Esto, no solo impide poder comparar co-
varianzas calculadas en distintas muestras o con distintas variables, sino que, ademas,
complica su interpretacion al tener que estar recurriendo permanentemente a maximos
que dependen de cada situacion concreta.

El coeficiente de correlacion de Pearson: R,,

La solucién al problema de cémo interpretar la covarianza y cémo comparar covarianzas
obtenidas en muestras o variables con distinta dispersion pasa por relativizarla toman-
do como referente su valor maximo. Se obtiene asi un estadistico (propuesto, también,
por Karl Pearson, aunque parece que la idea fue de Galton) llamado coeficiente de co-
rrelacion de Pearson (o coeficiente de correlacién momento-producto):

N
R, = X : [11.10]

Esta ecuacién permite interpretar Ry, antes que nada, como el grado en que la covarian-
za alcanza su maximo. Y es equivalente a calcular la covarianza, no a partir de las pun-
tuaciones diferenciales (las cuales reflejan la dispersion original de las puntuaciones
directas), sino a partir de las puntuaciones tipicas o puntuaciones Z (cuya dispersion es
siempre la misma independientemente de cudl sea la dispersion de las puntuaciones di-
rectas''). Se obtiene de esta manera una especie de tipificacion de la covarianza que
ofrece idéntico resultado al de la ecuacién [11.10]:
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A partir de estas dos formulaciones del coeficiente de correlacion de Pearson' es facil
deducir sus principales propiedades: :

- Dado que se basa en la covarianza, la magnitud de R,y (en valor absoluto) mide el
grado de relacion lineal (no de otro tipo).

- Como el denominador de [11.10] siempre es positivo, el signo de R,y es el mismo
que el de la covarianza: toma un valor positivo cuando existe relacién lineal posi-
tiva, un valor negativo cuando existe relacion lineal negativa y un valor préximo
a cero cuando no existe relacion lineal.

- Puesto que se trata de la covarianza dividida entre su méaximo, su valor oscila entre
-1y 1.Los valores =1 y 1 indican que la relacién lineal entre las variables'es per-
fecta.

- Al estar basado en las puntuaciones tipicas (ver ecuacion [11.11]), el valor de Ry,
no se altera si los datos se transforman linealmente (por ejemplo, sumandoles y/o
multiplicindoles una constante'). -

Veamos como obtener el coeficiente de correlacién de Pearson con los datos de la Tabla
11.6. Las covarianzas entre X'y las demés variables las conocemos porque ya las hemos
calculado al presentar la férmula de la covarianza: Sy, = 8,57, Sxz= =7,14, Sy = 4,29
y Sy = 0,14. Y las desviaciones tipicas de las cinco variables son iguales porque en
todos los casos se trata de puntuaciones de 1 a 9 en las que falta el 5. Basta, por tanto,
con calcular la varianza de, por ejemplo, X. Ahora bien, como las variables X e Y son
iguales, la varianza de X serd idéntica a la covarianza entre X e Y. Por tanto,

inz inyi T

S = L - L - -857 - Sy =+/8,57 =2928

Aplicando ahora la ec_uacfi'én [11.10] obtenemos

8,57 -7,14
Pt = e B = _0’83,
Ror 2,928 x2,928 1 Rz 2,928 x2,928
429 ‘ 0,14
= = = —=2—"____ = 0,016.
Ryv 2,928 x2,928 050, Row 2,928 x2,928

12 para realizar c4lculos a mano puede resultar mas cémodo aplicar esta otra formulacién de Ry; 2 la que se llega
partiendo de la ecuacién [11.10] aplicando unas sencillas transformaciones:

R - nY XY -3 XYY, [01.12]
XY
X - X [r V- r)

13 puesto que las trasformaciones lineales de las puntuaciones directas de una variable no alteran el valor de sus
correspondientes puntuaciones tipicas, la ecuacion [11.11] no cambia al aplicar una transformacién lineal a los datos.

> %2y,

n-1

R

v [11.11]

" Recordemos que la varianza de las puntuaciones Z siempre vale 1 independientemente del grado de dispersion de
la variable original (en caso necesario, revisar el apartado Puntuaciones Z del Capitulo 5).
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Estos valores reflejan con bastante fidelidad las pautas de variacion que hemos venido
discutiendo en los apartados anteriores: relacién lineal positiva perfecta entre las
variables X'e Y (R, = 1; ver el diagrama XY de la Figura 11.7); relacién lineal negativa
y alta entre las variables X'y Z (Ry, = -0,83; ver el diagrama X7 de la Figura 11.7);
relacién lineal positiva entre las variables X'y ¥ pero claramente menos fuerte o intensa
que en los dos casos anteriores (R, = 0,50; ver el diagrama XV de la Figura 11.7); y
relacién practicamente nula entre las variables X'y W (R = 0,016; ver el diagrama XW
de la Figura 11.7).

Contraste de hipétesis sobre el parametro p,,

Aplicado a unos datos concretos, el coeficiente de correlacién de Pearson, Ry, es un es-
tadistico, es decir, un valor muestral. Y ya sabemos que un valor muestral, sea éste una
diferencia o una correlacién, puede ser distinto de cero sin que esto signifique que el
correspondiente pardmetro poblacional también sea distinto de cero. Al comparar dos
medias muestrales procedentes de la misma poblacién o de dos poblaciones idénticas,
hemos visto que una diferencia muestral podria estar reflejando simplemente las varia-
ciones propias del azar muestral. Con un coeficiente de correlacién pasa exactamente
lo mismo: el hecho de que un coeficiente de correlacion sea distinto de cero no consti-
tuye, en sf mismo, evidencia suficiente para afirmar que existe relacién lineal en la po-
blacién. Por tanto, tras cuantificar una relacion, la pregunta que hay que hacerse es si
el valor muestral obtenido refleja o no un grado de relacién lineal mayor del que cabria
esperar por puro azar entre dos variables realmente independientes en la poblacion.

Para responder a esta pregunta lo que suele hacerse es poner a prueba la hip6tesis
nula de independencia lineal (H,: pyy = 0), pues el rechazo de esta hipdtesis permitira
concluir que las variables X e ¥ no son linealmente independientes y, por tanto, que
entre ellas existe algin grado de relacién lineal.

Cuando py,= 0y las variables X e Y se distribuyen normalmente, el estadistico Ry,
se distribuye de forma aproximadamente normal con valor esperado E (Ryy) =0y va-
rianza

It

VRyy) = 8 [11.13]

n-2

Por tanto, la transformacion resultante de restar al valor del coeficiente su valor espe-
rado (cero) y dividir la diferencia por su error tipico (raiz cuadrada de [11.13]), es decir,

Ry ~ERy) Ry n-2
Ja-Ry) /-2 J1-RY,

T =

[11.14]

se distribuye segiin el modelo de probabilidad 7 de Student con n ~ 2 grados de libertad.
Y conociendo la distribucién muestral de la trasformacion [11.14], tenemos todo lo
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necesario para disefiar un contraste que permita poner a prueba la hipétesis de que pyy
vale cero. El Cuadro 11.2 ofrece un resumen de este contraste.

Cuadro 11.2 Resumen del contraste sobre el parametro p,; (coeficiente de correlamon de Pearson)™*

St

:'1f’ff3H;potesz ".k S T :

Contraste bllateral H0 px,, - 0;- H1 XY%O

b Conh-aste unxlateral derecho:. H0 pxy 0; H] pxy>0
. Contraste umlateral 1zqu1erdo Hy: pr>O H pr<0

w20 Supuestos muestra al eatona den pares XY mdependlentes entre s procedentes
4 deuna: poblacmn normal (el supuesto- de normalidad va perd1endo 1mportan<:1a
L conforme va aumentando el tamano muestral) :

3. Estadzstzco del contraste (ecuacwn [11. 14]) T= R \/ / \/ 1 R

4. Dzstrzbuczon muestral Tse dlstnbuye segun t con n= 2 grados de hbertad (t _2)
5 “Zona crztzca S ‘:‘. Sl SR : e
g Contraste bllateral T < t,,n ol3 T z t,,_v i Cadne E
' :,b Contraste umlateral derecho T Z 1% 1 :
e Contraste. umlateral 1zquxerdo T= < 1, nzar

‘ 6. ,"Regla a’e deczszon ; se rechaza H0 si e] estadlstlco del contraste cae en la zona

cntlca, en caso contrarlo ‘se mantlene El rechazo de H, mdlca que ex1ste suﬁ—
clente ev1denc1a empmca para aﬁrmar que; enla poblacxon las vanablesX eY:
9;,estan hnealmente relacmnadas (1a forma abrev1ada de decir esto es-que existe -

' relaczan lirreal szgmf catzva) 'Sino se rechaza A, ¢ debe concluirse que, con los

o datos dlspombles noes p051ble afirmar queX e Yestén Imealmente relacionadas
f(y no es pos1bIe aﬁrmar nada sobre la presencxa o no de otro tlpo de relacmn) g

7. ;szel crztzco (valor p) - e :
val :Contraste bﬂateral p 2[P(T> [T ,,])] 51endo T,, el valor muestral concreto
" que toma el estadlsnco T S T
b.. Contraste unilateral derecho p= P(T > T,,)
c. Contraste umlateral 1zqu1erdo p= P(T <T).

Con tamanos muestra]es grandes n= > 50; ver Hays 1994 pég 648) en lugar de la
transformacion Tyla distribucién ¢ puede utilizarse la distribucién normal para de-
cidir siun deferminado coeficiente de correlacion Ry, es significativamente distinto

Y Esta estrategia también podria utilizarse para construir un intervalo de confianza para el pardmetro p,y. Pero debe
tenerse en cuenta que el procedimiento propuesto es valido cuando se asume que no existe relacion lineal (lo cual im-
plica py,-= 0). Ahora bien, si se desea construir un intervalo de confianza para el pardmetro p,-es porque se considera
que su valor es distinto de cero. Y, cuando ocurre esto, es necesario utilizar un procedimiento distinto. Ver, en el
Apéndice 11, el apartado Contraste de hipotesis sobre pyy =k, (con k, # 0).
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de cero. En concreto, puede rechazarse la hlpotesm nula-de mdependenc1a hneal
cuando . ~ : '

IRXYN_ >z, .  [141/ ‘1’5j :

‘donde p se ref iere a 1 a/2 si el contraste es b1latera1 y a l o SI el contraste es
umlateral . : , o ~ o

Ejemplo. Contraste de hipétesis sobre el parametro p,,

En una muestra aleatoria de 10 estudiantes de ensefianza secundaria se han medido dos
variables: X' = “promedio de horas de estudio semanales” e ¥ = “rendimiento medio”
(cuantificado como la media de las calificaciones obtenidas en 8 asignaturas). Los re-
sultados obtenidos aparecen en las primeras columnas de la Tabla 11.7. Queremos
averiguar si, en la poblaci6n de estudiantes de ensefianza secundaria, las puntuaciones
altas en horas de estudio tienden a ir acompafiadas de puntuaciones altas en rendimiento
medio. :

Tenemos dos variables cuantitativas medidas en una muestra aleatoria de 10 sujetos. Es
decir, tenemos 10 pares de puntuaciones. Y queremos averiguar si, en la poblacién de
donde proceden estos 10 pares de puntuaciones, existe relacion lineal positiva (“... las
puntuaciones altas... tienden a ir acompafiadas de puntuaciones altas...”) entre las va-
riables horas de estudio y rendimiento medio.

Podemos comenzar cuantificando el grado de relacion lineal mediante el coeficiente
de correlacion de Pearson y, a continuacion, contrastar la hipétesis nula de que las varia-
bles X'e Y son linealmente independientes (en un contraste unilateral derecho).

Para facilitar los cédlculos, la Tabla 11.7 recoge las puntuaciones diferenciales de
ambas variables (x, ), sus cuadrados (x% y*) y el producto entre ambas (xy). Estos
valores se han obtenido teniendo en cuenta que la media de X vale 80/10 =8 y la media
de Y vale 60/6 = 6. Por ejemplo, los datos del primer sujeto se obtienen de la siguiente
manera:

x ~-8=-3
y=5-6=-1
¥=-3=9
Yy =-1"=1

xy = -3(-1) =3

Comenzamos calculando las desviaciones tipicas de X ¢ Yy la covarianza XY (ecuacion
{11.9]). A continuacién aplicamos la ecuacién [11.10] para poder obtener el coeficiente
de correlacion de Pearson.
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- Tabla 11.7. Datos de 10 sujetos en las variables X = *horas de estudio” e Y = “rendimiento medio”

>

Sujetos X Y x y x? y? xy
1 5 5 -3 -1,0 9 1 3
2 5 4 -3 -2,0 9 4 6
3 6 3,5 -2 -2,5 4 6,25 5
4 6 5 -2 -1,0 4 1 2
5 6 6 -2 0 4 0 0
6 7 5 -1 -1,0 1 1
7 7 8. -1 2 1 4 ~-2,0
8 11 8,5 3 2,5 9 6,25 7,5
9 11 9 3 3 9 9 9
10 16 6 8 0 64 0 0

Totales 80 60 114 32,5 38,5

> x?
St - I - %4 = 1267 > 5, = {12,667 = 3,56
s
. 32,5
Sp = L — =222 2361 - S, =361 = 1,9
n-1 9
>y
; 31,5 .
Sy = 2, — 3,50
-l 9
R Sy 3,50

== = = ,2
8.8, 3,56(1,90)

Un coeficiente de correlacion de 0,52 indica que, en esta muestra, existe cierto grado
de relacién lineal positiva entre X e Y. Se trata de un valor intermedio que podria hacer-
nos sospechar que, en la poblacién, X e ¥ también estédn linealmente relacionadas. Pero
comprobemos si realmente esto es asi:
1. Hipdtesis: Hy pyy=<0.
H,: p x> 0 (contraste unilateral derecho: relacién lineal positiva).

2. Supuestos: asumimos que los 10 pares de puntuaciones XY se han seleccionado

aleatoriamente de una poblacién normal.
3. Estadistico del contraste (ecuacién [11.14]):

r_ RBedn-2 0524102 o, o
/1-RXY V1-0,522
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Distribucion muestral: T se distribuye segiin f conn~2 = 10-2 = 8 gl.

5. Zona critica: T2 #5495 = 1,86.
Decision: como 1,72 < 1,86, no se rechaza H,. Por tanto, no puede afirmarse que
entre las variables horas de estudio y rendimiento medio exista relacién lineal posi-
tiva.

7. Nivel critico: p = P(T'>1,72) > 0,05.

A pesar de que el coeficiente de correlacidn vale 0,52, no es posible afirmar que exista
relacion lineal significativa. Esto quiere decir que, al seleccionar una muestra aleatoria
de 10 pares de puntuaciones XY de una poblacién en la que las variables X e ¥ son li-
nealmente independientes, el grado de relacion lineal encontrado (0,52) es explicable
por las fluctuaciones propias del azar muestral sin necesidad de recurrir a otra causa.

Por otro lado, el diagrama de dispersion de la Figura 11.8 muestra un caso alejado
de los demds (el par X=16, Y= 6). Si se eliminara ese caso del analisis, el coeficiente
de correlacién subiria a 0,84 y el nivel critico valdria 0,004, lo cual llevaria a concluir
que si existe relacién lineal significativa. :

Estas consideraciones nos ponen en la pista del tipo de aspectos que hay que con-
siderar y de las precauciones que hay que tomar al interpretar un coeficiente de corre-
lacién. Al igual que cualquier otro estadistico, el coeficiente de correlacion de Pearson
posee sus fortalezas y debilidades y, para interpretarlo correctamente, es necesario co-
nocerlas.

Figura 11.8. Diagrama de dispersion de horas de estudio por rendimiento medio
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Como interpretar el coeficiente de correlacion R,,

El coeficiente de correlacion de Pearson estd, sin duda, a la cabeza de los estadisticos
maés utilizados para analizar la relacién entre dos variables cuantitativas. Esta circuns-
tancia podria llevar a pensar que se trata de un estadistico seguro o libre de problemas;
pero nada mds lejos de la realidad. Interpretar correctamente R, (o cualquier otro coe-
ficiente de correlacion) requiere prestar atencion a diferentes aspectos y tomar algunas
precauciones.
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El coeficiente debe ser estadisticamente significativo

La primera consecuencia que se desprende del ejerhplo anterior es que, antes de inter-
pretar un coeficiente de correlacion, es necesario determinar si el coeficiente es 0 no
estadisticamente significativo. Independientemente de su valor, cuando un coeficiente
no alcanza la significacion estadistica, no es posible afirmar que las variables estan li-
nealmente relacionadas en la poblacién. Y, por lo general, cuando no existe evidencia
de relacién lineal, no tiene sentido interpretar un coeficiente.

La relevancia de un coeficiente depende del contexto

Un coeficiente estadisticamente significativo indica que existe algtn grado de relacién
lineal. Ahora bien, esa relacion, ;cémo es de intensa? Y, ;es positiva o negativa? Para
responder a estas preguntas hay que fijarse en el valor del coeficiente y en su signo. El
valor del coeficiente indica si la relacion es baja, media o alta; el signo del coeficiente
indica si la relacion es directa (positiva) o inversa (negativa).

Por tanto, la significacién estadistica no lo es todo. Es mas, la significacién esta-
distica de un coeficiente de correlacién (al igual que la signjficacion estadistica de una
diferencia entre dos medias) esta estrechamente ligada al tamafio muestral. Por ejem-
plo, en un contraste unilateral con o = 0,05 y una muestra de 20 casos, el coeficiente
tiene que valer 0,37 para ser significativo; con 50 casos, 0,23; con 100 casos, 0,17; con -
200 casos, 0,12; etc. Cuanto mayor es el tamafio muestral, menor necesita ser un coefi-
ciente (en valor absoluto) para ser declarado estadisticamente significativo. Lo cual
quiere decir que, con muestras grandes, se corre ¢l riesgo de declarar estadisticamente
significativos coeficientes con un valor muy préximo a cero, es decir, coeficientes que
reflejan un grado de relacién muy bajo. D

En consecuerncia, tras encontrar un coeficiente de correlacion estadisticamente sig-
nificativo, todavia falta por precisar si el valor del coeficiente est4 reflejando un grado
de relacion bajo, medio o alto. Y esto es algo que no puede resolver la estadistica sino
que, por lo general, depende del contexto. Es el propio investigador, basandose en su
experiencia con un determinado tipo de variables, quien mejor puede valorar la relevan-
cia del coeficiente de correlacién encontrado. En este sentido, no es razonable adoptar
reglas que indiquen cuando un coeficiente refleja una relacién baja, media o alta. Hay
que referir el valor del coeficiente al contexto en el que se produce. Por ejemplo, un
coeficiente de 0,70 podria corresponder a unarelacién poco importante o poco relevante
cuando se trata de variables que suelen ofrecer correlaciones muy altas o cuando se ob-
tiene en contextos donde es necesario trabajar con correlaciones muy altas (calibracion
de instrumentos, valoracién de la fiabilidad test-retest de una escala, etc.). Y un coefi-
ciente de 0,40 podria corresponder a una relacion importante o relevante cuando se ob-
tiene con variables que suelen correlacionar poco (variables de tipo socio-demogréfico,
rasgos de personalidad, etc.).

Para valorar la relevancia de un coeficiente de correlacion también suele resultar
bastante 1til elevar el coeficiente al cuadrado. Se obtiene asi un valor llamado coeficien-
te de determinacion que puede interpretarse como la proporcion de varianza compar-
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tida, es decir, como la proporcién de varianza que ambas variables tienen en comun (no
podemos justificar esto ahora; lo haremos en el segundo volumen cuando estudiemos
el andlisis de regresion lineal). Por ejemplo, un coeficiente de 0,40, que en principio
podria estar reflejando una relacion importante en no pocos contextos, al elevarlo al cua-
drado se queda en 0,16; y esto significa que las variables tienen en comtn o comparten
un 16 % de la variabilidad total.

Un mismo coeficiente puede reflejar pautas de relaciéon muy diferentes

Consideremos los diagramas de dispersion de la Figura 11.9. El coeficiente de corre-
lacién de Pearson vale 0,84 en todos ellos. La linea recta que aparece en los diagramas
atravesando la nube de puntos es un reflejo de ese valor (estudiaremos cémo trazar esa
linea en el segundo volumen; de momento basta con saber que se trata de un resumen
de la nube de puntos y que su grado de inclinacién tiene que ver con el grado de rela-
ci6n lineal subyacente). A pesar de que la cuantificacion de la relacidn que ofrece Ry,
es idéntica en los cuatro casos (0,84), las nubes de puntos delatan pautas de relacién
muy distintas: en el primer diagrama existe una pauta claramente lineal; en el segun-
do, claramente cuadrética o curvilinea; en el tercero, una relacién perfectamente lineal
se ve alterada por la presencia de un caso andmalo; en el cuarto, las puntuaciones de la
variable del eje vertical estan concentradas en dos valores (estos graficos y las ideas que
contienen han sido adaptados de Anscombe, 1973).

Figura 11.9. Diferentes pautas de relacion, todas ellas con R,y = 0,84

1 8
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Estos diagramas llaman la atencion sobre dos cuestiones muy importantes. En primer
lugar, un coeficiente de correlacion puede resuitar muy poco informativo, e incluso en-
gafioso, si no va acompaiiado de una descripcion apropiada de la pauta de relacién sub-
yacente. En segundo lugar, el coeficiente Ry, es muy sensible (poco resistente) a la pre-
sencia de casos anémalos; esto significa que su valor puede verse seriamente alterado
por la presencia de algtin caso cuyo comportamiento difiera claramente del de los demas
(esto puede apreciarse también en el diagrama de dispersion de la Figura-11.8).

Estas consideraciones alertan sobre la necesidad de acompafiar todo coeficiente de
correlacidn con el correspondiente diagrama de dispersion; solamente de esa manera es
posible formarse una idea acertada de lo que estd ocurriendo.

Ciertas caracteristicas de los datos pueden alterar de forma importante el
valor de un coeficiente

La intensidad de una relacién (y, consecuentemente, el valor del correspondiente coefi-
ciente de correlacion) puede verse sensiblemente alterada bajo ciertas circunstancias.
Los diagramas de dispersion de la Figura 11.10 pueden ayudar a entender esto.

El primer diagrama representa la relacién entre dos variables en dos grupos distintos
(puntos negros, puntos blancos). Si se ignora la variable de agrupacion (es decir, si se
considera toda la nube de puﬁtos), se obtiene un coeficiente de correlacién de 0,80. Sin
embargo, si se cuantifica la relacién en cada grupo por separado, se obtiene un coefi-
ciente de 0,25 para los puntos negros y de 0,41 para los puntos blancos. Esto significa
que variables que estan poco relacionadas pueden dar la engafiosa impresién de estar
muy relacionadas cuando se da la circunstancia de que un grupo (puntos blancos) tiende
a dar, en ambas variables, puntuaciones sistematicamente mds altas que el otro (puntos
negros). Por tanto, siempre que se tenga la sospecha de que la relaci6n entre dos varia-
bles pueda estar modulada por terceras variables, deberdn tomarse las precauciones
necesarias.

Figura 11.10. Grupos distintos (izquierda) y rango de valores reducido (derecha)
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Justo lo contrario (relacivues altas que pasan desapercibidas) es lo que puede ocurrir
cuando no se tiene en cuenta todo el rango de posibles valores de una de las variables
o de las dos. El segundo diagrama de dispersién de la Figura 11.10 muestra una situa-
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cién de este tipo. Si de la variable colocada en el eje horizontal inicamente se considera
el rango de valores comprendido entre las dos lineas verticales (es decir, si solamente
se tienen en cuenta los puntos negros), se puede llegar a la falsa conclusién de que las
variables analizadas no estén relacionadas o lo estAn muy poco. De hecho, si solamente
se considera la nube de puntos negros se obtiene un coeficiente de correlacién de 0,23.
Por el contrario, si se considera todo el rango de valores del eje horizontal (es decir,
toda la nube de puntos), se obtiene un coeficiente de correlacién de 0,90. Por tanto, el
no incluir en un an4lisis todo el rango de valores de las variables analizadas puede al-
terar sensiblemente la intensidad de la relacién estudiada.

Relacién y causalidad

Un coeficiente de correlacién alto no implica causalidad. Dos variables pueden estar
linealmente relacionadas, incluso muy relacionadas, sin que esto signifique que una es
causa de la otra.

Aungque éste no es el lugar para profundizar en el concepto de causalidad (para esto
puede consultarse, por ejemplo, el excelente trabajo de Davis, 1988), si nos parece con-
veniente hacer algunos comentarios al respecto. Cuando una variable es causa de otra,
un cambio en la primera provoca (va asociado con) un cambio en la segunda. Lo contra-
rio, sin embargo, no se sostiene: cuando los cambios en una variable van asociados con
cambios en la otra variable, no es posible concluir que una de ellas es causa de la otra.
Entre las razones de esta asimetria hay una evidente: siempre existe la posibilidad de
que haya terceras variables que sean las responsables de los cambios observados en las
dos variables relacionadas. ‘

Este es el momento de recordar las consideraciones ya hechas en el Capitulo 1 acer-
ca de Jos diferentes niveles de indagacién: las herramientas estadisticas sirven para rea-
lizar comparaciones y estudiar relaciones, pero no dicen nada acerca de la naturaleza
de las diferencias o relaciones encontradas. Esto depende del tipo de estrategia de re-
cogida de datos utilizada (disefio de investigacion) o de la posibilidad de contar con
teorfas bien fundamentadas capaces de explicar por qué ocurren las diferencias o rela-
ciones que se observan.

Relaciones espurias

Existen innumerables ejemplos de relaciones ficticias o sin sentido que sirven para cons-
tatar que, efectivamente, una relacién no implica causalidad. A este tipo de relaciones
se les suele llamar espurias (falsas, ficticias) y no hay 4rea de conocimiento que se libre
de ellas. Veamos algunos ejemplos.

La esperanza de vida de los diferentes paises estd relacionada con el nimero de tele-
visores por persona: la esperanza de vida tiende a ser mayor en los paises con maés tele-
visores por persona. ;Puede concluirse de esta relacién que la esperanza de vida de un
pais depende del nimero de televisores de sus habitantes? ;Regalando televisores a las
personas se conseguiria alargar su vida? No parece que esto sea asi. Es més razonable
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pensar que debe haber alguna otra variable, como el nivel de renta, de la que dependen
tanto el nimero de televisores como la esperanza de vida y que es la verdadera res-
ponsable de la relacién encontrada.

También se ha encontrado relacién positiva entre el nimero de bomberos que acu-
den aun incendioy el volumen de los dafios que se producen. jPuede concluirse de esta
relacién que el volumen de los dafios depende del nimero de bomberos? ;Acaso redu-
ciendo el nimero de bomberos se reduciria el volumen de los de dafios? ;No es mas ra-
zonable pensar que existe alguna otra variable, como la magnitud del incendio, de la que
depende tanto el nimero de bomberos que acuden a sofocar ¢l incendio como el volu-
men de los dafios que se producen? ~

La altura esté relacionada con el salario: las personas mads altas tienden a tener ma-
yor salario que las personas més bajas. Esta relacién puede parecer sorprendente, pero
es real. Quiza la explicacién légica de esta relacién espuria no sea tan evidente como
en los ejemplos anteriores, pero existe: el sexo actiia como variable moduladora. Tanto
la altura media como el salario medio es mayor en los hombres que en las mujeres (se
trata de algo parecido a lo que ocurre en el primer diagrama de la Figura 11.10, aunque
con mayor solapamiento entre los puntos blancos y negros).

Las relaciones presentadas en estos tres ejemplos llaman la atencién por absurdas:
chocan con nuestras expectativas o ideas previas acerca de coémo son o pueden ser las
cosas. No tiene sentido para nosotros que la esperanza de vida de un pafs dependa del
numero de televisores de sus habitantes, o que los bomberos sean responsables de los
dafios causados por un incendio, o que el salario dependa de la altura de las personas.
Son relaciones que carecen de Idgica para nosotros y eso es lo que nos hace desconfiar
de ellas.

Pero ocurre que cuando se llevan a cabo estudios reales se encuentran relaciones
que, no solo no chocan con nuestra experiencia o nuestras expectativas, sino que las re-
fuerzan. Sin embargo, eso no quiere decir que no sean espurias. Una correlacién no im-
plica causalidad nunca; ni siquiéra cuando la naturaleza de la relacién nos parece del
todo logica. ’

Esto se entendera mejor cont un par de ejemplos menos absurdos. En los estudios
sobre obesidad se suele encontrar una fuerte relacion entre la obesidad de las madres y
la de sus hijos: madres obesas tienden a tener hijos obesos. {Permite este dato afirmar
que la obesidad de las madres es la causa, por herencia, de la obesidad de sus hijos? ;O
es posible que haya otras variables como los hébitos alimenticios o el nivel de actividad
fisica que sean responsables de esa relaciéon? Saber que las madres obesas tienden a
tener hijos obesos no es suficiente para poder afirmar que existe una relacién causal en-
tre ambas obesidades.

También suele encontrarse una relacién positiva entre el nivel de estudios y el sala-
rio. ;Se debe esto a que el salario depende del nivel de estudios? ;O cabe la posibilidad
de que los padres con més posibilidades econdmicas tiendan a favorecer que sus hijos
estudien y, ademds, a utilizar sus contactos para que sus hijos consigan mejores puestos
de trabajo? Una correlacion, por si sola, no permite descartar el efecto de terceras varia-
bles y, consecuentemente, no permite afirmar la naturaleza causal de la relacién sub-
yacente.
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(Criterios de causalidad?

(Significa lo anterior que hay que renunciar por completo a hablar de relacién causa-
efecto a partir de un coeficiente de correlacion? En opinién de algunos autores, no del
todo. Por ejemplo, Moore y Notz (2006, pags. 301-302) sostienen que, a pesar de las
dificultades, existen circunstancias bajo las cuales es posible reforzar la idea de causa-
lidad en ausencia de verdaderos experimentos. Enumeran cinco circunstancias: (1) la
relacicn es intensa, por contraposicion a débil; (2) la relacion es consistente, es decir,
se observa en diferentes estudios y en diferentes contextos; (3) existe evidencia “dosis-
respuesta”, es decir, una mayor cantidad de una de las variables tiende a ir acompaifiada
de una mayor (o menor) cantidad de la otra; (4) existe una secuencia temporal logica,
es decir, la variable considerada “causa” precede en el tiempo a la considerada “efecto”;
y (5) la causa alegada es plausible, es decir, se tiene una explicacion razonable de por
qué las cosas son asi.

Veamos si con estos criterios es posible hablar de causalidad. En el ejemplo sobre
larelacién entre la esperanza de vida de los paises y el nimero de televisores por perso-
na tenemos: (1) una relacién intensa, mayor que muchas de las relaciones que se infor-
man como relevantes en el &mbito de las ciencias sociales y de la salud; (2) una relacién
consistente, pues se encuentra cada vez que se estudia el fendmeno; (3) evidencia dosis-
respuesta, pues cuanto mayor es el niimero de televisores mayor es la esperanza de vida;
(4) secuencia temporal apropiada, pues la posesién de televisores precede a la muerte;
(5) no hay una explicacion plausible de como los televisores pueden alargar la vida de
las personas.

Por tanto, en una relacion claramente espuria como la que se da entre la esperanza
de vida y el nimero de televisores, se cumplen cuatro de los cinco criterios. ;Significa
~ esto que el hecho de que una correlacién pueda interpretarse o no como causal depende
de que tengamos o no una explicacion plausible para ella? ;A todos los investigadores
les parecen plausibles las mismas cosas? ;Realmente es necesario tener una explicacién
plausible para todo, incluso para los nuevos hallazgos, para poder hablar de causalidad?
Si la respuesta a estas preguntas es “no”, entonces es claro que los cinco criterios pro-
puestos no sirven para concluir que una relacién es causal. Si larespuesta es “si”, consi-
deremos el ejemplo sobre la relacion entre el nivel de estudios y el salario. Esa relacion
cumple con los cinco criterios, incluido el de tener una explicacion plausible (al aumen-
tar el nivel de estudios mejora la preparacion y, con ella, el acceso a puestos de mayor
especializacion, generalmente mejor remunerados). Sin embargo, seguimos sin poder
afirmar que se trate de una relacién causal porque no hemos descartado el posible efecto
de terceras variables (las posibilidades econémicas de los padres).

Saville (2008, pags. 114-115), basandose en las ideas de Hill (1965), afiade tres
nuevos criterios a los cinco anteriores (ver también Ruscio, 2006): (6) especificidad, es
decir, si la primera variable inicamente es causa de la segunda o también lo es de otras
muchas; (7) coherencia, es decir, si lanuevarelacion corrobora lo que ya se sabia sobre
el fendmeno o contradice resultados previos; y (8) un cambio produce un cambio, es de-
cir, la manipulacion de la posible “causa” produce resultados consistentes con la hip6-
tesis causa-efecto.
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(Qué afiaden estos nuevos criterios? Veamos. En primer lugar, aunque la especi-
ficidad puede, sin duda, ayudar a fortalecer la idea de causalidad, como criterio valido
de causalidad es poco realista. Por un lado, el hecho de que una causa no sea especifica,
es decir, el hecho de que sea responsable de varios efectos distintos, no significa que no
sea una causa legitima (el tabaco, por ejemplo, produce problemas respiratorios, vascu-
lares, digestivos, etc.). Por otro, el hecho de que no sepamos de qué efectos es respon-
sable una causa no quiere decir que no lo sea de los que si sabemos que lo es (podemos
afirmar que el tabaco produce problemas respiratorios aunque no sepamos si produce
0 no otro tipo de problemas).

En segundo lugar, el criterio de coherencia también parece un criterio razonable,
pues conforme se va acumulando evidencia confirmatoria sobre un fenémeno, més segu-
ros nos vamos sintiendo de él. Sin embargo, la acumulacién de conocimiento no conclu-
yente no convierte en concluyente el conocimiento acumulado. Ademas, la historia de
la ciencia muestra que el hallazgo de resultados no coherentes con los que ya se tienen
es precisamente uno de los principales estimulos del avance del conocimiento. Y esto
no parece dejar en muy buen lugar al criterio de coherencia cuando es utilizado, aunque
sea junto con otros, para justificar la natutaleza causal de una relacion.

Por ultimo, el criterio n° 8 implica que se estd llevando a cabo un experimento. Y
ya sabemos que un experimento es la principal via para concluir causalidad. Pero en esta
discusion estamos asumiendo que no hemos llevado a cabo un experimento. Estamos
discutiendo bajo qué circunstancias, si las hay, una correlacién permite concluir que la
relacion es causal. Sitenemos un experimento, sobra esta discusién. En ninguno de los
ejemplos propuestos se ha utilizado un experimento. Y si el criterio n° 8 no se refiere
aun experimento verdadero sino a un cuasi-experimento, entonces volvemos al punto
de partida. Aunque haya manipulacién de la “causa” alegada, si no hay asignacion alea-
toria (esto es lo que ocurre en un cuasi-experimento) no sera posible descartar el efecto
de terceras variables. Y si no puede descartarse el efecto de tercera§ variables, no es
posible hablar de causalidad. Comé afirma el propio promotor de los criterios de cau-
salidad enumerados (Hill, 1965, pag. 299), para lo que sirven estos criterios es para
ayudarnos a responder a la cuestién fundamental: ;hay otra forma de explicar el hecho
observado?, ;hay otra explicacién que sea tan verosimil o més que la de que larelacién
encontrada es causal?

Un estudio llevado a cabo por Sies (1988) ha mostrado una correlacién positiva
entre la tasa de nacimientos de bebés humanos y el tamafio de la poblacion de cigiiefias
alrededor de una ciudad (el estudio se llevo a cabo en Berlin con datos relativos a la se-
gunda mitad del siglo pasado). En un interesante trabajo, Hofer, Przyrembel y Verleger
(2004), ademas de aportar nuevos datos en la misma direccion que los de Sies, argu-
mentan de forma convincente que, aplicando los criterios habitualmente utilizados para
extraer conclusiones causales de estudios no experimentales (practica muy habitual en
dreas donde no es posible o muy dificil la experimentacién, como en epidemiologia o
sociologia), la teorfa de que a los bebés los trae la cigliefia tiene tanto o mas soporte em-
pirico que muchas otras conclusiones aceptadas sin critica simplemente porque nos pa-
recen Idgicas (0 no nos parecen absurdas).
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La herramienta estadistica utilizada en los estudios con cigiiefias es la misma que
la que se utiliza en otros estudios aparentemente serios: una correlacién. Y el tipo de di-
sefio utilizado también es el mismo: observacional. ;Las conclusiones de estudios esen-
cialmente idénticos deben ser diferentes simplemente porque unas nos parecen absurdas
y otras no? La relacion entre el ntimero de cigiiefias y la tasa de nacimientos cumple (al
igual que larelacion entre la esperanza de vida y el numero de televisores por persona)
con cuatro de los primeros cinco criterios (y ya hemos argumentado sobre la debilidad
del quinto criterio). La utilidad de los criterios 6°y 7° es cuestionable. Y el 8° supone
un cambio de disefio.

Una buena teoria, con predicciones precisas acerca de c6mo cabe esperar que se
comporten los fenémenos que se estudian, puede ayudar bastante a determinar la natu-
raleza de una relacién (lo cual tiene que ver con lo légica o absurda que puede parecer
una relacién, pero con fundamento). Ahora bien, dado que en las ciencias sociales y de
la salud raramente se dan estas teorias, para poder hablar de causalidad no parece que
haya, por ahora, otro cainino mejor que seguir utilizando los experimentos controlados
(con control sobre las condiciones del estudio y asignacién aleatoria de los sujetos a
esas condiciones).

Relacion lineal con SPSS

Los diagramas de dispersién pueden obtenerse con la opcién Dispersién/Puntos del Gene-
rador de graficos del menu Graficos. Para obtener el diagrama basta con trasladar una de
las variables al eje X'y otra al eje Y.

La covarianzay el coeficiente de correlacion de Pearson pueden obtenerse mediante
la opcién Correlaciones > Bivariadas del ment Analizar. La lista de variables del archivo
de datos tinicamente muestra las variables con formato numérico. Desde este cuadro de
didlogo es posible obtener varios coeficientes de correlacion y algunos estadisticos des-
criptivos basicos. La opcién correspondiente al coeficiente de correlacién de Pearson
estd marcada por defecto; para obtenerlo basta con trasladar a la lista Variables las va-
riables cuyo grado de relacion lineal se desea cuantificar.

Es necesario seleccionar al menos dos variables. Si se seleccionan mas de dos, el
SPSS calcula el coeficiente de correlacién de Pearson entre cada par de variables y or-
ganiza los resultados en una matriz cuadrada con tantas filas y columnas como variables
seleccionadas.

Las opciones del recuadro Prueba de significacion permiten elegir el tipo de contraste.
La opcién Bilateral es apropiada cuando no existen expectativas sobre la direccién de la
relacién, en cuyo caso el nivel critico indica la probabilidad de obtener coeficientes tan
alejados de cero 0 més que el valor obtenido. La opci6n Unilateral es apropiada cuando
existen expectativas sobre la direccion de larelacion, en cuyo caso el nivel critico indi-
cala probabilidad de obtener coeficientes iguales 0 mayores que el obtenido si el coefi-
ciente es positivo, o iguales o menores que el obtenido si el coeficiente es negativo.

La opcién Marcar las correlaciones significativas, que se encuentra activa por defec-
to, hace que los coeficientes de correlacién con nivel critico menor que 0,05 aparezcan
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- marcados con un asterisco y los coeficientes de correlacién con nivel critico menor que

0,01 con dos asteriscos.

El subcuadro de dialogo Opciones permite obtener alguna informacion adicional
(algunos estadisticos descriptivos, la covarianza, etc.) y controlar el tratamiento que se
desea dar alos valores perdidos. La opcién Medias y desviaciones tipicas ofrece, para ca-
da variable, la media, la desviacién tipica insesgada y el nimero de casos vélidos. La
opcién Productos cruzados y covarianzas ofrece, para cada par de variables, la suma de
los productos de las puntuaciones diferenciales y esa suma dividida por n—1, és decir,
la covarianza.

Las opciones del recuadro Valores perdidos permiten elegir el tratamiento que se
desea dar a los valores perdidos. La opcién Excluir casos segiin pareja excluye del célculo
de cada coeficiente de correlacion los casos que poseen valor perdido en alguna de las
dos variables que se estan correlacionando. La opcién Excluir casos segun lista excluye
del calculo de todos los coeficientes de correlacién solicitados los casos que poseen va-
lor perdido en cualquiera de las variables seleccionadas en la lista Variables del cuadro
de didlogo principal.

Ejemplo. Relacion lineal con SPSS

Este ejemplo muestra cmo obtener diagramas de dispersién, covarianzas y coeficientes
de correlacion de Pearson (se basa en el archivo Datos de empleados, que se encuentra
entre los archlvos de ejemplo del SPSS; también en la pagina web de este manual):

> Seleccionar la opcién Correlaclones > Bivariadas del menil Analizar para acceder al
cuadro de didlogo Correlaciones bivariadas.

> Trasladar las variables salario (salario actual), salini (salarlo inicial) y tiempemp
(meses desde €] contrato) a la lista Variables.

> Pulsar el botén Opciones para acceder al cuadro de didlogo Correlaciones bivaria-
das: Opciones y, en el recuadro Estadisticos, marcar las opciones Medias y desvia-
ciones tipicas y Productos cruzados y covarianzas.

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 11.8
y 11.9. LaTabla 11.8 contiene tnicamente informacién descriptiva: la media aritmética,
la desviacién tipica insesgada y el nimero de casos validos.

Tabla 11.8. Estadisticos descriptivos

Media Desviacion tipica N
Salario actual $34,419.57 $17,075.661 474
Salario inicial $17,016.09 $7,870.638 474
Meses desde el contrato 81,11 10,061 474

La Tabla 11.9 ofrece informacion sobre el coeficiente de correlacién de Pearson 'y su
significacién estadistica. Cada celda contiene cinco valores referidos al cruce entre cada
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par de variables: (1) el valor del coeficiente de correlacion de Pearson; (2) el nivel cri-
tico bilateral (valor p) resultante de contrastar la hipétesis de independencia lineal, H;:
pxr=0 (sig. bilateral; el nivel critico unilateral es la mitad del bilateral); (3) la suma de
los valores elevados al cuadrado (para el cruce de una variable consigo misma) o la su-
ma de productos cruzados (para el cruce de dos variables distintas); (4) la covarianza
(que se obtiene dividiendo la suma de productos cruzados entre el numero de casos
vélidos menos uno); y (5) el nimero de casos validos (V) que intervienen en todos los
cdlculos anteriores.

El nivel critico (sig. o valor p) permite tomar una decision sobre la hipétesis nula
de independencia lineal; o, lo que es lo mismo, sobre la hipétesis de que el coeficiente
de correlacion de Pearson vale cero en la poblacién. Se rechazar la hip6tesis nula de
independencia (y se concluird que existe relacion lineal significativa) cuando el nivel
critico seamenor que el nivel de significacién establecido (generalmente, 0,05). Asi, ob-
servando los niveles criticos de la Tabla 11.9, puede afirmarse que las variables salario
inicial y salario actual correlacionan significativamente (sig. < 0,0005) y que la variable
meses desde el contrato no correlaciona ni con la variable salario inicial (sig.= 0,668)
ni con la variable salario actual (sig. = 0,067).

E1 SPSS no puede calcular un coeficiente de correlacion cuando todos los casos de
una de las variables o de ambas son casos con valor perdido, o cuando todos los casos
tienen el mismo valor en una o en las dos variables sobre las que se est4 calculando la
correlacion (recuérdese que, si todos los valores son iguales, la desviacién tipica de esa
variable vale cero). Cuando se da esta circunstancia, el SPSS sustituye el coeficiente de
correlacion por una coma. Y también muestra una coma en lugar del nivel critico (sig.)
correspondiente al cruce de una variable consigo misma.

La relacion entre el salario inicial y el actual (nica relacién estadisticamente
significativa de las tres analizadas) es alta y positiva. Esto significa que las puntuaciones

Tabla 11.9. Coeficientes de correlacién de Pearson y covarianzas

. Meses desde
Salario actual Salario inicial el contrato

Salario actual Correlacién de Pearson 1 ,88*1 ,08

Sig. (bilateral) ,000 067

Suma de cuad. y produ. cruzados | 137.916.495.436,34 | 55.948.605.047,73 | 6.833.347,49

Covarianza 291.578.214,45 118.284.577,27 14.446,82

N 474 474 474

Salario inicial Correlacién de Pearson 88" 1 -02

Sig. (bilateral) ,000 668

Suma de cuad. y produ. cruzados 55.948.605.047,73 | 29.300.904.965,45 ~739.866,50

Covarianza 118.284.577,27 61.946.944,96 -1.564,20

N 474 474 474

Meses desde el Correlacion de Pearson ,08 -,02 1
contrato Sig. (bilateral) ,067 668

Suma de cuad. y produ. cruzados 6.833.347,49 -739.866,50 47.878,30

Covarianza 14.446 82 -1.564,20 101,22

N 474 474 474

™. La correlacién es significativa al nivel 0,01 (bilateral).
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bajas (altas) en salario inicial tienden a ir acompafiadas de puntuaciones bajas (altas) en
salario actual. Pero, para formarnos una idea mas acertada de esa relacion, vamos a
obtener el correspondiente diagrama de dispersién. Para ello:

> Seleccionar la opcién Generador de graficos del ment Gréaficos para acceder al cuadro
de didlogo Generador de grdficos y, en las opciones de la pestafia Galeria, selec-
cionar Dispersion/Puntos. '

> Trasladar la variable salini (salario inicial) al eje X'y la variable salario (salario
actual) al eje .

Aceptando estas selecciones se obtiene el diagrama de dispersion que muestra la Figura
11.11. Se han trazado en el diagrama lineas punteadas a partir de las medias de cada va-
riable. En el diagrama se aprecia con claridad que la mayoria de los puntos estan acumu-
lados en los dos cuadrantes que corresponden a una relacion lineal positiva (“bajas-
bajas” y “altas-altas™). Aunque hay mayor acumulacion de casos en el cuadrante “bajas-
bajas” que en el cuadrante “altas-altas” (lo cual se debe a la asimetria positiva de la que
adolecen ambas distribuciones), no se observan anomalias que puedan distorsionar el
valor del coeficiente obtenido.

Figura 11.11. Diagrama de dispersion de salario inicial por salario actual
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Apéndice 11

Contraste de hipétesis sobre pyy, = k, {(con k, ¥ 0)

Para contrastar la hipétesis nula de que la verdadera correlacién entre dos variables es igual a un
valor concreto distinto de cero (Hy: pxy = kq, con k, # 0) no sirve el estadistico propuesto en
[11.14]. La distribucién de R,, se va alejando de la normalidad (se va haciendo mas y més asi-
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métrica) a medida que el valor de p,, se va alejando de cero. No obstante, Fisher (1921) aport6
una solucion a este problema demostrando que la transformacién®

Zy,, = (05)log, [(1 + Ry /(1 —RXY)] [11.16]

se distribuye de forma aproximadamente normal con valor esperado igual al valor transformado
de pyy, es decir,

EZy) = Z, = 0.5)]og,[(1+pgy)/(1-py)] [11.17)

y con varianza

2 1
Sy = — [11.18]

Esto significa que la transformacion

z, —Z
Z = B P \ [11.19]

1/yrn-3

se distribuye de forma aproximadamente normal N (0, 1). Por tanto, es posible utilizar la trans-
formacién [11.19] y la distribucién normal tipificada para tomar decisiones sobre la hip6tesis
de que ¢l verdadero coeficiente de correlacion entre dos variables toma un valor concreto dis-
tinto de cero.

Por ejemplo, si en una muestra aleatoria de 20 sujetos se obtiene un coeficiente de corre-
lacion de Pearson de 0,65 y se desea contrastar la hipétesis nula de que el coeficiente de correla-
ci6n poblacional vale 0,70 (Hy: pyy = 0,70), tendremos

Zy = (0,5)log,[(1+0,65)/(1-0,65)] = 0,7753

Pxr

= (0,5)log, [(1+0,70)/(1 - 0,70)] = 0,8673

7= P B _ 0715308613 | o

1/yn=3 1/450-3

Puesto que P(Z<-0,63) = 0,264 > o = 0,05, no es posible rechazar H,. La evidencia muestral
disponible no permite rechazar la hipétesis de que el verdadero coeficiente de correlacion vale
0,70 (es decir, los datos son compatibles con la hipétesis p,y = 0,70).

La relacion establecida en [11.19] también sirve para construir un intervalo de confianza
para el pardmetro py, en los términos ya conocidos:

IC, = Zy |Z,|{n-3 [11.20]

Los valores obtenidos con [11.20] estdn en unidades de Z, > PATA obtener los limites del intervalo
de confianza para py, hay que devolverlos a unidades de R,.

15 Esta transformacién recibe el nombre de zeta de Fisher ¥, sise prefiere no hacer célculos, puede consultarse la Tabla
F del Apéndice final.
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Contraste de hipdtesis sobre dos coeficientes de correlacion

La comparacién de dos coeficientes de correlacion independientes (dos coeficientes de corre-
lacién entre X e Y calculados en dos muestras distintas: R; y R,) es una generalizacién directa del
procedimiento estudiado en el apartado anterior. También es posible calcular intervalos de con-
fianza para la diferencia entre ambos coeficientes de correlacién (ver Zow, 2007). ‘

El estadistico R, ~ R, tiene una distribucién muestral complicada de obtener, pero si se apli-
ca la transformacién de Fisher para obtener Z, y ZRz (ecuacién [11.16] o Tabla F del Apéndi-
ce final), entonces la diferencia Z, 2" Z 2, S aproxima a la distribucién normal con valor esperado
ZPI_ Z,, y error tipico:

2y, = Y1/ =3) + 1/(n,~3) [11.21]
Y la transformacién
zZ,-Z
z . [11.22]

h J1/,=3) + 1/(n-3)

se distribuye segin el modelo de probabilidad normal N (0, 1). Por tanto, puede utilizarse la
transformacion [11.22] y la distribucién normal tipificada para poner a prueba la hipétesis Hy:
p; = p, en los términos ya conocidos.

También pueden compararse coeficientes de correlacion relacionados, es decir, calculados
en la misma muesfra. Esta comparacién puede tener interés cuando en una muestra de tamafio
nsemiden tres variables (X, Yy Z) y se desea averiguar, por ejemplo, si la variable X correla-
ciona con Y igual que con Z. Por ejemplo, en una muestra de estudiantes se miden las variables
X = “rendimiento en matematicas”, ¥ = “aptitud numérica” y Z = “factor g” para comprobar si
el rendimiento académico correlaciona mas o menos con la aptitud numérica (Ryy) que con el
Jactor g (Ry)- Se trata de contrastar la hipétesis nula Hy: pyy = py, teniendo en cuenta que los
coeficientes Ry y Ry, se han calculado en la misma muestra.

El procedimiento tradicionalmente utilizado para poner a prueba esta hipétesis se debe a
Hotteling (1931; ver San Martin y Pardo, 1989, pag. 337). Pero Williams (1959) y, més tarde,
Steiger (1980) han constatado un mejor comportamiento del estadistico

(-1 +Ry,)

- R.,+ R, )
2|RI n 1+(XY XZ)
n-3 2

T = Ry~ Ry [11.23]

(- Ry)

que se distribuye segiin el modelo de probabilidad # de Student con n - 3 grados de libertad. El
simbolo |R| se refiere al determinante de la matriz de correlaciones de las tres variables y puede
obtenerse mediante

|R| = (1-Rpy-Ri-RE) + @Ry Ry R,) [11.24]

Weavery Wuensch (2013) han elaborado macros SPSS y SAS para realizar los contrastes de este
apartado y del anterior y para obtener los correspondientes intervalos de confianza.
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Ejercicios

11.1.

11.2.

11.3.

Antes de recibir una terapia correctora de 20 sesiones, 7 nifios disiéxicos han pasado por una
prueba de dictado en la que se han contabilizado los errores cometidos. Tras las 20 sesiones de
entrenamiento, los 7 nifios han vuelto a repetir la prueba de dictado y se han vuelto a contabili-
zar los errores cometidos. La siguiente tabla muestra los resultades obtenidos:

Sujetos 1 2 3 4 5 6 7 Y,
Y,: n° errores antes 19 13 20 12 15 17 9 15°
Y,: n° errores después 7 9 10 4 3 10 6 7

Utilizando « = 0,05 y sabiendo que la desviacién tipica de las diferencias (S,) vale 3,606:

a. ;Puede afirmarse que el numero medio de errores ha disminuido tras el entrenamiento?
b. (Entre qué limites puede estimarse que estd la reduccion media del nimero de errores?

Cuando se toman dos medidas a los mismos sujetos (pre-post, o antes-después), lo que suele
interesar es comparar ambas medidas para valorar si se ha producido algin cambio. Esto es lo
que se ha hecho, por ejemplo, en el ejercicio anterior. Pero esto no tiene por qué ser siempre asf.
Ocasionalmente puede interesar constatar si el cambio observado se ha producido o no de for-
ma lineal, es decir, si todos los sujetos han cambiado més 0 menos lo mismo o de forma pro-
porcional a sus puntuaciones originales o, por el contrario, unos sujetos han cambiado més que
otros y de forma no proporcional a sus puntuaciones originales. Esto {iltimo no puede saberse
comparando los promedios antes-despusés, sino relacionando ambas medidas. Utilizando los da-
tos del ejercicio anterior:

a. (Cuénto vale el coeficiente de correlacién de Pearson enire los registros efectuados antes
y despu€s del entrenamiento?

b. (Es estadisticamente significativa la relacién encontrada?

c. Explicar por qué puede haber diferencias significativas entre las mediciones antes-despuds
¥y, sin embargo, no existir relacién lineal significativa entre ellas.

Un investigador desea comprobar si la ingestién de alcohol reduce la capacidad de los sujetos
para reconocer letras presentadas mediante taquistoscopio. Para ello, forma 10 pares aleatorios
de sujetos de tal forma que los sujetos de cada par est4n igualados en agudeza visual. Un sujeto
de cada par, seleccionado al azar, recibe una determinada dosis de alcohol. Al cabo de un tiempo
preestablecido se presenta la serie de letras y se registra el niimero de aciertos de cada sujeto.
La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos:

Pares ° 20 3 4 5 & 7 8§ 9 10
Y: con alcohol 2 1 1 3 2 5 1 3 3 2
Y,: sin alcohol 4 3 5 7 g8 5 4 6 4 5

a. (Apoyan los datos la hip6tesis de que la dosis de alcohol administrada reduce el miimero
medio de aciertos? (o = 0,05).

11.6.
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b. (Entre qué limites puede estimarse que se encuentra la diferencia en el nimero de aciertos
con y sin alcohol? (a = 0,05). ‘

Algunos estudios sobre gemelos sefialan que el miembro del par nacido en primer lugar suele
mostrar un comportamiento mas agresivo que el nacido en segundo lugar. Para obtener alguna
evidencia més sobre esto, se ha pasado una escala de agresividad a una muestra aleatoria de 10
parejas de gemelos. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos:

Pares 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Y:1¥gemelo 23 10 15 17 22 25 20 25 .11 16 13 19 21 23 10
Y,: 2° gemelo 7 5 10 12 15 15 12 18 6 9 10 15 4 3 14

Responder a las siguientes preguntas utilizando o = 0,05:

a. (Apoyan los datos la hipétesis de que los gemelos nacidos en primer lugar se muestran mas
agresivos que los nacidos en segundo lugar? °

b. Entre qué limites puede estimarse que se encuentra la diferencia media entre gemelos en
la escala de agresividad utilizada?

¢. ;Cuanto vale el coeficiente de correlacién de Pearson?

d. ;Es estadisticamente significativa la relacion encontrada?

Seguimos con los 15 pares de gemelos del gjercicio anterior. Aunque ya sabemos que el coefi-
ciente de correlacion entre las puntuaciones de los gemelos en agresividad vale 0,39, y que ese
coeficiente de correlacién no alcanza la significacién estadistica (p > 0,10), vamos a intentar
formarnos una idea lo mds exacta posible sobre lo que estd pasando. Para ello:

a. Dibujar el correspondiente diagrama de dispersion.

b. Lanube de puntos del diagrama de dispersiénrevela que hay tres pares de gemelos que po-
drian estar reduciendo sensiblemente el grado de relacion lineal. ; Cudles son esos tres pares?
Dibujar el diagrama de dispersién eliminando esos tres pares.

c. (Cuanto vale el coeficiente de correlacion de Pearson si se eliminan esos tres pares?

d. Es estadisticamente significativo el nuevo coeficiente de correlacién?

Se ha utilizado el coeficiente de correlacién de Pearson para comprobar si la intensidad luminosa
(variable X) estd positivamente relacionada con el rendimiento en una prueba de discriminacién
visual (variable Y). Al valorar la significacién del coeficiente de correlacién en una muestra
aleatoria de 15 sujetos se ha obtenido, para el estadistico del contraste, un valor 7'=1,562. Sa-
biendo que P(T'<1,562) = 0,93 y utilizando un nivel de confianza de 0,99, ;cuél de las siguien-
tes decisiones (y motivos) es correcta?

Rechazar H, porque P(T<1,562) <0,99.

Mantener H, porque P(7'<1,562) > 0,01.

Rechazar H, porque P(T>1,562) <0,01.

Mantener H, porque P (T <1,562) < 0,99.

Rechazar H, porque P(7<1,562)<0,99.

& RS R

En el estudio llevado a cabo en el gjercicio anterior sobre discriminacién visual se ha llegado

a la conclusién de que lo razonable es no rechazar H,. Pero:

a. (Qué hipdtesis estadisticas se estén planteando?

b. Puede afirmarse que existe relacion lineal entre la intensidad luminosay el rendimiento en
la prueba de discriminacion? jPor qué?
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11.8.

En un estudio sobre larelacién entre rigidez y creatividad, un investigador plantea las siguientes
hipétesis: Hy: pyy = 0; Hy: pyy < 0, ¥ en una muestra aleatoria obtiene un estadistico 7= -2.
Sabiendo que P(T>~-2) = 0,98 y utilizando o = 0,05:

a. (Esrazonable rechazar H,? ;Por qué?

b. iSe puede afirmar que las variables est4n linealmente relacionadas?

(Cudles de las siguientes afirmaciones podrian servir como conclusién de los resultados ob-
tenidos en el gjercicio anterior?

a. Lacreatividad no tiene nada que ver con la rigidez.

b. La creatividad depende de la rigidez.

c. Larigidez depende de la creatividad.

d. Las puntuaciones altas en rigidez tienden a ir acompafiadas de puntuaciones altas en creati-
vidad.

e. Las puntuaciones altas en rigidez tienden a ir acompafiadas de puntuaciones bajas en crea-
tividad.

11.10. Al contrastar la hipétesis nula Hy: py, = 0 frente a la alternativa Hy: pyy > 0 se ha obtenido un

estadistico 7= 2,12. Sabiendo que P (T > 2,12) = 0,02, indicar cual de las siguientes afirma-
ciones es verdadera y cual es falsa.:

Con a = 0,03, se mantiene H,.

Con « = 0,01, puede concluirse que X esta relacionada coniY.

Con a > 0,02, se mantiene H,.

Con a < 0,02, se rechaza H,,

Con a = 0,05, puede concluirse que la correlacién entre X e ¥ es mayor que cero.

SRS R

Inferencia con una variable
categorica y una cuantitativa

Trabajar simultaneamente con una variable categdrica y una cuantitativa significa, por
lo general, trabajar con una variable que define grupos (la categérica) y una variable en
la cual se desed comparar los grupos (la cuantitativa). Si la variable categérica tiene
dos categorias y, por tanto, define dog grupos, lo habitual es compararlos mediante la
prueba T de Student para muestras independientes; si la variable categérica tiene
mas de dos categorias y, por tanto, define mas de dos grupos, lo habitual es comparar-
los mediante el analisis de varianza de un factor. Este capitulo se centra en la prue-
ba T;, el analisis de varianza se estudia en el segundo volumen'.

Analizar una variable categérica y una cuantitativa significa analizar dos variables
que se encuentran en métricas distintas. Por tanto, se trata de dos variables que pueden
relacionarse pero no compararse. Ahora bien, al relacionarlas, lo que se est4 haciendo
es comparar en la variable cuantitativa los grupos definidos por la variable categorica:
silos grupos definidos por la variable categérica difieren en la variable cuantitativa, en-
tonces la variable catég(')rica y la variable cuantitativa estédn relacionadas.

La prueba T para muestras independientes, o contraste sobre dos medias indepen-
dientes?, es una técnica de anélisis frecuentemente utilizada para analizar datos. Permi-

! Tanto en el caso de dos grupos como en el de més de dos existen algunos procedimientos alternativos, general-
mente agrupados bajo la denominacién de rno paramétricos, que también se tratan en el segundo volumen.

2 Muestras independientes es sindnimo de grupos aleatorios. Esto implica que se est4 trabajando con dos grupos
de sujetos distintos, aleatoriamente seleccionados de sus respectivas poblaciones. En el capitulo anterior hemos estu-
diado la prueba 7 de Student para muestras relaciornadas. El concepto de muestras independientes (grupos aleatorios)
se contrapone al de muestras relacionadas (un solo grupo de sujetos al que se toman dos medidas o una medida en
dos momentos distintos; ver, en el capitulo anterior, el apartado Muestras relacionadas).
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te averiguar si dos grupos difieren en una variable cuantitativa. Sirve, por ejemplo, pa-
ra comparar en una variable cuantitativa un grupo experimental con un grupo control,
0 para comparar dos colectivos distintos (hombres y mujeres; o fumadores y no fuma-
dores; etc.). Bajo ciertas condiciones, esta herramienta estadistica es la idénea para com-
parar las medias de dos grupos de puntuaciones. Y esto, independientemente de que el
disefio utilizado para obtener esas puntuaciones sea observacional, correlacional o ex-
perimental.

La prueba T de Student para muestras independientes

Tenemos dos poblaciones, Y, e ¥,, con medias By Y By ¥ dos muestras de tamafios #,
y n, seleccionadas aleatoria e 1ndepend1entemente de ésas dos poblaciones. El objeti-
vo del andlisis es contrastar la hipétesis nula de que las dos medias poblacionales son
iguales: By, = By, (0, lo que es lo mismo, My~ By~ 0).

(Como hacer esto? Del mismo modo que la media muestral es el mejor estimador
de la media poblacional, el mejor estimador de la diferencia entre dos medias poblacio-
nales es la diferencia entre las correspondientes medias muestrales Y, - ¥,. Ahora bien,
para que un estadistico permita contrastar una hip6tesis, no basta con que ofrezca in-
formacidn relevante sobre esa hipdtesis, es necesario, ademds, que tenga distribucién
muestral conocida.

Tenemos dos poblaciones. Seleccionando una muestra aleatoria de cada poblacién
y calculando ¥, e ¥, podemos obtener la diferencia ¥, - Y,. El valor de esta diferencia
dependerd, obviamente, de las muestras concretas seleccionadas. Repitiendo el proceso
una vez mds obtendremos un nuevo valor para ¥, - ¥, que sera, probablemente, dife-
rente del anterior. Repitiendo el proceso un ntimero indefinido de veces podremos cono-
cer todos los posibles valores de ¥, - Y,y 1a frecuencia con la que se repite cada uno
de ellos; es decir, podremos conocer la distribucion muestral del estadistico ¥, - 7.

;Cudles son las caracteristicas de esta distribucién muestral? Como ¥, - ¥, es el
resultado de combinar dos variables aleatorias independientes entre si, se verifica que’®

E(Yl—Yz) = E(Yl)—E(Yz) = llyl" p-yz [2.1]
vy, -5) = 0;271_172 = 0}271'*6;‘2 = c‘12:1/”1”1"‘512:'2/"’2

Si las poblaciones muestreadas son normales, también serdn normales las distribucio-
nes muestrales de ¥, y de ¥, (ver Capitulo 6); y puesto que ¥, - ¥, es una combina-
ci6n lineal de Y, e ¥,, también su distribucién muestral ser4 normal.

3 La varianza de la suma de dos variables es igual a la suma de las varianzas individuales més el doble de las cova-
rianzas. La varianza de la resta de dos variables es la suma de las varianzas individuales menos el doble de las co-
varianzas. Si las variables son independientes, las covarianzas valen cero y tanto la varianza de una suma como la
varianza de una resta es igual a la suma de las varianzas individuales.
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Ademés, sabemos por el teorema del limite central que, cualquiera que sea la forma
de las poblacionales originales, las distribuciones muestrales de ¥ , y de ¥, se van apro-
ximando a la distribucién normal a medida que los tamafios muestrales van aumentando.
Y lo mismo ocurre con Y, - ¥,. Por tanto, el estadistico ¥, - ¥, bajo las mencionadas
circunstancias, se distribuye normalmente con el valor esperado y la varianza definidos
en [12.1]. Y si la diferencia entre las medias muestrales 7, -7, ,) se dxstnbuye nor-
malmente, entonces la transformacién

(F-%) - EF-T) _ (-1 - (g - by)

o5 _7 3 3
7,- 7, /
17 Sy, /m + o, /n,

se distribuye N (0, 1). Por tanto, la transformacién Z puede utilizarse, junto con la
distribucion N(0, 1), para conocer las probabilidades asociadas al estadistico (¥, - ¥,)
en su distribucion muestral. Lo cual significa que tenemos todo lo necesario para poder
contrastar hipétesis referidas al pardmetro My, = My,

Pero ocurre que la utilidad del estadlstlco Z propuesto en [12.2] es bastante esca-
sa debido a que exige conocer el valor de las varianzas poblacionales. En el trabajo apli-
cado, raramente se dan situaciones en las que, siendo desconocidas las medias pobla-
cionales (razén por la cual se realiza un contraste de hipétesis sobre ellas), se conozcan
las varianzas. Lo habitual es, més bien, que las varianzas poblacionales sean, al igual
que | las r_I_ledias, desconocidas; en cuyo-caso el error tipico de la distribucién muestral
de Y, - ¥, (el denominador de la ecuacion [12.2]) serd igualmente desconocido y habra
que estimarlo. Veamos cémo hacerlo.

Z =

[12.2]

Asumiendo varianzas poblacionales iguales

Si se asume que las varianzas goblacxonales son iguales (GY cry cy) solo serd nece-
sano estimar un pardmetro (oy). Y dado que los dos estimadores de ese parametro (SY

y S ) son independientes entre si (recordemos que proceden de muestras aleatorias
1ndepend1entes entre sf), lo razonable serd combinar ambos para obtener una tnica esti-
macién de cy (porque la combinacién de ambos permitira obtener una mejor estima-
cién de cf, que la de cada uno por separado). Esta estrategia conduce a

o (n -1)S; + (- 1)y,
¥ —— [12.3]

como estimador insesgado de ci,. Sustituyendo ahora o3 en [12.1] por su estimador en
[12.3] se obtiene

[12.4]
n

2 87 6 ("1‘1)552*("2‘1)5:2(1 1}
= +

Y;-Y,
o2 —
n n, ni+n, -2 L
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como estimador insesgado de cf; _5 - A partir de aqui es facil demostrar (ver, por ejem-

plo, el Apéndice 5 del segundo Volumen) que la transformacién

T %) - (-
T - ¥ 2)A (P'yl l-"yz) [12.5]
071'}72

ya no se aproxima a la distribucion normal, N(0, 1), sino a la distribucién ¢ de Student
con n, + n, — 2 grados de libertad. Por tanto, es posible utilizar la transformacién T
propuesta en [12.5] junto con la distribucién ¢ para conocer las probabilidades asocia-
das al estadistico ¥, - ¥, cuando, desconociendo las varianzas poblacionales, se asu-
me que son iguales y se estiman a partir de la combinacién ponderada de S;l y S;z. En
consecuencia, tenemos todo lo necesario para poder disefiar un contraste de hipotesis
sobre el pardmetro Ry, = Ky,

Ademas, conoc1endo la distribucién muestral del estadistico ¥, ~ ¥, y su error ti-
pico, también es posible construir intervalos de confianza para el pardmetro By = By,
Recordemos (ver ecuacién [7.4] en el Capitulo 7) que la estrategia utilizada para cons-
truir un intervalo de confianza consiste en sumar y restar al estadistico utilizado como
estimador una cantidad que llamamos error mdximo. En el caso de la diferencia entre
dos medias,

ICI“YI"uYzI = IYl - Y2| iEméx
La cantidad E,;, se obtiene a partir del error tipico del estimador, intentando abarcar
un érea de la distribucién muestral tal que la probabilidad de encontrar valores dentro
de ella valga 1 - a. En consecuencia:

e |Y Y| £l m-21-a2 07-F, [12.6]

[y~ byl

El Cuadro 12.1 ofrece un resumen del contraste sobre dos medias independientes, in-
cluido el calculo del nivel critico y del intervalo de confianza.

Cuadro 12.1. Resumen del contraste de hipdtesis sobre dos medias independientes asumiendo que
las varianzas poblacionales son iguales (prueba T de Student para muestras independientes)

* Generalmente &, = 0, pues la hip6tesis nula que habitualmente interesa contrastar es si las medias poblacionales
son iguales. Por tanto, By~ By ™ k, serd, generalmente, Ky, = By~ 0, lo cual equivale a By, ™ By,-

Capitulo 12. Inferencia con una variable categdrica y una cuantitativa 343

20 Supu St0S: dos muestras dé tamafios n1 y n2 seleccxonadas aleatoria e mdepen—
“dientemente de dos pob]acmnes norrna]es cuyas vananzas desconoc1das se asu—

men 1guales ’ : , K
‘3 Estadzstzco del contraste (basado en [12 4] y [12 5]
k (Y )ff(u Hu)
Rl 127
47 {my 1)Sy+(nz 1)Sy2 s
:* 4 Dzsmbuczon muestral Tse dlstrlbuye segun’ ’1 (con gl n,+n2 2) Lospun- :
- to§ ‘criticos estan tabu]ados en la Tabla E del Apendlce ﬁnal : :
5.0 Zonacrztzca': R i B S R
a. Contraste bllateral T< . an y T g, 1-an* o
i b Contraste umlateral derecho- T= tg, e .
e Contrasteumlateral 1zqu1erdo. T< z,
6 Regla de deczszon rechazarH0 s1 el estadlstlco Tcae en la zona cntlca en caso ,
. 7. contrario, mantenerla ; ‘
7. Nivel crmco (valor p) - ; e
oan Contraste bllateral" p 2[P(T> [T,,|)] sxendo T,Z el valor concreto que toma
- elestadistico T, - :
- b. Contraste umlateral derecho p P(T > T,,)
o 'c.“‘Contraste umlateral 1zqulerdo p P(T < T,,) ol
8

: Infemalgdeconfanza ICIu —p,. [Y Y] :l: n+n2 51 m/Z GY; Yz“

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras independientes asumiendo que
las varianzas poblacionales son iguales

Un educador cree que, con entrenamiento adecuado, los nifios con problemas percepti-
vos pueden mejorar su rendimiento, en preguntas del test Raven (V) que habitualmente
no resuelven por carecer de las estrategias adecuadas. Para obtener alguna evidencia

3 Puesto que, generalmente, la hip6tesis nula afirmara &, =0, la expresion By, ~ Ry, desaparecer4 del numerador del
estadistico 7. Esto serd asf incluso en los contrastes unilaterales con H,: e Hy: My, Ry, pues, segilin se ha
explicado ya en el Capitulo 8, el modelo estadistico en el que se basa un contraste de hxpétesm se define a partir del
signo “=” presente en H,. Por otro lado, cuando los tamafios muestrales son iguales (1, = n, = n), ¢l denominador
de [12.7] se reduce a

857, = | Sp.+Sp)/n [12.8]
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sobre esto ha seleccionado una muestra aleatoria de 20 nifios con problemas perceptivos
vy los ha repartido, también aleatoriamente, en dos grupos. A un grupo (experimental)
lo ha entrenado durante dos meses en tareas de percepcion de formas; el otro grupo no
harecibido entrenamiento (control). Terminado el entrenamiento, ha pasado a todos los
sujetos el test Raven para obtener una medida de su rendimiento individual. La Tabla
12.1 muestra los resultados obtenidos. ;Permiten estos datos afirmar que los sujetos
entrenados rinden en el test Raven mejor que los sujetos no entrenados? (o = 0,05).

Tabla 12.1. Resultados del test Raven

Grupos Sujetos n; Y; S Y,

1= Experimental 64 63 74 65 74 85 78 76 69 70 10 71,8 696
2= Control 60 62 70 61 67 70 64 71 60 63 10 64,8 434

Tenemos una variable categorica (grupo) con dos niveles (1= «experimental», 2 = «con-
trol») y una variable cuantitativa (¥ = «puntuaciones en el test Raven») en la cual se de-
sea comparar los grupos. Por tanto, tenemos una situacion susceptible de ser analizada
mediante la prueba T para muestras independientes:

1. Hipotesis: H,: By < By,
Hipy > Wy,

Se estd planteando un contraste unilateral derecho porque la expectativa del educa-
dor es que los sujetos entrenados (grupo 1 o experimental) mejoren sus puntuaciones
en el test Raven, es decir, obtengan mejores puntuaciones que los sujetos no entre-
nados (grupo 2 o control).

2. Supuestos: asumimos que las puntuaciones en el test Raven se distribuyen normal-
mente en las dos poblaciones; desconocemos las varianzas poblacionales pero asu-

mimos que son iguales; las muestras se han seleccionado de forma aleatoria e inde-
pendientemente una de otra.

3. Estadistico del contraste (ver ecuaciones [12.7] y [12.8]):

o (71,8 - 64,8) - 0 _ (718-648) -0 _ . 5793 270
\& 9(6,96)2 + 9(4’34)2 _1— . _1_) \J 6,962 + 4,342 >
10+10-2 10 10 10

4. Distribucion muestral: T se distribuye segin ¢t con gl=n,;+n,~2=10+10-2=18.
5. Zona critica (buscamos en la Tabla E del Apéndice final): T2 f4 495 = 1,734.

6. Decision: como 2,70 > 1,734, se rechaza H,. Se puede concluir que el promedio de
los sujetos entrenados (grupo 1 o experimental) es significativamente més alto que
el de los sujetos no entrenados (grupo 2 o control).
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7. Nivel critico: p= P(T > 2,70) <0,01.
8. Intervalo de confianza (6171 7= 2,593 ; denominador del estadistico T):
Cluyl“uyzi =1~ * by wmy-2,1-02 617,-172 = [71,8-64,8] g 097 6;]472 =
: 7+2,101(2,573) = 7+545 = (1,55; 12,45)

It

Estimamos, con una confianza del 95%, que los sujetos que reciben entrenamiento
en percepeidn de formas punt@an en el test Raven, en promedio, entre 1,55y 12,45
puntos mas que los que no lo reciben.
El hecho de que el intervalo de confianza sea poco preciso (aproximadamente -
11 puntos de amplitud) se debe a que las muestras son muy pequefias. Ya sabemos
(ver Capitulo 7) que aumentando el tamafio muestral es posible aumentar la preci-
"sién del intervalo (hacerlo més estrecho).

No asumiendo varianzas poblacionales iguales

Para que el estadistico 7 se distribuya segtin el modelo de probabilidad ¢ es necesario
trabajar con muestras seleccionadas aleatoria e independientemente de poblaciones
normales con varianzas iguales (recordemos que estas condiciones est4n en el origen
de la obtencion del estadistico).

En relacion con el supuesto de independencia vale lo ya dicho en el Capitulo 9 a
propésito de la prueba 7 para una muestra. Unicamente hay que afiadir que las observa-
ciones de un grupo han de ser independientes tanto de las restantes observaciones de su
mismo grupo como de todas las observaciones del otro grupo.

Por lo que se refieré al supuesto de normalidad, su incumplimiento no acarrea con-
secuencias relevantes sobre las conclusiones del contraste si los tamafios muestrales son
razonablemente grandes. En relacion con esto también sirve lo dicho en el Capitulo 9
a propdsito de la prueba T para una muestra; basta con sustituir “el tamafio muestral”
por “la suma de los tamafios muestrales”.

En lo relativo al supuesto de homocedasticidad (varianzas poblacionales iguales)
las cosas no son tan favorables. Si los tamafios muestrales son iguales y el supuesto de
normalidad no se incumple, el estadistico 7 ofrece un corportamiento aceptable incluso
con varianzas poblacionales muy diferentes (ver Ramsey, 1980). Pero si, aun siendo
normales las poblaciones originales, los tamafios muestrales son muy distintos, asumir
que las varianzas poblacionales son iguales cuando de hecho no lo son puede conducir
a conclusiones equivocadas (ver, por ejemplo, Boneau, 1960).

Para decidir si es o no razonable asumir que las varianzas poblacionales son iguales,
lo habitual es contrastar 1a hipotesis nula de igualdad de varianzas (este contraste se des-
cribe en el Apéndice 12, al final del capitulo); si se rechaza esta hipétesis, no podra asu-
mirse que las varianzas poblacionales son iguales. No obstante, incluso cuando no puede
asumirse que las varianzas poblacionales son iguales, todavia es posible utilizar una ver-
sién de la prueba T" (la llamaremos 7"’) que permite contrastar la hipétesis de igualdad
de medias sin pérdida de precision.
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Sino puede asumirse que las varianzas poblacionales son iguales, no tiene sentido
realizar una tnica estimacién de las mismas a partir de la combinacién ponderada de los
dos estimadores disponibles (S;1 y Sé ). Lo razonable sera, més bien, utilizar cada uno
de ellos como estimador de la varianza de su propia poblacién (James, 1951; Welch,
1938), es decir:

2 a2 2 2
A2 GY GY SYI SYZ 12.9
AR G G [12.9]
TR non n By

Con esta nueva estimacién de la varianza de ¥, - 7, es posible definir un nuevo esta-
distico al que llamaremos 7' para distinguirlo de T

B (i;l - }72) - (P'Yl - HYZ) _ (Fl - ?2) - (]—lyl - l-"yz)

65 _ 5 (2 2
1 -Y, Syl/nl + SYz/”z

La diferencia entre T'y T’ est4 (inicamente en la forma de estimar el error tipico del de-
nominador. Pero justamente esa diferencia es la que genera un problema, pues es lares-
ponsable de que la distribucién muestral de T’ no sea la misma que la de 7. No obstante,
se trata de un problema poco importante porque contamos con algunos procedimientos
que permiten conocer de forma aproximada la distribucién muestral de 7.

Los primeros intentos de obtener la distribucion de 7' fueron iniciados por Beh-
rens y continuados por Fisher (de ahi que el problema de la heterogeneidad de varian-
zas se conozca en estadistica como el problema Behrens-Fisher). Pero las soluciones
précticas fueron aportadas por otros. Entre éstas, la de Welch (1938) es la que ha aca-
parado las preferencias de los expertos® (y, ademds, es la que incorpora el SPSS).

En la solucién propuesta por Welch, el estadistico 7 sigue siendo una variable
distribuida segun la 7 de Student, pero con un niimero desconocido de grados de libertad.
La solucién pasa por estimar los grados de libertad (g/") que corresponden a la distri-
bucién de T’ mediante’

'

[12.10]

(S}%l/nl * S;z/nz )&

= [12.11]
(S /m)*/ (n=1) + (S7./n)*/ (m, = 1)

g’

El resultado obtenido para gi’ se redondea al entero més préximo. Se obtienen asi unos
grados de libertad comprendidos entre un minimo y un méximo conocidos: el minimo
es el valor mas pequefio de n, ~ 1 y n, - 1; el maximo, r, +n, - 2.
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El estadistico 7" y su distribucién muestral (la distribucion ¢ de Student con los gra-
dos de libertad corregidos mediante [12.11]) sirven para contrastar la hipétesis de igual-
dad de medias siguiendo los mismos pasos que en el contraste que ya hemos resumido
en el Cuadro 12.1. Lo unico que hay que hacer es sustituir 'por 7"y g/ por gl’. Y para
construir el intervalo de confianza hay que tener en cuenta que el error tipico de la dife-
rencia entre las medias muestrales (6171 -7, ) ha cambiado; ya no se obtiene a partir de
[12.4], sino a partir de [12.9].

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras independientes no asumiendo
que las varianzas poblacionales son iguales

La Tabla 12.2 muestra los datos obtenidos en un estudio obre la relacién entre el peso
de los nifios al nacer (¥) y el hecho de que la madre haya fumado o no durante la gesta-
ci6n. De los 122 nifios incluidos en el estudio, 37 pertenecen a una muestra aleatoria de
madres fumadoras y 85 a una muestra aleatoria de madres no fumadoras. ;Permiten es-
tos datos afirmar que el peso medio de los recién nacidos de madres fumadoras es menor
que el peso medio de los recién nacidos de madres no fumadoras? (o = 0,05).

Tabla 12.2. Descriptivos referidos al peso de 122 recién nacidos

Nal|

S,

Grupo n; Y,

1. Madres fumadoras 37 2,67 0,45
2. Madres no fumadoras 85 3,14 0,59

Se trata de un disefio con una variable ca tegérica (grupo) con dos niveles (1 = “madres
fumadoras”, 2 =“madres no fumadoras™) y una variable cuantitativa (peso al nacer) en
la cual queremos comparar los grupos. Se trata, por anto, de datos susceptibles de ser
analizados con la prueba T para muestras independientes:

1. Hlpétesis? Ho: py 2 By, Hi: Hy, < Hy,-
Contraste unilateral izquierdo. La hip6tesis alternativa afirma que el peso medio de

los recién nacidos de madres fumadoras es menor que el de los recién nacidos de
madres no fumadoras.

2. Supuestos: tenemos dos muestras aleatoria e independientemente seleccionadas de
sus respectivas poblaciones. Los tamafios muestrales son lo bastante grandes como
para pasar por alto el supuesto de normalidad. No asumimos varianzas poblacio-
nales iguales.

P ) ) 3. Estadistico del contraste (ver ecuacién [12.10]):
Al parecer, Satterthwaite (1946) lleg6 de forma independiente a la misma solucién propuesta por Welch. ;

"El propio Welch (1947) ha propuesto una ligera modificacién de [12.11] que podria ofrecer una solucién mas

exacta para g/’ (ver, por ejemplo, Pardo y San Martin, 1998, pag. 199). No obstante, la diferencia entre ambas so-
luciones suele ser mas bien insignificante.

Q267-314)-0  _ 047 _
J0,452/37 < 0,597/85 0098

T =
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4. Distribucion muestral: T' se distribuye segin g’ = 89 (ecuacion [12.11]).

= 88,74

gl = (0,45%/37 +0,59%/ 85)*
(0,45%/37)2/36 + (0,59%/85)/ 84

5. Zona critica (buscamos en la Tabla E del Apéndice final): T < #4505 = —1,662.

6. Decision: como -4,80 < -1,662, se rechaza H,. Por tanto, puede afirmarse que los
promedios poblacionales comparados son distintos: el peso medio de los recién
nacidos de madres fumadoras es menor que el de los recién nacidos de madres no
fumadoras.

.7. -Nivel critico: p= P(T" < -4,80) <0,005.

8. Intervalo de confianza (6171 7= 0,098 ; denominador del estadistico T"):

IC = |Y1 - Y2| * tgl'; 1-a/2 6}71-;'2 = }2367-3914| = t89; 0,975 6i1—?2 =

|liyl"l"-yz|

I

0,47 + 1,986(0,098) = 0,47 = 0,19 = (0,28; 0,66)

No sabemos cul es, en la poblacién, la diferencia exacta entre el peso medio de los
recién nacidos de madres fumadoras y de madres no fumadoras, pero estimamos,
con una confianza del 95%, que se encuentra entre 280 y 660 gramos.

La prueba T de Student para muestras independientes con SPSS

El SPSS incluye, ademds de los dos estadisticos T estudiados en este capitulo (T para
cuando puede asumirse que las varianzas poblacionales son iguales y 7' para cuando
no puede asumirse tal cosa), la prueba de Levene sobre igualdad de varianzas, la cual
permite decidir si es 0 no razonable asumir que las varianzas poblacionales son iguales
y, consecuentemente, si debe utilizarse una u otra versién del estadistico 7.

Estos contrastes estan disponibles en la opcién Comparar medias > Prueba T para
muestras independientes del ment Analizar. La lista de variables del cuadro de didlogo
principal contiene un listado con las variables numéricas y de cadena corta del archivo
de datos. Para llevar a cabo un contraste con las especificaciones que el procedimijento
tiene establecidas por defecto:

1. Seleccionar la variable (o variables) cuantitativa en la cual se desea comparar los
grupos vy trasladarla a la lista Contrastar variables. A esta lista Unicamente pueden
trasladarse variables con formato numérico. Cada variable seleccionada genera un
contraste, y cada contraste incluye, ademds de algunos estadisticos descriptivos, las
dos versiones del estadistico del contraste (7'y 7) junto con sus correspondientes
niveles criticos (valores p) e intervalos de confianza.

2. Seleccionar la variable categérica que define los dos grupos que se desea comparar
y trasladarla al cuadro Variable de agrupacion. Esta variable puede tener formato nu-
mérico o de cadena corta.
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Tras seleccionar la variable de agrupacion, aparecen junto a etla dos interrogan-
tes entre paréntesis que avisan de la necesidad de informar de los codigos (valores)
que identifican a los dos grupos que se desea comparar (es necesario indicar estos
cédigos incluso aunque la variable de agrupacién seleccionada solo tenga dos valo-
res). Para definir estos cddigos, pulsar el boton Definir grupos. ,

Si la variable de agrupaci6n es categorica, los cddigos que definen los dos gru-
pos que se desea comparar deben introducirse en los cuadros de texto Grupo 1y Gru-
po 2 de la opcidn Usar valores especificados. Los casos que posean otros c6digos se-
rén excluidos del andlisis. Si la variable de agrupacién es una variable con formato
de cadena, es muy importante tener en cuenta que los cédigos deben introducirse
de forma exacta (vigilando la presencia de espacios, las maytsculas y mintsculas,
etc.). Si se desea utilizar como variable de agrupacién una variable cuantitativa, la
opcidén Punto de corte permite introducir un valor como punto de corte para definir
dos grupos: los casos con puntuacién igual o mayor que el punto de corte formaran
un grupo; el resto de los casos formaran el otro grupo (esta opcién no esté disponi-
ble si se elige una variable con formato de cadena como variable de agrupacion).

El boton Opciones del cuadro de didlogo principal ofrece la posibilidad de controlar al-
gunos aspectos del analisis. La opcion Intervalo de confianza: k% permite establecer, en
escala porcentual, el nivel de confianza (1 - o) con el que se desea construir el intervalo
de confianza para la diferencia de medias. El valor de & es, por defecto, 95, pero es posi-
ble introducir cualquier otro valor comprendido entre 0,01 y 99,99.

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras independientes con SPSS

Este ejemplo muestra c6mo contrastar hip6tesis sobre dos medias independientes utili-
zando el procedimiento Prueba T para muestras independientes: Se basa en los datos de
la Tabla 12.1, los cuales corresponden a una muestra de 20 nifios con problemas percep-
tivos, la mitad de los cuales ha recibido entrenamiento para mejorar sus puntuaciones
en el test Raven. Los datos se encuentran en el archivo Tabla 12.1 test raven, el cual
puede descargarse de la pagina web del manual

El objetivo del anélisis es comparar los promedios de ambos grupos en el test Ra-
ven. Y esto es lo que haremos enseguida contrastando la hip6tesis de igualdad de me-
dias con la prueba T'para muestras independientes. Pero, antes, debemos formarnos una
idea lo més exacta posible sobre las caracteristicas de los datos que vamos a analizar.
Esto, ya lo sabemos, se consigue aplicando herramientas descriptivas. Entre ellas, los
diagramas de caja contienen toda la informacién relevante sobre una variable cuantita-
tiva, pues no solo informan de las tres caracteristicas basicas de una distribucién (centro,
dispersién y forma de la distribucién), sino que permiten detectar la posible presencia
de casos andmalos. Para obtener estos diagramas:

> Seleccionar la opcién Generador de graficos del ment Gréficos y, en la pestafia Ga-
leria, seleccionar la opci6én Diagrama de caja y, a la derecha, seleccionar el primero
de los gréficos propuestos.
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> Arrastrar la variable grupo al eje horizontal y la variable raven al eje vertical (para
poder llevar la variable grupo al eje horizontal es necesario que tenga asignado un
nivel de medida nominal u ordinal).

Aceptando estas selecciones se obtiene el diagrama de cajas que muestra la Figura 12.1.
Para interpretar correctamente este grafico prestamos atencion a cuatro detalles (en caso
necesario, revisar, en el Capitulo 4, el apartado Diagrama de caja): (1) €l centro de la
distribucién: linea horizontal del interior de las cajas; (2) la dispersién de la distribu-
cion: altura de las cajas y longitud de los bigotes; (3) la forma de la distribucion:
longitud de los bigotes (la misma o distinta), ubicacion de los casos atipicos (en una o
en las dos colas); y (4) la posible presencia de casos atipicos. Las cajas del ejemplo
indican que el centro (mediana) del grupo experimental es mayor que el del grupo con-
trol; que la dispersién del grupo experimental es mayor que la del control, aunque en
ambos casos se trata de distribuciones poco dispersas (ningtn bigote se extiende hasta
su limite); en ninguno de los dos grupos se observan asimetrias evidentes; y tampoco
se observan casos atipicos.

Figura 12.1. Diagramas de caja correspondientes a los datos de la Tabla 12.1

o
S

8
i

4

Puntuaclones en ef test Raven
2]
1

T ¥
Experimental Contro|
Grupo de entrenamiento

Los promedios observados son distintos. La cuestién que hay que resolver ahora es si
son lo bastante distintos como para poder afirmar que los correspondientes promedios
poblacionales también lo son. Para ello:

> Seleccionar la opcién Comparar medias > Prueba T para muestras independientes del
ment Analizar para acceder al cuadro de didlogo Prueba T para muestras indepen-
dientes y trasladar la variable raven a la lista Contrastar variables y la variable grupo
al cuadro Variable de agrupacién.

>  Pulsar el boton Definir grupos e introducir los codigos 1y 2 en los cuadros de texto Gru-
po 1y Grupo 2. Pulsar ¢l botén Continuar para volver al cuadro de didlogo principal.

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 12.2
y 12.3. La Tabla 12.2 contiene informacién descriptiva sobre la variable cuantitativa
(puntuaciones en el test Raven); esta informacién se ofrece para cada grupo: niimero de
casos validos, media, desviacion tipica y el error tipico de la media (el error tipico de
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la media de cada grupo se obtiene dividiendo su desviacién tipica por la raiz cuadrada
de su tamafio muestral).

Tabla 12.2. Estadisticos descriptivos del procedimiento Prueba T para muestras independientes

Puntuaciones en el test Raven

Grupo de entrenamiento N Media Desv. tipica | Error tip. de la media
Experimental 10 71,80 6,96 2,20
Control 10 64,80 4,34 1,37

La Tabla 12.3 ofrece, en primer lugar, un contraste de la hipétesis de igualdad de va-
rianzas basado en el estadistico I de Levene (ver Apéndice 12). El resultado de este
contraste sirve para decidir si puede o no asumirse que las varianzas poblacionales son
iguales: si la probabilidad asociada al estadistico de Levene (sig.) es menor que 0,05,
habra que rechazar la hipétesis de igualdad de varianzas y, consecuentemente, no podra
asumirse que son iguales.

A continuacién aparece el estadistico 7 (¥), sus grados de libertad (g/), el nivel cri-
tico bilateral o valor p (sig.; el nivel critico unilateral se obtiene dividiendo entre 2 el
bilateral), la diferencia observada entre las medias de ambos grupos, el error tipico de
esa diferencia y los limites del intervalo de confianza para la diferencia entre las me-
dias poblacionales (calculado al 95%). Todo esto esta calculado tanto para el caso de
varjarzas poblacionales iguales (linea encabezada se han asumido varianzas iguales)
como para el caso de varianzas poblacionales distintas (linea encabezada no se han
asumido varianzas iguales). '

La probabilidad asociada al estadistico de Levene (sig. = 0,145 > 0,05) no permite
rechazar la hipdtesis de igualdad de varianzas® y, por tanto, puede asumirsga_ué las va-
rianzas poblacionales son ignales. En consecuencia, para contrastar la hipétesis de igual-

Tabla 12.3. Resumen del procedimiento Prueba T para muestras independientes

Puntuaciones en el test Raven

Prueba de
Levene para
la igualdad
de varianzas Prueba T para la igualdad de medias
95% Intervalo de
Error tip. conf;'fxfnza para la
Sig. Diferencia dela iterencia
F Sig. t gl (bilateral) | de medias | diferencia | inferior | Superior
Se han asumido )
varianzas iguales 2,03 71 2,70 18 ,015 7,00 2,59 1,55 12,45
No se han asumido 270 | 15,08 016 7,00 259 | 148 | 1252
varianzas iguales

& Al hacer este mismo ejemplo aplicando la ecuacién [12.7] hemos optado por asumir varianzas poblacionales igua-
les (Jo cual no suele ser un problema cuando los tamafios muestrales son iguales). El resultado de la prueba de Leve-
ne indica que, con estos datos, efectivamente no hay problema en asumir varianzas poblacionales iguales.
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dad de medias nos fijaremos en los resultados de la fila encabezada asumiendo varian-
zas iguales: el estadistico ¢ vale 2,70 y tiene asociado un nivel critico bilateral de 0,015
(el unilateral vale la mitad). Puesto que el nivel critico {0,015/2 = 0,0075; no olvidar
que estamos planteando un contraste unilateral) es menor que 0,05, se puede rechazar
la hipé6tesis nula de igualdad de medias y concluir que la media en el test Raven de los
sujetos entrenados es mayor que la de los sujetos no entrenados.

No debe olvidarse que esta afirmacion se refiere a las medias poblacionales (para
ver si las medias muestrales son distintas no es necesario hacer ninglin contraste). Y
puesto que estamos afirmando que las medias poblacionales no son iguales, lo intere-
sante es poder estimar cuénto vale la diferencia. Precisamente para esto es para lo que
sirve el intervalo de confianza: podemos estimar, con una confianza del 95%, que la di-
ferencia entre las medias poblacionales de ambos grupos se encuentra entre 1,55y 12,45
puntos. El hecho de que el valor cero no se encuentre entre los limites del intervalo tam-
bién permite rechazar la hipétesis de igualdad de medias.

Apéndice 12

El contraste sobre igualdad de varianzas

Existen diferentes procedimientos’ para contrastar la hipétesis de que dos varianzas poblacionales
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Si las varianzas poblacionales son iguales, las medias muestrales de las puntuaciones diferen-
ciales definidas en [12.13] serdn parecidas; si las varianzas poblacionales son distintas, las me-
dias muestrales de esas puntuaciones diferenciales seran distintas. Por tanto, si el estadistico 7"
lleva al rechazo de la hip6tesis [12.14], no podré asumirse que las varianzas poblacionales son
iguales. :

Hasta ahora, en todo momento hemos hablado de la heterogeneidad de varianzas como de
algo relacionado con la prueba T sobre diferencia de medias y, por tanto, como algo poco desea-
ble. Pero lo cierto es que la heterogeneidad de varianzas puede constituir, ella misma, un resul-
tado empirico relevante. Esto significa que, en ocasiones, el estudio de la variabilidad puede ser
un fin en si misma y no solamente un paso previo para la comparacion de medias (ver, por ejem-
plo, Bryk y Raudenbush, 1988). Imaginemos que se quiere evaluar el nivel de desarrollo cogni-
tivo de dos grupos de nifios que han seguido programas de instruccién diferentes. Para determinar
cuél de los dos grupos ha alcanzado, en promedio, mayor nivel de desarrollo, bastar4 con com-
parar las medias de ambos grupos con alguno de los procedimientos ya estudiados. Pero esta for-
ma de proceder estaria pasando por alto una cuestién de cierta importancia: podria ocurrir que
uno de los métodos consiguiera incrementar el nivel de desarrollo de forma generalizada (todos
los nifios mejoran su nivel de desarrollo) y que el otro método consiguiera el mismo objetivo con
solo unos pocos nifios, aunque de forma més marcada. Estas diferencias entre ambos métodos
no quedarian reflejadas en las medias, pero si en las varianzas, por lo que (nicamente acompa-
fiando el contraste de medias con un contraste de varianzas podriamos obtener informacion sobre
lo que esta ocurriendo.

soniguales. Uno de los mas simples, debido a Levene (1960), consiste en transformar los valores E J erci Ci 0s ) L
originales ¥; (J se refiere al j-ésimo grupo: j = 1, 2; i se refiere al i-€simo sujeto; por tanto: { = -

1,2, ..,n cuandoj=1; i=1,2, .., n, cuando j = 2) en puntuaciones diferenciales en valor ‘

absoluto: 12.1. Con el fin de estudiar el posible efecto del tipo de instrucciones sobre la ejecucién de una tarea

byl = 1%, 1) ' [12.12]

Se obtienen asi unas nuevas puntuaciones que reflejan el grado de variabilidad presente en cada
muestra (cuanto mayor sea la varianza de una muestra, mayores serdn los valores absolutos de
¥;y mayor, en consecuencia, su media). Sobre esas puntuaciones se aplica el estadistico T sobre
diferencia de medias (ecuacién [12.6]) para contrastar, a partir de

se ha seleccionado aleatoriamente una muestra de 13 sujetos. Cinco de ellos han realizado la
tarea tras recibir instrucciones breves y sencillas (grupo 1); el resto, tras recibir instrucciones
largas y explicitas (grupo 2). Asumiendo que las poblaciones muestreadas se distribuyen normal-
mente y con la misma varianza, ;qué puede concluirse acerca del efecto del tipo de instrucciones
sobre la ejecucién de la tarea? (o = 0,05).

n Grupos Sujetos n; 1;1 Sr/

- 1 - 1

7l ==X n v nml ==Xl [12.13] 1 1 3 6 7 8 505 2%
S 2 2 3 05 6 5 8 9 8§ 4 8 6 214

la hipétesis de que ambas muestras proceden de poblaciones con la misma media, es decir,

Hy: Byt ™ Bl [12.14]

12.2.

Existe evidencia empirica que apoya la hipétesis de que las mujeres que han sufrido algin tipo
de abuso sexual en la infancia desarrollan en la edad adulta ciertas pautas de comportamiento
quereflejan la presencia de secuelas importantes derivadas del abuso experimentado. Entre otras
cosas, son mas ansiosas que las mujeres que no han sufrido tal abuso y muestran con frecuencia

% Ver, por ejemplo, O’Brien (1981). En Conover, Jhonson y Jhonson (1981) se comparan 60 procedimientos dife-
rentes para contrastar la igualdad de varianzas. La prueba F cldsica sobre igualdad de varianzas (Hartley, 1940, 1950)
puede consultarse en Pardo y San Martin (1998, pags. 214-215).

sintomas depresivos y fébicos. Nada se sabe, sin embargo, sobre su conducta de affontamiento.
Para estudiar esto 1ltimo se han formado dos grupos: uno de mujeres en cuyo historial clinico
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12.3.

12.4.

12.5.

12.6.

existe algin episodio de abuso sexual y otro de mujeres sin la presencia de tales episodios. Tras
evaluar en ambos grupos la respuesta de afrontamiento se han obtenido los siguientes resultados:

Grupo 271 S? n;
1 = Con abuso 39,5 20 20
2 = Sin abuso 430 15 60

¢Se puede afirmar, con a = 0,01, que las mujeres que sufren algiin tipo de abuso sexual (grupo
experimental) puntian en afrontamiento mas bajo que las mujeres que no han sufrido tal abuso?

Un investigador cree que los introvertidos y los extravertidos se diferencian en la resistencia
de unos y otros a experimentar el sindrome de indefensién aprendida (déficit cognitivo, motiva-
cional y afectivo que aparece en ocasiones tras una experiencia aversiva inevitable). Para com-
probarlo, ha presentado una tarea de resolucién de problemas a una muestra de 22 introvertidos
y aotra de 16 extravertidos. La peculiaridad de estos problemas es que no tienen solucién. Tras
esto, todos los sujetos pasan por una nueva situacién en la que se les presenta un conjunto de
problemas parecidos a los anteriores pero con la diferencia de que éstos si tienen solucién. La
expectativa del investigador es que los sujetos que hayan creado indefension en la primera tarea
rendiran, en la segunda, peor que los sujetos que no la hayan creado. El investigador anota el
nimero de problemas resueltos por cada sujeto en la segunda tarea y obtiene una media de 3,5
y una desviacién tipica de 1,8 en el grupo de introvertidos, y una media de 6,3 y una desviacién
tipica de 3,2 en el de extravertidos. Con estos resultados y utilizando o = 0,05, ;puede concluir-
se que los introvertidos y los extravertidos difieren en su resistencia a experimentar indefensién?

Un educador cree que el orden en el que se presentan las preguntas de un examen afecta al rendi-
miento de los sujetos. Para obtener alguna evidencia sobre su sospecha, ha seleccionado un con-
junto de preguntas y las ha ordenado por su nivel de dificultad estimado. Basindose en esta
ordenacién, ha preparado dos exdmenes: el primero (4) con las preguntas ordenadas en dificul-
tad creciente y el segundo (B) con las preguntas ordenadas en dificultad decreciente. Ha divi-
dido aleatoriamente una clase de 20 sujetos en dos grupos de 10 y a uno de ellos le ha pasado
el examen A4 y al otro el B. Los resultados obtenidos se ofrecen en la siguiente tabla. ;Puede con-
cluirse, con a = 0,05, que el orden de las preguntas afecta al rendimiento en el examen?

Examen Sujetos Suma
4 82 78 83 95 90 65 90 T5 72 70 800
B 72 68 78 66 75 55 60 56 80 70 680

Ellos ejercicios 12.1 al 12.4 se han aplicado contrastes de hipdtesis basados en la prueba T'para
muestras independientes. La distribucién muestral del estadistico T se aproxima a la distribu-
cién ¢ cuando las muestras proceden de poblaciones normales o cuando los tamarfios muestrales
son lo suficientemente grandes. En los cuatro ejercicios hemos asumido que estdbamos traba-
jando con poblaciones normales. ;Es correcto asumir normalidad en los cuatro casos?

(Entre qué limites puede estimarse, con a = 0,05, que se encuentra la diferencia en el afronta-
miento medio de los dos grupos de mujeres del ejercicio 12.2? ; Qué puede hacerse para mejorar
la precisién dei intervalo?
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12:7. Al contrastar H,: Ky~ By, < 0 frente a H;: By~ Hy, > 0 se ha obtenido, para el estadistico del

12.8.

12.9.

contraste 7, un valor de -2. Sabiendo quc P(7'< -2) = 0,045 y utilizando a = 0,05:

a. ;Qué decisién debe tomarse sobre H,? R

b. (Porqué? ()-2<0,05 ()0,045<0,05 ( )0,955>0,05 ( )0,955 > 0,95.
c. (A partir de qué nivel de significacién podria rechazarse H,? '

Un investigador afirma que, entre los jovenes de 15 a 20 afios, las chicas fuman mas que los chi-
cos. Tras administrar una encuesta a una muestra aleatoria de 100 jévenes y registrar el numero
de cigarrillos/dia informado, ha puesto a prueba Hj;: Hompjeres S Mombres ITENE & 1 Hrnigeres ™ hombres
¥ ha obtenido una diferencia tipificada 7= 1,984. La siguiente tabla recoge algunos valores de
la distribucién muestral del estadistico 7 :

T 0,526 0,845 1,290 1,660 1,984 2,365 :2,626

F(T)|H, 0,700 0,800 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995
En este escenario, y con o = 0,01, ;cual de las siguientes decioiones es correcta?
Rechazar A, porque 1,984 > 1,660.

Mantener H, porque 1,984 > 1,660.

Rechazar H, porque P (7> 1,984) < 0,01.
Mantener H, porque P (7> 1,984) < 0,01.
Rechazar H, porque 1,984 cae en zona critica.

® AR SR

En un estudio se ha obtenido 7= 7,3. Sabemos que P(T< 7,3) = 0,025. Si el contraste s uni-
lateral derecho, esto significa que (decidir qué afirmaciones son correctas): ‘
Hay que rechazar H,,.

La probabilidad de que H, sea verdadera vale 0,025.

Lo razonable es mantener H,,.

Podemos rechazar H, con una probabilidad de equivocarnos de 0,025.
Al mantener H, siendo verdadera, la probabilidad de equivocarnos vale 0,025 como minimo.

&AL >R
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Tabla A

Numeros aleatorios
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Tabla B

Distribuciones binomiales

Tabla B (continuacion)

Probabilidades acumuladas hasta #, = “nimero de éxitos” en cada distribucion B (#, ,),

= <,

con n = “nimero de ensayos” y n, = “probabilidad de éxito”
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Tabla B (continuacion) ) : Tabla B (continuacién)

0,463 0,206 0,035 0,005 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0,549 0,167 0,035 0,005 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0816 0,398 0,127 0,027 0,004 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
0944 0,648 0297 0,091 0,018 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000
0,987 0,836 0,515 0217 0,059 0,009 0,001 0,000 0,000 0,000
0,998 0,939 0,722 0403 0,151 0,034 0,004 0,000 0,000 0,000
1,000 0982 0,869 0,610 0,304 0,095 0,015 0,001 0,000 0,000
1,000 099 0950 0,787 0,500 0213 0,050 0,004 0,000 0,000
1,000 0,999 0985 0905 0,69 0,390 0131 0,018 0,000 0,000
1,000 1,000 0996 0966 0,849 0579 0278 0,061 0,002 0,000
1,000 1,000 0,999 0,991 0,941 0,783 0,485 - 0,164 - 0,013 0,001
1,000 1,000 1,000 0998 0982 0909 0,703 0,352 0,056 0,005
1,000 -1,000 ‘1,000 1,000 0996 . 0,973 0,873 - 0,602 0,184 0,036
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0995 0,965 0,833 0451 0,171

. 1,000 . 1,000 -1,000 1,000 1,000 1,000, 0,995 .0,965 0,794 0,537
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,185 0,028 0,003 0000 0000 0,000 0000 0000 0,000 0,000

0,515 0,141 - 0,026 0,003~ 0,000 "~ 0,000 0,000 ~ 0,000 0,000 0,000

0,789 0352 0,099 0,018 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,932 0,598 . 0,246 ' 0,065 0,011 = 0,001 - 0,000 . 0,000.~ 0,000 0,000
0983 0,798 0450 0,167 0,038 0,005 0,000 0,000 0,000 0,000

0997 0918 0,660 0,329 0,105 0,019 0,002 0,000 0,000 0,000

0,999 0973 0,825 0,527 0227 0,058 0,007 0,000 0,000 0,000

1,000..0,993 0,926~ 0,716 ~ 0,402 0,142 0,026 .0,001 " 0,000. 0,000 -
1,000 0,999 0974 0858 0,598 028 0,074 0,007 0,000 0,000

1,000 - 1,000 : 0,993 0,942 ° 0,773 0,473 0,175 0,027~ 0,001 0,000

1,000 1,000 0998 0981 0895 0671 0340 0082 0,003 0,000

1,000 1,000 - 1,000 0,995 ‘0,962 0,833 - 0,550 0,202 0,017 0,001

1,000 1,000 1,000 0999 0989 0935 0,754 0402 0,068 0,007

1,000 © 1,000 - 1,000 1,000 - 0,998 0,982 0,901 0,648 0211 0,043
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,997 0974 0,859 0485 0,189

"1,000° 1,000 . 1,000 - 1,000 1,000 1,000 0,997 0,972 0,815 0,560

1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,167 0,023 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,482 0,118 0,019 0,002 0,000 - 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,762 0310 0077 0,012 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

0,91770,549..0,202 . :0,046 - 0,006 0,000 0,000 . 0,000 0,000 0,000
0978 0,758 038 01126 0025 0003 0000 0000 0,000 0,000

0,9950,894 0,597 ' 0,264 0,072 - 0,011 0,001° 0,000 - 0,000 = 0,000
0999 0962 0775 0,448 0,166 0,035 0003 0,000 0,000 0,000
11,000 0,989 0,895 0,641 0,315 0,092 1°0,013 - 0,000 0,000 0,000
1,000 0,997 0960 0,801 0,500 0,199 0,040 0,003 0,000 0,000




362 Andiisis de datos (vol. I}

Tabla B (continuacion)

0,001
0,016
0,133

0,284
0,499

0 0m

- 0901
0,982
1,000
605,

) 0,000
10,000

0,000

0,000

0,000

011 0,000
0,002

0,526 0,163

0,000

0,000""
0,004
0,051

Faiid
000" -
0,000

0,005

0,000

10,000
0,000
0000 0,000
0,000
0,001 0,000
0,006
0,028 0,00
0098
0,550

1,000

0,000

0,000 (
10,000 0,000
0,000
0,000° 0,000
0,000 -

10,000+ 0,00

0,000

- 0,000 0,000

0,000

80,002 .0,

0,009
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Tabla B (continuacion)
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Tabla C

Distribucién normal tipificada: N (0, 1)
Probabilidades acumuladas ( p) hasta cada valor Z

Tabla C (continuacion)

0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 055199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
. .0,5398 0,5438 0,5478 - 0,5517. 0,5557 10,5596 (0,5636 - 0,5675 0,5714 0,5753

0,5793 0,5832 0,5871 10,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,614l
) 0,6179 0,6217 - 0,6255 0,6293 0,6331  0,6368 0,6406 0,6443 - 0,6480 0,6517
T | 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,684 0,6879
‘ 0,6915 0,6950. 0,6985 0,7019 - 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190  0,7224
, | 07257 0,7291 10,7324 10,7357 07389 0,7422 0,7454 10,7486 0,7517 0,7549
0,0007 0,0006 0,0006 00006 0,0006 0,0006 0,0005 0,0005 0,0005 0,7580 0,7611 . 0,7642 0,7673 = 0,7704 07734 0,764 10,7794 0,7823 -0,7852

10,0009 0,0009 0,0009  0,0008 0,0008 " 0,0008 - 0,0008 0,0007 0,007 | 07881 0,7910 10,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
00013 00013 00012 00012 00012 00011 00011 0,010 0,0010 0,8159- -0,8186  0,8212 0,8238 0,826 ~.0,8289 0,8315 08340 0,8365 0,8389
10,0018 - 0:0017 - 0,0017 0,0016 10,0016, 0,0015 *0,0015  0,0014 0,004 - 0.1 08413 08438 08461 08485 08508 08531 10,8554 08577 08599 0,8621
0,025 00024 00023 00023 00022 00021 00020 0,0020 0,019 | 08643 0,865 0,8686 0,8708. 0,8729 < 0,8749 . 0,8770. 10,8790 0,3810 ' 0,8830
50,0034 70,0033 0,0032 10,0031 °0,0030 " ©0,0029 - 0,0028 - 0,0027 - 0,0026 ~ | 0,8849 08869 10,8888 10,8907 10,8925 10,8944 10,8962 0,8980 10,8997 0,9015
70,0045 0,044 00043 00041 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 50,9032 0,9049  0,9066  0,9082 . 09099 09115 09131 - 09147 0,9162 --09177
10,0060 0,0059  0,0057 0,005 0,0054°°0,0052 0,051 -0,0049 = 0,0048 " | 09192 09207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
0,000 00078 0,0075 00073 00071 00069 00068 0,0066 0,0064 15 09332 09345 09357 09370 09382 . 09394 © 0,9406 0,948 - 0,9420 09441

07 0,0104' 10,0102 10,0099 . 0,0096. 0,0094 . 0,0091: 0,089 . 0,0087 " 0,0084 " | 09452 09463 09474 09484 09495 09505 09515 09525 09535 09545
00136 00132 00129 00125 00122 00119 00116 00113 0,010 10,9554 09564 09573 10,9582 10,9591 0,9599 0,608 * 09616 . 0,9625 - 0,9633
. 0,0174° . 0,0170 00166 10,0162 0,0158 0,0154 0,0150. '0,0146 ' 0,0143 18 09641 09649 09656 09664 09671 09678 09686 09693 0,9699 0,9706
00222 00217 00212 00207 00202 00197 00192 00188 0,0183 ~ 19 09713 09719 0,9726 09732 - 0,0738 - 0,9744. 09750 09756 0,9761 -0,9767
287 00281 0,0274' 10,0268 0,0262° 0,0256° 0,0250 - 0,0244 “0,0239 ~0,0233 , 01 09772 09778 09783 09788 09793 09798 0,9803 09808 0,981 -0;9817

0,0294 ‘ B2 (09821 0982609830 -0,9834_ 0,9838 0,9842 - 0,9846 . 0,9850 . 0,9854 0,9857 -
10,0367 ‘ 09861 09864 09868 09871 09875 09878 09881 09884 0,9887 0,9890
55 | 0,9893 ' 0,9896° 0,9898 -0,9901  0,9904 ~ 0,9906 " 0,9909 0,911 - 09913 - 0,9916
00582 0,0571 10,0559 09918 09920 09922 09925 09927 09929 0,9931 09932 09934 0,9936

0,0681 ‘ 10,9938 10,9940 10,9941  0,9943 " 0,9945 *'0,9946 0,9948 * 0,9949  0,9951 0,952
- 0,082 ‘ | 09953 09955 0,9956 09957 09959 0,990 09961 09962 09963 0,9964

0,0351 0,0344 10,0336 0,0329 Q,O322 (
10,0436 0,0427 00418 0,0409 :0,0401 " |
0,0537 0,0526 00516 00505 0,0495 0
68. 0,065  0,0643 10,0630 -0 10,0606 * 0,0594 - 0,0582
0,0793 0,0778 00764 00749 00735 00721 00708 0O,
58 10,0951 0,0034 0,0918  0,0901  0,0885 10,0869 10,0853 0

0,0985

01151 01131 0,112 0,1093 0,1075 0,056 0,1020 : 0,965  0,9966" 0,9967  0,9968 < ~0,9969 0,970 0,971 © 0,9972 0,9973" 0,9974"
01357 01335 0314 0,1292° 0,271 0,1251 = 0,12 0" 10, 90" 0,170 ‘ | 09974 09975 09976 09977 09977 09978 10,9979 0,9979 10,9980 0,9981
1587 0,1562 0,539 0,1515 0,1492 0,469 L 01379 20 09981 0,9982° -0,9982 < 0,9983 10,9984 0,984 10,9985 09985 09986 0,9986
01814 01788 Ole2 01736 0TI 01685 01660’ 0635 161l (300 09987 0997 0987 09953 0988 09989 0989 09989 09990 09990
0,2090 0,2061 02033 02005 01977 0,1949 10,1922 10,1894 0,1867 L3 00,9990 0,9991 0,991 0;9991 10,9992 - 0,9992 0,9992 .0,9992 " -0,9993 0,9993

10,2148 I 10,9993 0,9993 10,9994 0,9994 0,9994 0,9994 09994 09995 10,9995 0,9995
0,2451
0,2776 .

10,2266
02578

20 0,2389 10,2358 -0,2206
02709 0,2676
5.+.0,3050.+ 10,3015

0,3409 ‘0’5 372 "6131%1 Valores Z, seleccionados: Zys0=1,282 Zoos = 1,645 Zyg75 = 1,960
| 03783 0374503707 0,36¢ 3483 Zow=2326  Zygws=2,5T6 Zys09 = 3,090
0,4168 04129 0,4090 9’385?- Zy o994 = 3,25 Zy 9998 = 3,50 Zogos = 3,75

04562 04522 04483 04443 04404 04364 04325 04286 04247
0,4960 0,4920 0,4830 0,4801
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Tabla D

Distribuciones * (ji-cuadrado)
Valores ng,; » que acumulan una probabilidad p con diferentes grados de libertad (g/)

1020 11,69 13,09 01 35,
808 9,89 10,86 12,40 - 13,85 15,66 33,20 36
8,65 10,52 11,52 13,12 14,61 7 .

45,72
59,34
$3,30 88,38 01,95 099,61
90,53 -195,02 100,43, 104,21:112,32
101,88 106,63 112,33 116,32 124,84
3,29 107,57 113,15 118,14 124,12 128,30 137,21
118,50 124,34 129,56 135,81 140,17 149,45

R

-9,925 -6,965
=5,841 24,541

-4,604 -3,747
: _4s032 _31365

08 -3,707 -3,143
785 -3,499 7 -2,998"

-3,355 -2,896

3,250 ©-2.821°

-3,169 -2,764
~3,106 2,718
-3,055 -2,681
=3,012°=2,650
2,977 -2,624

“272,047:22,602

-2,921 -2,583

2,898 2567

-2,878 -2,552

) ~2,861 " =2,539
 ~2,845 -2,528

22,831 22,518
-2,819 2,508

57:-2,8077 <2,500

-2,797 -2,192

) -2,787 -~2,485

-2,779 -2,479
-2,771 22,473
-2,763 -2,467
~2,756 ~2,462
-2,750 -2,457
-2,704 -2,423
-2,678 -2,403
22,660 -2,390
2,648 -2,381
~2,639 -2,374
2,632 -2,369
-2,626 =2,365
-2,601 -2,345
-2,586 ~2,334
-2,576 -2,326

Tabla E

Distribuciones 7 de Student

-4,303
~3,182
-2,776

2,571

-2,447

-2,365"

~2,306

~2,262 -

2,228
=2,201
-2,179
£2,160
-2,145

=2,131.

-2,120
<2110
-2,101

~2,093:

~2,086

~2;080:.

-2,074

~2,069

-2,064
~2,060
-2,056
~2,052
-2,048
-2,045
-2,042
-2,021
~2,009
~2,000
~1,994
~1,990
-1,986
1,984
-1,972
-1,965
~1,960

(tgl,'p = _th.'l—p)

i

-2,920 -1,886

~2,353 1,638
~2,132 .-1,533
~2,015-1;476
-1,943 -1,440
£1,895" 21,415

-1,860 -1,397
~1;833 1,383
-1,812 -1,372

21,7967 1,363

-1,782 -1,356

1,771 ~1,350

-1,761 -1,345
£1,753 21,341
-1,746 ~1,337
<1,740~1,333
-1,73¢ -1,330
21,729-1,328
-1,725 -1,325
~1,921+-1,323
-1,717 -1,321
-1,714 “=1;319
-1,711 -1,318

1,708 -1,316

-1,706 -1,315
-1,703 -1,314
-1,701 -1,313
-1,699 ~1,311
-1,697 -1,310
-1,684  -1,303
-1,676 ~1,298
~1,671. -1,296
1,667 -1,294

21,664 -1,292

-1,662 -1,290

~1,660 -1,290

-1,653 -1,286
-1,648 -1,283
-1,645 -1,282

1,886

1,638

1,533

1,476
1440
1415

1,397

"1,383 -
1,372
1,363

1,356

13350

1,345
1,341
1,337

1,333

1,330

1,328

1,325

1,323

1,321
1,319
1,318

1,316

1,315

1,314

1,313
1,311
1,310

1,303

1,298
1,296
1,204
1,292
1,290
1,290
1,286
1,283
1,282

4,303

~3,182

2,776

2,571

2,447

2,365

2,306

2,262

2,228

©2,201
2,179
S 2,160

2,145

2,131 -

2,120

3,110

2,101

12,093

2,086

2,080
2,074

2,069
2,064

2,060

2,056
2,052
2,048
2,045
2,042
2,021
2,009
2,000
1,994
1,990
1,986
1,984
1,972
1,965
1,960

Valores 7, , que acumulan una probabilidad p con diferentes grados de libertad g/

Apéndice final. Tablas estadisticas 367
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Tabla F

Transformacion Z de Fisher
Valores Z correspondientes a Ryy Y pxy

Z : -
0,2554
02661 :§
0,2769
0,2877
0,2986
©0,3005
0,3205
03316
0,3428
.0,3541 ]
0,3654
0,3769
0,3884
0,4001
0,4118
0,4236
0,4356
£ 0,4477 -
0,4599
04722
0,4847
04973
0,5101
0230
0,5361

2,003
12,2976
2,6467

09076
10,9287 |
0,9505

A
AT

B(n, )
C

Conix

Gy

CN.n

CV nedia
CVmediana

Glosario de simbolos

amplitud intercuartil.

amplitud total.

distribucion teérica binomial, con parémetrds nym,.

coeficiente de contingencia.

valor maximo del coeficiente de contingencia.

centiles. .

combinaciones sin repeticién de N elementos tomados de # en n.
coeficiente de variacion basado en la media.

coeficiente de variacién basado en la mediana.

deciles.

espacio muestral. o

error méximo en los intervalos de confianza.

valor esperado de la variable Y.

funcién de probabilidad (o de densidad) de la variable Y.

funcién de probabilidad (o de densidad) acumulada de la variable Y.
grados de libertad. _— -
indice de asimetria.

indice de curtosis.

hipétesis nula en los contrastes de hipétesis.

hipétesis alternativa en los contrastes de hipétesis.

i-ésimo valor de una variable. En variables categéricas: i = 1, 2, ..., I. En
variables cuantitativas: i=1, 2, ..., n.
J-ésimo valor de una variable categorica: j = 1, 2, ..., J. También, j-ésimo
grupo.

intervalo de confianza para el pardmetro 0.

indice de variacion cualitativa.

limite inferior de un intervalo de confianza.

limite superior de un intervalo de confianza.

frecuencias tedricas o esperadas en una tabla de contingencias unidimen-
sional. B
frecuencias tedricas o esperadas en una tabla de contingencias bidimensional.
medianade las desviaciones.

mediana de la variable Y.
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M(n, ;)

Y Vi
v, Y

distribucién tedrica multinomial, con pardmetros n y ;.
momento de orden r.

nimero de casos en la muestra.

numero de casos en la poblacién.

distribucién tedrica normal, con pardmetros a y b.

frecuencia absoluta acumulada.

frecuencias absolutas. Variable multinomial.

ntmero de casos en el grupoj (=1, 2, ..., J).

frecuencias conjuntas en una tabla de contingencias.
frecuencias marginales de las filas en una tabla de contingencias.
frecuencias marginales de las columnas en una tabla de contingencias.
nimero de “unos” (éxitos). Variable binomial.

nive] critico.

proporcién de “unos” (éxitos). Variable binomial.

frecuencia relativa acumulada.

frecuencia relativa. Variable multinomial.

percentiles.

permutaciones sin repeticion.

probabilidad de un suceso.

probabilidad de la unién de dos sucesos.

probabilidad de la interseccion de dos sucesos.

probabilidad condicional.

trimedia.

cuartiles.

residuos en una tabla de contingencias unidimensional.
residuos en una tabla de contingencias bidimensional.
coeficiente de correlacion de Pearson entre las variables X ¢ Y.
error tipico del indice de asimetria.

- error tipico del indice de curtosis.

desviacion tipica de la variable Y (siempre la insesgada).

varianza de la variable Y (siempre la insesgada).

covarianza entre las variables Xe Y.

distribucién teérica ¢ de Student con g/ grados de libertad.

variable distribuida segin el modelo tedrico de probabilidad ¢ de Student.
varianza de una variable.

coeficiente ¥ de Cramer.

variaciones sin repeticién de N elementos tomados de » en .

estadistico de Pearson distribuido segiin el modelo de probabilidad ji-cuadrado.
puntuaciones diferenciales de la variable Y.

puntuaciones directas de la variable Y.

I
‘?‘
i
5
A
|
§
!
i
:
I

NN
§ 8

g
]

<

(o
3
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media de la variable Y. v
media arménica de la variable Y.

media de las desviaciones.

media geométrica de la variable Y.

media de la variable Y en el j-ésimo grupo.
media winsorizada de la variable Y.

media recortada o truncada de la variable Y.
puntuaciones tipicas.

residuos tipificados.

transformacién Z de Fisher para el coeficiente de correlacion de Pearson.
frecuencia porcentual acumulada.
frecuencia porcentual.

Significado de las letras griegas utilizadas

nivel de significacién o riesgo en los contrastes de hipétesis y en los intervalos
de confianza. -

forma genérica de identificar un parametro.

forma genérica de identificar un estadistico utilizado como estimador.

valor esperado (media poB‘Iacional otebrica) de la variable Y.
notacién genérica para los grados de libertad.

proporcion tedrica en una variable dicotémica.

proporcion tedrica en una variable categérica.

proporcion tedrica en una tabla de contingencias bidimensional.
proporciones tedricas marginales en una tabla de contingencias bidimensional.
simbolo del producto.

coeficiente de correlacién de Pearson en la poblacién.

varianza tedrica o poblacional de la variable Y.

desviacién tipica tedrica o poblacional de la variable Y.

simbolo del sumatorio.

coeficiente de correlacion fi.

distribucién tedrica de probabilidad ji-cuadrado.

distribucién teérica de probabilidad ji-cuadrado con g/ grados de libertad.
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Afijacién (muestreo), 42
Aleatoria, muestra, 40, 56-57
Aleatorio, muestreo, 39-43
Aleatorios, nimeros, 56, 185, 357
Alfa (o), nivel de significacion, 199, 223, 234-235
Alternativa, hipétesis, 219-220, 225
Amplitud (rango) intercuartil, 100, 106-107, 116
Amplitud (rango) semi-intercuartil, 100
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Anélisis de datos, 17-19
Analisis de varianza, 232, 233
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Aproximacién de la distribuci6én binomial a la nor-
mal, 147-150
Arménica, media, 97
Asignacién aleatoria, 22, 329-330
Asimetrja, 109-120
error tipico del indice de, 118-120
indice de, 118-120
Asociaci6n en tablas de contingencias, 280-281

B

Baremo, 89, 123

Barras, grafico de, 65-66

Barras agrupadas, gréfico de, 278-280

Bernoulli, ensayo de, 71-73, 268

Bilateral, contraste, 224-226, 228-229, 235

Binomial, distribucién, 71-76, 177-181, 209
aproximacién a la normal, 147-150
tabla de la, 75, 350-355

Binomial, prueba, 233, 242-249

Bivariadas, correlaciones (ver SPSS)

Bondad de ajuste, 250-257 -

C

Caja, diagrama de, 110, -115-118

Casos atipicos y extremos, 95, 116-117, 124, 138

Categoéricas, variables, 34, 43-44, 231-233, 250,
268,274,307

Causalidad, 19-22, 326-330
Centiles, 88
Centro de una distribucion (ver tendencia central y
valor esperado)
Coeficiente de determinacién (R?), 323
Cocficientes de correlacién (ver medidas de aso-
ciacidn) o
Coeficiente de correlacion de Pearson, 194, 287,
301,316-318
cémo interpretarlo, 322-326
contraste sobre un coeficiente de correlacién,
318-322,331-332, 333-334
contraste sobre dos coeficientes de correlacion,
335
Coeficientes de variacién, 108-109, 121, 126
Combinaciones, 54-55
Combinatoria (principio fundamental, variaciones,
combinaciones, permutaciones), 53-56
Concentracién, indice de, 64
Confianza, nivel de, 197, 199-201, 206
Conjuntos de variables (definir, usaz), 80-82
Consistencia (propiedad de un estimador), 194
Contingencia, coeficiente de, 286-287
Continua, variable, 34, 46
Contraste de hip6tesis, 192, 215-233
clasificacién, 230-233
critica, zona o regién, 223-226
distribucién muestral, 222-223
estadistico del contraste, 222-223
falacia de la afirmacién del consecuente, 228
hipétesis estadisticas, 218-221
nivel de significacién, 223
nivel critico (valor p), 224, 234-236
regla de decisién, 223-227
supuestos, 221
unilateral y bilateral, 220, 224-226, 235
y estimacion por intervalos, 228-230
Contraste sobre bondad de ajuste (ver ji-cuadrado)
Contraste sobre el coeficiente de correlacién de
Pearson (ver coeficiente de correlacicn de
Pearson)
Contraste sobre independencia en tablas de contin-
gencias (ver tabla de contingencias)
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Contraste sobre una proporcién, 233, 242-249
Contrastes sobre medias (ver Student, prueba T)
Correccidn por continuidad, 149-150, 179, 181, 243,
246
Correlacion lineal (ver relacion lineal)
Covarianza, 311-316, 330-332
Cramér, coeficiente V, 287
Critico, nivel (valor p), 224, 234-236, 244-246, 248,
253,255,260-261,264,284-286,291,303-304,
306, 319, 322, 330, 332
Critica, zona o regién, 223-226
Cuantiles, 63, 88-90
métodos de cdlculo, 130
prueba de los, 247
Cuartiles, 88-89, 96, 100, 123-124, 256
Cuasivarianza, 103
Curtosis, 88, 109-120
indice de, 118-119
error tipico del indice de, 119-120
Curva normal, 109-112, 140-151
area bajo la, 143, 145-146
aproximacion de la binomial a la, 147-150
caracteristicas, 142-143
tabla de la, 145-147
teorema del limite central, 141
tipificada, 143-145

D

Deciles, 88-89
Descriptiva, estadistica, 17
Descriptivos, estadisticos:
de dispersion, 99-109
de posicién, 88-90
de tendencia central, 90-98
sobre la forma de la distribucion, 109-120
Desviacion tipica, 45, 103-105, 107
Determinacién, coeficiente de (R?), 323
Diagramas (ver grdficos)
Directas, puntuaciones, 92, 137
Diferenciales, puntuaciones, 92
Discreta, variable, 34
Disefios de investigacion (observacional, correla-
cional —selectivo, cuasi-experimental—, expe-
rimental), 21-22
Dispersion, 45-46, 64-65, 69-70, 87, 99-109
amplitud o rango intercuartil, 100, 106-107
amplitud o rango total, 100
coeficientes de variacion, 108-109, 121, 126
comparacion entre estadisticos de, 105-107
cuasivarianza, 103
desviacién tipica,45, 103-105, 107

desviacion tipica insesgada, 104
graficos de, 307-311
media de las desviaciones, 101-102
mediana de las desviaciones, 102
varianza, 45, 103-104
varianza insesgada, 103, 194
Distribucién, forma de la, 45-46, 64, 69, 109-120
Distribucién muestral, 166-172, 213-214, 198-201
concepto, 166, 222-223
de la diferencia entre dos coeficientes de corre-
lacidn, 335
de la diferencia entre dos medias relacionadas,
301-302
de la media, 172-177, 258
de la proporcion, 177-181
de la varianza, 183-184, 265-267
del niimero de éxitos, 177
efecto del tamafio muestral, 181-182
Distribucion de frecuencias (ver tabla de frecuen-
cias)
Distribuciones de probabilidad:
binomial, 71-76
tabla de la distribucién, 75, 340-345
ji-cuadrado (%), 152-157, 183-184
tabla de la distribucion, 156, 348
multinomial, 77-78, 268
normal (ver curva normal)
¢ de Student, 157-160, 175, 266-267
tabla de la distribucién, 158-159, 349
relaci6n entre las distribuciones ¢ y ji-cuadrado,
265-267
tedricas y empiricas, 45-46

E-

Eficiencia (propiedad de un estimador), 194-195
Entropia, indice de, 64
Error méaximo, 196-197
Error muestral, 196
Error tipico, 172, 182
de la diferencia entre dos medias relacionadas,
302
de la media, 173-174, 202-204, 207
de la proporcidn, 178, 205-206, 208
del coeficiente de correlaciéon de Pearson, 318,
335
del indice de asimetria, 119-120
del indice de curtosis, 119-120
del ntimero de éxitos en una distribucion bino-
mial, 73, 177,242
Escalas de medida (nominal, ordinal, de intervalos,
de razén), 22-27

Esealas derivadas, 140
Espuria, relacion, 326-327
Estadistica, 17-18
descriptiva, 17
inferencial o inductiva, 17-18
tedrica y aplicada, 18
Estadistico, 37-39
Estadistico del contraste, 222-223
Estadisticos descriptivos (ver descriptivos)
Estadisticos resistentes, 94-96, 98, 102
Estimacion de parametros, 191-211
método de méxima verosimilitud, 208-210
método de los momentos, 193
" método de minimos cuadrados, 210-211
por intervalos, 196-208
puntual, 192-196
y contraste de hip6tesis, 228-230
Estimador, 193 ‘
consistente, 194 -
eficiente, 194-196
insesgado, 194-196
robusto, 197
robusto central (estimador M), 96-98, 120-122
suficiente, 194
Exploratorio, andlisis, 127

F i

Falacia de la afirmacién del consecuente, 228
Fi(¢), coeficiente de correlacion, 276-277
Frecuencias:
absolutas, relativas, porcentuales, 62-63, 276-
267 :
conjuntas y marginales, 50, 274-276
distribucién o tabla de, 62-65, 67-70
esperadas o tedricas, 251-252, 268-269, 282
observadas o empiricas, 251-252, 282
Funcién de probabilidad, 46

G

Geométrica, media, 97
Grados de libertad, 153-155
Gréficos:
de barras, 65-66
de barras agrupadas, 278-280
de caja, 115-118
de dispersion, 317-321
de tallo y hojas, 113-115
de sectores, 66-67
histograma, 110-112
poligono de frecuencias, 112-113

indice de materias 381

H

Hipdtesis cientificas o de investigacion, 216, 219
Hipotesis estadisticas, 216, 218-221

Histograma, 110-112

Homocedasticidad, 345

1

Independencia:
en tablas de contingencias, 280-281
entre observaciones, 41, 51,72, 154, 173, 221,
259, 267-268, 299-300
lineal, 308-310, 318 (ver coeficiente de corre-
lacién de Pearson)
prueba ji-cuadrado sobre (ver tabla de contin-
gencias)
Indice de variacion cualitativa, 64-65, 69-70
Inferencia estadistica, 35, 191-192, 216, 218
Inferencial, estadistica, 17-18
Intervalos, escala o nivel de medida de (ver escalas
de medida)
Intervalo de confianza, 196-208
definicion, 196
error maximo, 196-197
limites de confianza, 196
nivel de confianza, 197, 199-201, 206
para dos medias relacionadas, 303
para el coeficiente de correlacién, 319, 334
para una media, 202-204,260 ____ |
para una proporcién, 205-206, 245, 256
y tamafio muestral, 206-208

J
Ji-cuadrado:
distribucién (ver distribuciones de probabili-
dad)
prueba sobre bondad de ajuste para una mues-
tra, 233, 250-257
supuestos, 267-269
prueba sobre independencia o igualdad de pro-
porciones en tablas de contingencias bidi-
mensionales, 233, 281-286, 291-292
relacién entre Zy >, 152-154
valor esperado y varianza, 155

K

Kolmogorov-Smirnov (pruebas para una y dos
muestras), 233
Kruskal-Wallis, prueba de, 233




382 Anélisis de datos (vol. /)

L

Levene, prueba de, 349, 352-354
Limite central, teorema del, 141, 178
Limites de confianza, 196

M

M estimadores, 96-98, 120-122
Mann-Whitney, prueba de, 233
Méxima verosimilitud, estimacién por, 208-210
McNemar (McNemar-Bowker), 233
Media, 91-98
aritmética, 91
aritmética ponderada, 93
armonica, 97
error tipico de la, 173-174, 202-204, 207
geométrica, 97
recortada o truncada, 95
winsorizada, 95-96
Media de las desviaciones, 101-102
Mediana, 88-89, 93-98, 195
Mediana de las desviaciones, 102
Medicion, 23
Medidas de asociacién, 286-287
Minimos cuadrados, 210-211
Moda, 64, 69, 90
Momentos respecto a la media, 118
Monte Carlo, método de simulacién, 184-186
Muestra, 35-37
aleatoria, 40-41, 56-57, 185
representativa, 37, 40-41
Muestral, error, 196
Muestras relacionadas, 299-300
Muestreo, 39-43
afijacion, 42
aleatorio, 39-43
estratificado, 41-42
. por conglomerados, 42-4
polietapico, 42 :
sistematico, 41
con y sin reposicion, 39
probabilistico y no probabilistico, 40
Multinomial, distribucién, 77-78, 268

N

Nivel critico (valor p), 224, 234-236

Nivel de confianza, 197, 199-201, 206

Nivel de significacién o riesgo, 199, 223

Niveles de indagacion (descriptivo, relacional, ex-
plicativo), 19-22

Niveles de medida (ver escalas de medida)

Nominal, escala o nivel de medida (ver escalas de
medida)

Normal, curva (ver curva normal)

Normalidad, (ver supuestos de un contraste)

Nula, hip6tesis (ver hipdtesis estadisticas)

Ntimeros aleatorios, 56, 184-186, 357

o

Odds Ratio, 233
Ordinal, nivel de medida (ver escalas de medida)

P

p (ver nivel critico)
Pardmetro, 37-39
Parametros, estimacién de, 191-211
Pearson:
coeficiente de correlacién Ry, 316-318 (ver
coeficiente de correlacion de Pearson)
prueba X ? sobre bondad de ajuste, 233, 250-
257,267-269:
prueba X~ sobre independencia o igualdad de
proporciones, 233, 281-286, 291-292
Percentiles, 88-90, 136-137, 139
métodos de célculo, 130
Permutaciones, 55
Poblacién, 35-37
Poligono de frecuencias, 112-113
Posici6n, medidas de (ver cuantiles)
Probabilidad, 46-52
Bayes, teorema, 52
. concepto, 47-49
espacio muestral, 47
suceso, 47
sucesos independientes, 51
probabilidad condicional, 49-51
regla de la multiplicacién, 49-51
regla de la suma, 52
Proporcién:
distribucion muestral de una, 177-181
contraste sobre una, 233, 242-249
Prueba de significacién 215 (ver contraste de hi-
potesis)
Puntuaciones equivalentes, 139
Puntuaciones tipicas (Z), 135-139

R

Rango (ver amplitud)
Razbn, escala de medida de (ver escalas de medida)

Recortada, media, 95
Regioén critica (ver zona critica)
Reglas de contar (ver combinatoria)
Relacién espuria, 326-327
Relacién lineal, 307-335
coeficiente de correlacién de Pearson, 233, 194,
316-318
covarianza, 311-316, 330-332
diagramas de dispersion, 317-321
positiva, negativa, 308-310
relacion y causalidad, 326-330
Residuos (errores), 251
tipificados, 287-288
tipificados corregidos, 288-289
Respuesta miltiple, variables de, 78-83
dicotomias y categorias multiples, 78-79
conjuntos de respuestas miltiples, 80-82
tablas de frecuencias, 82-83
tablas de contingencias, 292-295
Riesgo, nivel de, 199, 223

S

Significacién estadistica, 226-227
Significacién, nivel de, 199, 223
Significacion, prueba de (ver contraste de hipotesis)
Signos: .
prueba para una muestra, 232-233, 247, 260
prueba para dos muestras, 233
Simulacién, 57, 184~185
SPSS:
correlaciones bivariadas, 331-332
descriptivos, 120-126
distribucién binomial, 76, 149
distribucion ji-cuadrado, 156-157
distribucion normal, 151
distribucion ¢ de Student, 159-160
explorar, 121-125
frecuencias, 67-69, 116
percentiles, 89, 130
prueba binomial (una proporcién), 247-249
prueba ji-cuadrado (bondad de ajuste), 255-257
prueba ji-cuadrado (independencia o igualdad
de proporciones en tablas de contingencias)
291-292
. prueba T para muestras relacionadas, 305-306
prueba T para una muestra, 262-265
puntuaciones tipicas, 150
relacion lineal, 330-333
tablas de contingencias, 289-291
variables de respuesta multiple, 78-83,292-295
Student, distribucién 1, 157-160, 175, 266-267, 349

Indice de materias 383

Student, prueba 7
para muestras independientes, 233, 340-352
para muestras relacionadas, 233, 301-306
para una muestra, 232-233, 258-265
Sumatorio (simbolo y reglas), 127-130
Supuestos de un contraste, 221 .
igualdad de varianzas (homocedasticidad), 345,
352-353
independencia, 259, 267-268
normalidad, 259-260, 345

T

1, distribucién de Student, 157-160, 175, 266-267,
349
T, prueba de Student (ver Student, prueba T')
Tabla de frecuencias, 62-65, 67-69
Tabla de contingencias, 274-278
asociacién, 280-281
distribuciones condicionales, 277-278
distribuciones marginales, 275
frecuencias absolutas y porcentuales, 276-277
frecuencias conjuntas 275
frecuencias esperadas y observadas, 282
frecuencias marginales, 275
graficos de barras agrupadas, 278-280
porcentajes de fila, de columna, totales, 2767
278
variables de respuesta multiple, 292-295
Tallo y hojas, diagrama de, 113-115— - -
Tamafio del efecto, 236
Tchebychev, teorema de, 207
Tendencia central, 90-98 (ver también media)
Tipicas, puntuaciones Z, 135-139
Trimedia, 96

U

Unilateral, contraste, 220, 224-226, 235
Universo (ver poblacion)

v

V, coeficiente de Cramer, 287
Valor esperado, 44-45, 73
de Ia diferencia entre dos medias relacionadas,
302
de la media, 173, 182
de la proporcién, 178, 205
de la varianza, 184, 266
de una variable ji-cuadrado, 155
del coeficiente de correlacién de Pearson, 318
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del niimero de éxitos en una distribucion bino-
mial, 73, 78, 177, 268
Valor p (ver nivel critico)
Valores atipicos, 116-117, 125, 127, 138
Valores extremos, 115
Variables:
aleatorias, 43-44
de respuesta milltiple, 78
dicotdmicas, 70-71, 242
concepto, 33
categoricas-cuantitativas, 34, 231
discretas-continuas, 34
notacién, 35
politémicas, 76-77
Variaciones, 54
Varianza, 73, 103-104
comin o compartida, 323-324
de la diferencia entre dos medias relacionadas,
302
de la media, 173, 182
de la mediana, 195
de la proporcidn, 178, 232
de la varianza, 184
de una variable ji-cuadrado, 155

w

del coeficiente de correlacién de Pearson, 318

del namero de éxitos en una distribucién bino-
mial, 73-74, 78, 177

del coeficiente de correlacion de Pearson, 328,
343-344

del niimero de éxitos en una distribucién bino-
mial, 73, 173,232

distribucién muestral de la, 183-184, 266

heterogeneidad de varianzas, 345-348

insesgada, 103

Welch, correccién de los grados de libertad de,

346

Wilcoxon, prueba de, 232-233
Winsorizada, media, 95-96

Z

Z, transformacién de Fisher, 334-335
Z, puntuaciones tipicas, 135-139
Zona de rechazo o critica, 223-226
Zona de aceptacién, 223-224
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