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Presentación 

Este manual de análisis de datos es el primer volumen de una serie dedicada a revisar 
los procedimientos estadísticos comúnmente utilizados en el entorno de las ciencias 
sociales y de la salud. 

Por qué un nuevo manual de "análisis de datos" 

La decisión de los países del viejo continente de crear el Espacio Europeo de Educa­
ción Superior ha obligado a las universidades europeas a realizar una reforma genera­
lizada de sus planes de estudios para adaptarlos a la nueva normativa. Esta reforma, que 
en muchos casos ha supuesto cambios importantes, ha afectado a todas las disciplinas; 
y lÓs grados agrupados bajo la denominación de "ciencias sociales" y "ciencias de lasa­
lud" no son una excepción. 

Este hecho, por sí solo, ya bastaría para justificar la presentación de-unnuevo ma­
nual de análisis de datos con contenidos adaptados a los nuevos grados. Pero lo cierto 
es que esto solamente ha sido la excusa para elaborar una propuesta acorde con nuestra 
forma de entender el análisis de datos o, quizá sería más exacto decir, acorde con nues­
tra idea de cuál es la mejor manera de iniciar a un estudiante en el análisis de datos. 

Qué contenidos seleccionar 

Nuestra idea de cómo hacer las cosas afecta tanto a los contenidos seleccionados como 
a la forma de presentarlos. En la selección de los contenidos se ha tenido en cuenta, por 
un lado, la presencia cada vez más extendida de programas informáticos y de ordenado­
res donde poder utilizarlos; y, por otro, el hecho de que, por lo general, los estudiantes, 
profesores e investigadores que se mueven en el ámbito de las ciencias sociales y de la 
salud, ni son estadísticos ni pretenden serlo. ' 

En primer lugar, el poder contar con programas informáticos capaces de aplicar 
cualquier procedimiento estadístico con suma facilidad y con el mínimo esfuerzo ha 
convertido en obsoletos algunos procedimientos a los que antes se les dedicaba bastate 
atención (por ejemplo, todo lo relativo a la agrupación de variables en intervalos o a los 
métodos abreviados de cálculo); dejar de lado estos procedimientos ha permitido liberar 
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espacio para incluir otros nuevos. Pero además, ya no es necesario invertir tiempo ha­
ciendo a mano cálculos que no contribuyen en absoluto a entender el significado de lo 
que se está haciendo (como, por ejemplo, aplicar la fórmula clásica del coeficiente de 
correlación de Pearson para cuantificar el grado de relación lineal entre dos variables), 
lo cual contribuye de forma significativa a no tener que desviar la atención de lo real­
mente importante, que, en nuestra opinión, no es precisamente realizar cálculos, sino 
aprender a elegir el procedimiento apropiado en cada caso y a interpretar correctamente 
los resultados que ofrece. Aunque todos los procedimientos se presentan con suficiente 
detalle como para poder aplicarlos a mano, de todos ellos se explica también cómo apli­
carlos con un programa informático. 

En segundo lugar, no se presta atención detallada a algunos contenidos que, por ser 
fundamento matemático de los procedimientos estadísticos, es habitual encontrarlos en 
la mayoría de los manuales sobre análisis de datos y estadística aplicada. En este sen­
tido, no se ofrece ningún capítulo dedicado a contenidos que suelen recibir bastante 
atención en otros manuales: la teoría de la probabilidad, que suele merecer al menos un 
capítulo, se resume en un apartado; las distribuciones de probabilidad, que suelen tra­
tarse como un bloque en uno o dos capítulos, como un listado de distribuciones indepen­
dientes de lo demás, aquí se presentan como parte complementaria de otros procedi­
mientos y únicamente se presta atención a las más importantes; y todo lo relacionado 
con el estudio pormenorizado de la variables aleatorias (valores esperados y momentos, 
funciones de probabilidad, etc.) se ha reducido a la mínima expresión. Un profesional 
de las ciencias sociales y de la salud no es un estadístico; y, muy probablemente, tam­
poco pretende serlo; consecuentemente, no necesita ser un experto en los fundamentos 
matemáticos de las herramientas estadísticas. Creemos que el énfasis hay que colocarlo, 
más bien, en conocer la utilidad de los procedimientos disponibles y en saber elegirlos, 
aplicarlos e interpretarlos correctamente. 

Cómo presentar los contenidos 

En nuestra idea acerca de cuál es la mejor manera de iniciar a un estudiante en el aná­
lisis de datos también desempeña un papel importante la forma de presentar los conte­
nidos. Y esto afecta tanto a la ordenación de los mismos como a la forma de exponerlos. 

En lo relativo a la ordenación de los contenidos, nuestra opción, aunque poco con­
vencional, nos ha parecido que era la mejor apuesta. Por lo general, los manuales de 
introducción al análisis de datos presentan una primera parte con herramientas descrip­
tivas para una variable (distribuciones de frecuencias, gráficos, estadísticos de posición, 
dispersión y forma, etc.) y para dos o más variables (distribuciones conjuntas, relación 
lineal, regresión lineal), dedicando una segunda parte a la lógica de la inferencia esta­
dística y a algunas herramientas inferenciales concretas para una y dos variables (con 
atención ocasional al estudio de más de dos variables). En nuestra propuesta, las herra­
mientas descriptivas se explican referidas a una sola variable; después se introducen los 
conceptos inferenciales y, a partir de ahí, el análisis de dos o más variables se realiza 
mezclando las herramientas descriptivas con las inferenciales. 

r 
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J 
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Varias razones nos han hecho optar por este formato. La primera es más bien de 
tipo, podríamos decir, profesional. Cuando un analista de datos se enfrenta con un 
archivo de datos, la primera tarea que aborda es la de intentar formarse una idea lo más 
exacta posible acerca de las características de los datos. Esta tarea se lleva a cabo apli­
cando, sin ideas preconcebidas, herramientas descriptivas y exploratorias a cada l:1na de 
las variables individualmente consideradas intentando identificar tanto regularidades 
como anomalías. En una segunda fase, el analista mezcla variables para obtener nueva 
información sobre las características de los datos. Pero cuando se estudian dos o más 
variables simultáneamente es porque interesa, no solamente describirlas, sino compa­
rarlas o relacionarlas de acuerdo con un plan preconcebido (no se mezcla todo con to­
do); y para esto no suele ser suficiente aplicar herramientas descriptivas; son las herra­
mientas inferenciales las que ayudan a detectar la posible presencia de diferencias o 
relaciones. De ahí que, en el estudio de más de una variable, nos parezca conveniente 
estudiar simultáneamente las herramientas descriptivas y las inferenciales. 

La segunda razón es de tipo docente. Según nuestra experiencia, los conceptos infe­
renciales y la lógica en la que se basan son los contenidos que más cuesta entender y 
asimilar a quienes se acercan por primera vez al análisis de datos. Para facilitar la com­
prensión de estos contenidos nos ha parecido buena idea darles dos repasos: uno más 
básico e intuitivo (en este primer volumen) y otro algo más profundo y fundamentado 
(en el segundo volumen). De ahí que en este primer volumen hayamos decidido incluir 
varios capítulos dedicados a la lógica de la inferencia estadística y a la aplicación de 
algunas herramientas inferenciales concretas. 

Por lo que se refiere a la forma de exponer los contenidos, hemos intentado prestar 
más atención a los aspectos prácticos o aplicados que a los teóricos o formales, pero sin 
descuidar estos últimos. Aunque este manual va dirigido, principalmente, a estudiantes 
de disciplinas del ámbito de las ciencias sociales y de la salud, no se trataae uri material 
diseñado exclusivamente para ellos. También pretende servir de ayuda a los profesores 
de análisis de datos y a los investigadores. Creemos que ambos pueden encontrar, en 
éste y en los siguientes volúmenes, las respuestas a muchas de las preguntas que se ha­
cen en su trabajo cotidiano. 

Y todo ello sin olvidar que, en los tiempos que corren, no tiene sentido analizar da­
tos sin el apoyo de un programa informático. Ahora bien, conviene tener muy presente 
que, aunque las herramientas informáticas pueden realizar cálculos con suma facilidad, 
todavía no están capacitadas para tomar algunas decisiones. Un programa informático 
no sabe si la estrategia de recogida de datos utilizada es la correcta, o si las mediciones 
aplicadas son apropiadas; tampoco decide qué prueba estadística conviene aplicar en 
cada caso, ni interpreta los resultados del análisis. Los programas informáticos todavía 
no permiten prescindir del analista de datos. Es el analista quien debe mantener el con­
trol de todo el proceso. El éxito de un análisis depende de él y no del programa informá­
tico. El hecho de que sea posible ejecutar las técnicas de análisis más complejas con la 
simple acción de pulsar un botón únicamente significa que es necesario haber atado bien 
todos los cabos del proceso (diseño, medición, análisis, etc.) antes de pulsar ese botón. 

No podemos dejar pasar la oportunidad que nos brinda esta presentación para agra­
decer a nuestros compañeros Ludgerio Espinosa y Jesús Garrido, y a muchos de nues-
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tros alumnos y a no pocos lectores de nuestros trabajos previos, las permanentes suge­
rencias hechas para mejorar nuestra exposición y la ayuda prestada en la caza de erratas. 
Los errores y deficiencias que todavía permanezcan son, sin embargo, atribuibles sola­
mente a nosotros. 

Las modificaciones que incluye esta segunda edición son, esencialmente, las correccio­
nes hechas con el propósito de mejorar algunas explicaciones. Pero también se han de­
purado erratas, se han aligerado algunos contenidos (por ejemplo, las soluciones de los 
ejercicios se han trasladado a la página web de la editorial) y se han reorganizado algu­
nos contenidos. 

Antonio Pardo 
Miguel Ángel Ruiz 
Rafael San Martín 

Introducción al análisis de datos 

Qué es el análisis de datos 

El análisis de datos, o análisis estadístico, es un conjunto de procedimientos diseñados 
para resumir y organizar datos con el objetivo de extraer información y elaborar con­
clusiones. Este conjunto de procedimientos (del que todas las ciencias empíricas -me­
dicina, biología, psicología, sociología, economía, educación, etc.-hacéllüso) pertenece 
a una rama de las matemáticas llamada estadística. 

La estadística es una ciencia relativamente moderna que ha surgido de la confluen­
cia de dos disciplinas independientes: el cálculo de probabilidades, que surge como una 
aproximación matemática a los juegos de azar, y la estadística, o ciencia del Estado, 
centrada en llevar registros ordenados (contar, tabular, clasificar, censar, etc.) de los 
datos del Estado. La unión de ambas en el siglo XIX dio lugar a una nueva ciencia inte­
resada, fundamentalmente, en estudiar cómo obtener conclusiones de la investigación 
empírica mediante el uso de modelos matemáticos (ver Hays, 1994). La estadística pue­
de concebirse como una ciencia que recoge, ordena y analiza los datos de una muestra 
extraída de una determinada población, para hacer inferencias acerca de esa población 
valiéndose del cálculo de probabilidades (Amón, 1979, pág. 37). 

Es común encontrar la estadística dividida en dos partes: descriptiva e inferencia!. 
La estadística descriptiva consta de una serie de procedimientos diseñados para des­
cribir la información contenida en un conjunto de datos (generalmente una muestra); es 
lo que se corresponde con lo que hemos llamado resumir y organizar datos. 

La estadística inferencia!, también llamada inductiva, engfoba una serie de proce­
dimientos que permiten generalizar (inferir, inducir) la información contenida en ese 
conjunto particular de datos (muestra) al conjunto total de datos (población) a los que 
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representan; es lo que se corresponde con lo que hemos llamado extraer información 
y elaborar conclusiones. 

Por supuesto, para poder efectuar este salto de lo particular a lo general es crucial 
que el conjunto de datos utilizados para obtener información (muestra) sea represen­
tativo del conjunto total de datos sobre el que se desea realizar la inferencia (población); 
es decir, es necesario efectuar una correcta selección de los datos. Esto se consigue me­
diante técnicas de muestreo, las cuales también pertenecen al ámbito de la estadística. 

En ocasiones se habla del cálculo de probabilidades como de una parte de la esta­
dística, pero quizá es preferible entenderlo como una herramienta matemática de la que 
se sirve la estadística. En estadística descriptiva, el cálculo de probabilidades ayuda a 
mejorar nuestro conocimiento acerca de cómo se comportan los datos; en estadística 
inferencia! se utiliza para realizar el salto (hacer inferencia) de lo particular a lo general. 

Una distinción habitual especialmente apropiada para contextualizar los contenidos 
de este manual es la que suele hacerse entre estadística teórica y estadística aplicada. 
La estadística teórica se ocupa de investigar y proponer métodos formalmente válidos 
para organizar los datos y realizar inferencias; la estadística aplicada se ocupa de apli­
car esos métodos a datos reales. Esta versión aplicada es lo que actualmente llamarnos 
(probablemente debido a Tukey, 1962) análisis de datos (Agresti, 2002, 2007; Hardy 
y Bryman, 2004; Keppel y Wickens, 2004; Keren y Lewis, 1993; Linoff, 2008; Maxwell 
y Delaney, 2004; Rarnsay y Silverman, 2002; Tarnhane y Dunlop, 2000; Velleman y 
Hoaglin, 2004; Zuur, Ieno y Smith, 2007; etc.). 

En general, el análisis de datos es un proceso que se desarrolla en fases: empieza 
con la selección y recopilación de los datos (tarea que debe estar guiada por los objeti­
vos del estudio y por el correspondiente diseño de investigación), continúa con la apli­
cación de herramientas descriptivas para organizar y resumir la información contenida 
en los datos y termina (no necesariamente, pero sí habitualmente) con la aplicación de 
herramientas inferenciales para efectuar comparaciones y estudiar relaciones. 

Para qué sirve el análisis de datos 

Las ciencias pueden clasificarse enformales y empíricas. En las ciencias formales (las 
matemáticas, por ejemplo) no hay necesidad de entrar en contacto con el mundo real; 
basta con establecer un conjunto de postulados y proceder a partir de ellos por deduc­
ción lógica. 

En las ciencias empíricas, por el contrario, el objetivo fundamental es el de encon­
trar relaciones de tipo general (leyes) capaces de explicar el comportamiento de uno o 
varios eventos reales cuando se dan las circunstancias apropiadas. Y, a diferencia de lo 
que ocurre en las ciencias formales, esas leyes solamente pueden ser descubiertas y 
verificadas observando el mundo real. Sin embargo, no existe científico o grupo de cien­
tíficos capaces de observar todos los posibles eventos relacionados con una determina­
da ley. Las conclusiones sobre lo que ocurrirá con la totalidad de una clase particular 
de eventos se extraen a partir de la observación de solamente unos pocos eventos de esa 
clase. Esto es lo que se conoce como inducción o generalización inductiva. 
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Mientras las leyes de la deducción lógica (propias de las ciencias formales) permi­
ten llegar a conclusiones verdaderas a partir de premisas verdaderas, la generalización 
inductiva (propia de las ciencias empíricas) intenta ir desde lo que se observa que ocurre 
en un conjunto reducido de observaciones hasta la afirmación de que eso mismo es vá­
lido tambi~n para el total de observaciones de la misma clase. 

Este salto de lo particular a lo general posee un riesgo nada despreciable. Multitud 
de factores influyen sobre los eventos observables alterando las similitudes y diferencias 
entre ellos. Podria decirse que cada observación es, en algún sentido, diferente de la si­
guiente. En ciencias como la física (en algunas de sus parcelas, al menos), esta dife­
rencia entre observaciones consecutivas es, generalmente, bastante reducida, de modo 
que unas pocas observaciones de un mismo evento suelen producir resultados muy pa­
recidos, si no idénticos. En este contexto, la generalidad de las conclusiones obtenidas 
inductivamente no constituye un problema importante. Pero ése no es el caso en lama­
yoría de las ciencias empíricas (medicina, biología, psicología, sociología, economía, 
etc.). En estas ciencias, la variación existente entre las distintas observaciones de un 
mismo evento no puede ser sometida, habitualmente, a un control riguroso. Las fuentes 
de variación existentes son muy numerosas y resultan extremadamente dificiles de iden­
tificar, medir y controlar. En estas circunstancias, las conclusiones a las que es posible 
llegar inductivamente requieren la utilización de una metodología en cierto sentido 
especial. Y es pre~isamente la estadística, mediante el conjunto de procedimientos o 
herramientas englobadas bajo la denominación de análisis estadístico o análisis de 
datos, la encargada de proporcionar a las ciencias empíricas esa metodología. 

La más i¡nportante aplicación del análisis de datos está, por tanto, relacionada con 
el concepto de incertidumbre, entendida ésta como la tendencia de un resultado a variar 
cuando se efectúan repetidas observaciones del mismo bajo condiciones idénticas. En 
situaciones deterministas (situaciones en las que una misma causa proauce -siempre un 
mismo resultado: un cuerpo desplazado a una velocidad constante v durante un tiempo 
t recorre un espacio e), el álgebra o el análisis matemático bastan para alcanzar el nivel 
de comprensión buscado. Por el contrario, en situaciones aleatorias (situaciones en las 
que una misma causa puede producir cualquiera de un conjunto de resultados posibles: 
el resultado de lanzar moneda al aire, Ja respuesta de un paciente a un tratamiento, etc.), 
es necesario recurrir al análisis de datos, es decir, a las- herramientas que proporciona 
la estadística, para poder extraer conclusiones fiables. 

Niveles de indagación: descriptivo, relacional, explicativo 
Ya hemos señalado que el análisis de datos debe ser entendido, ante todo, como un con­
junto de herramientas al servicio de la investigación empírica. Pero no existe una única 
forma de hacer investigación empírica, sino que ésta puede desarrollarse en diferentes 
niveles de indagación (puede consultarse Rosenthal y Rosnow, 1991, para profundizar 
en los contenidos de este apartado). 

Supongamos que un investigador interesado en comprender ciertos aspectos rela­
cionados con el rendimiento académico viene observando que entre los alumnos de en-
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señanza primaria existen diferencias individuales en comprensión lectora. Para obtener 
alguna evidencia adicional sobre su sospecha, decide seleccionar una muestra aleato­
ria de sujetos y pasarles una prueba de comprensión lectora. Supongamos que, analiza­
dos los datos, nuestro investigador encuentra que los sujetos, efectivamente, difieren 
en comprensión lectora. Su investigación se encuentra, de momento, en un nivel al que 
podemos llamar descriptivo: ha conseguido dar respuesta a la pregunta cómo son las 
cosas (en concreto, ha encontrado que no todos los sujetos tienen el mismo nivel de 
comprensión lectora). En este nivel de indagación se intenta obtener conocimiento so­
bre algo desconocido, identificar problemas de investigación y generar ideas (posibles 
soluciones a los problemas) para ser estudiadas a otros niveles. 

Constatado el hecho de que los sujetos difieren en comprensión lectora, nuestro 
investigador decide averiguar si esos mismos sujetos difieren en el tipo de pautas moti­
vacionales que manifiestan. Evalúa tal circunstancia (existen procedimientos apropia­
dos para ello; ver Pardo y Alonso, 1990) y llega a la conclusión de que, efectivamente, 
los sujetos muestran pautas motivacionales diferentes. 

Si nuestro investigador decidiera detener ahí su estudio, quedaría ubicado en un ni­
vel de indagación de tipo descriptivo. Pero este nivel de indagación raramente resulta 
satisfactorio para un investigador estimulado por la curiosidad. Por esta razón, decide 
poner en relación los dos hechos observados y descubre que en los sujetos con mejor 
comprensión lectora predomina un tipo de pautas motivacional es (orientación hacia el 
aprendizaje) completamente diferentes de las que predominan en los sujetos con peor 
comprensión lectora (orientación hacia la ejecución). 

Nuestro investigador se ha situado en un segundo nivel de indagación que suele 
denominarse relacional: ha conseguido dar respuesta a la pregunta cómo unas cosas se 
relacionan con otras. Es razonable pensar que el resultado de la investigación empírica 
no puede limitarse únicamente a una colección de hechos. Los hechos deben ser conec­
tados entre sí de una forma lógica y sistemática para constituir conocimiento organi­
zado. La investigación de tipo relacional permite avanzar hacia ese objetivo intentando 
( 1) descubrir qué hechos se encuentran relacionados -y en qué medida- y (2) predecir 
unos a partir de otros. 

Supongamos por último que nuestro investigador, sospechando que las pautas mo­
tivacionales especificas de cada sujeto podrían estar condicionando el nivel de compren­
sión lectora que alcanzan, decide seleccionar dos grupos aleatorios de sujetos y entrenar 
a cada uno con pautas motivacional es diferentes (existen procedimientos apropiados 
para ello; ver Pardo y Alonso, 1990). Tras finalizar el entrenamiento y evaluar el nivel 
de comprensión lectora de todos los sujetos, encuentra que los entrenados en orientación 
hacia el aprendizaje muestran mejor comprensión lectora que los entrenados en orienta­
ción hacia la ejecución. 

Nuestro investigador se acaba de situar en un nivel de indagación denominado ex­
plicativo: ha conseguido dar respuesta (al menos una respuesta parcial) a la pregunta 
cómo las cosas han llegado a ser de la forma que son o, dicho de otra forma, por qué 
las cosas son como son. Este nivel de indagación permite establecer relaciones de tipo 
causal entre los eventos, de manera que lo que ocurre con uno o varios de ellos puede 
ser explicado recurriendo a otro o varios diferentes: por ejemplo, las pautas motivacio-
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nales influyen en el nivel de comprensión lectora; es decir, los sujetos difieren en com­
prensión lectora porque poseen, entre probablemente otras cosas, pautas motivacionales 
diferentes. 

Esta distinción entre niveles de indagación es de fundamental importancia a la hora 
de establec;er el tipo de conclusiones que es posible extraer de un análisis de datos .. Por 
supuesto, las técnicas de análisis de datos pueden ser aplicadas a cualquier conjunto de 
datos independientemente del nivel de indagación en el que pueda situarse un estudio 
(es decir, en todo estudio se dispone de datos susceptibles de ser analizados). Pero una 
técnica de análisis de datos no determina el nivel de indagación en -el que es posible 
situar las conclusiones de un estudio. Esto viene condicionado, no por la técnica de aná­
lisis, sino por la estrategia de recogida de datos adoptada. 

La recogida de datos se realiza en el contexto de un diseño de investigación (es 
decir, de un plan de actuación) y, dependiendo del fenómeno estudiado y del nivel de 
comprensión que se desee (o se pueda) obtener del mismo, puede efectuarse siguiendo 
dos caminos alternativos: (1) esperando que aparezca el fenómeno que se desea estudiar 
y observándolo cuando ocurre (diseño observacional); y (2) provocando que ocurra 
bajo circunstancias controladas y registrándolo al producirse (diseño experimental). 

Estas dos formas alternativas de plantear la recogida de datos (con las variantes que 
se les quiera añadir) difieren, básicamente, en el grado de control que se ejerce sobre 
los diferentes elementos del escenario en el que se da el fenómeno que se tiene inten­
ción de estudiar, siendo este control máximo en la metodología experimental y mínimo 
en la observacional. 

En la metodología experimental se ejerce control tanto sobre las condiciones del 
estudio como sobre el conjunto de variables no incluidas en el estudio; las condiciones 
del estudio se controlan creándolas (es el propio investigador el que genera las condicio­
nes; por ejemplo, el tipo de tratamiento, la intensidad de un estímulo; etc.); el resto de 
variables se controlan asignando a cada condición del estudio una muestra aleatoria de 
sujetos: se asume que el azar iguala los grupos en el conjunto de variables no incluidas 
en el estudio. Cuando el investigador de nuestro ejemplo se encontraba en el nivel des­
criptivo, se había limitado a seleccionar una muestra aleatoria de sujetos y a obtener un 
registro de la respuesta que deseaba estudiar sin ejercer control sobre ningún elemento 
de la situación. Posteriormente, al situarse en el nivel explicativo, ejerció control sobre 
el tipo de pautas motivacionales (manipuló las condiciones del estudio creando dos tipos 
de entrenamiento: orientación al aprendizaje y orientación a la ejecución) e igualó los 
grupos mediante asignación aleatoria. Además, creó una situación en la que se podrían 
haber controlado otros aspectos (igualando los dos grupos en el nivel de comprensión 
lectora previa al entrenamiento o en alguna otra característica sospechosa de afectar a 
la comprensión lectora como, por ejemplo, el cociente intelectual, etc.). 

A medio camino entre la metodología observacional y la experimental se encuentra 
Ja metodología correlacional (también llamada selectiva y cuasi-experimental). Se da 
en ella un mayor grado de control que en la observacional (existe, por ejemplo, selec­
ción -de ahí el nombre de selectiva- de las condiciones del estudio y, en ocasiones, 
manipulación de esas condiciones-de ahí el nombre de cuasi-experimental-; es posible 
controlar el efecto de algunas variables no incluidas en el estudio; etc.), pero no se -la 
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en ella el grado de control propio de la metodología experimental. La principal diferen­
cia entre ambas metodologías es que en la correlaciona! no existe asignación aleatoria 
de los sujetos a las condiciones del estudio. Esto se debe, unas veces, a que no es posi­
ble hacerlo; por ejemplo, al comparar el salario de hombres y mujeres no es posible de­
cidir quién es hombre y quién es mujer; eso es algo que viene dado. Y, otras, a que no 
interesa hacerlo por razones prácticas o éticas; por ejemplo, al comparar dos métodos 
de enseñanza se decide aplicar cada método a los alumnos de un aula simplemente por­
que no se considera apropiado mezclar los alumnos aleatoriamente solamente por el 
interés de la investigación; o al comparar los problemas respiratorios de fumadores y 
no fumadores no se considera ético (ni probablemente habría sujetos dispuestos a ello) 
seleccionar al azar sujetos no fumadores y convertir a parte de ellos en fumadores. 

La principal consecuencia de la falta de asignación aleatoria a las condiciones del 
estudio es que no se trabaja con grupos equivalentes. Y esto significa que, a diferencia 
de lo que ocurre en los diseños experimentales, en los selectivos y cuasi-experimentales 
no es posible conocer con certeza si las diferencias y relaciones encontradas se deben 
a las condiciones del estudio (sexo, tabaquismo, etc.) o al efecto de terceras variables 
que no se han podido controlar. 

Lo que interesa destacar al introducir esta breve descripción de las diferentes es­
trategias de recogida de datos es que la utilización de una~ otra técnica de análisis (es 
decir, de una u otra herramienta estadística) no determina., por ella misma, el tipo de 
conclusiones que es posible extraer de un análisis. Una técnica de análisis sirve para 
comparar grupos y para relacionar variables y, como consecuencia de ello, para detectar 
posibles diferencias y posibles relaciones. Pero una técnica de análisis no permite saber 
a qué se deben las diferencias y relaciones detectadas. Ciertamente, hay algunas técnicas 
de análisis más características de unas metodologías que de otras. Pero el principal de­
terminante del nivel de indagación en el que es posible situarse no es la técnica de aná­
lisis aplicada, sino la estrategia de recogida de datos utilizada. En términos generales, 
se puede afirmar que las metodologías observacional y selectiva generan, básicamente, 
investigación descriptiva y relacional, mientras que la metodología experimental genera, 
básicamente, investigación explicativa1

• 

Escalas de medida 

El análisis de datos se basa, obviamente, en datos. Pero un dato no es otra cosa que un 
número. Lo cual significa que, para poder analizar datos, es necesario asignar números 
a las características de las personas u objetos que se desea estudiar. Ahora bien, ese 
proceso consistente en asignar números a las características que se desea estudiar, pro-

La posibilidad de establecer relaciones de tipo causal entre eventos no es algo que venga determinado exclusi­
vamente (aunque tal vez sí principalmente) por la estrategia de recogida de datos utilizada. Cuando un cuerpo de 
conocimientos bien organizado (teoría) es capaz de predecir determinado tipo de estructura relacional entre eventos, 
también es posible llegar a conclusiones de tipo causal (independientemente del nivel de indagación alcanzado de­
bido a las restricciones impuestas por el diseño de investigación). Para profundizar en toda esta problemática puede 
consultarse, por ejemplo, Davis (1988). 
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ceso denominado medida o medición, no es responsabilidad de la estadística. De ese 
proceso se encarga la teoría de la medida, la cual tiene por objeto el estudio de los di­
ferentes modelos que permiten establecer las reglas que es necesario seguir para una 
correcta asignación de números. . 

Si la c<,iracterística o propiedad que se desea medir existe en una cierta cantidad, la 
medición consiste simplemente en asignar a esa característica., de acuerdo con alguna 
regla, un número capaz de expresar esa cantidad con la mayor precisión posible. Así es 
como se hace con características como la longitud, el peso o el tiempo; disponiendo de 
un instrumento de medida apropiado, la medición de estas características no constituye 
un problema importante. El problema surge cuando se desea medir características que 
no está tan claro que puedan ser cuantificadas. 

No es éste, por supuesto, el lugar adecuado para entrar en el debate histórico que 
ha suscitado este problema., pero sí nos parece conveniente señalar que, gracias al per­
sistente esfuerzo de no pocos científicos, a partir del Coi;igreso sobre Medición para el 
Avance de la Ciencia y la Tecnología., celebrado en Moscú en 1979, la medición de 
características aparentemente poco cuantificables dejó de ser prohibitiva y empezó a 
adquirir el reconocimiento por el que tanto tiempo estuvo luchando. 

Hoy, la medición no se concibe exactamente como la asignación de un numeral que 
exprese la magnitud de cierta propiedad. Medir consiste en hacer corresponder dos sis­
temas de relaciones: uno empírico (el de las propiedades que se desea medir) y otro 
formal (el de los números que se asignan en la medición). Es necesario que las relacio­
nes presentes en el sistema formal reflejen las presentes en el sistema empírico para que 
la corresporn;iencia efectuada se considere una medición. 

Consideremos, como ejemplo, la característica sexo. Para analizar datos referidos 
a esa característica puede atribuirse el número 1 a la modalidad hombre y el número 2 
a la modalidad mujer. Consideremos ahora dos individuos y la característica-sexo. O los 
dos individuos son hombres, o los dos son mujeres, o uno es hombre y el otro mujer. 
Desde el punto de vista del análisis de datos, tras la medición se tendrán dos unos, dos 
doses, o un uno y un dos. Ahora bien, entre esos números solamente podrá establecerse 
una relación de igualdad o desigualdad. No podrá establecerse, por ejemplo, una rela­
ción de orden (es decir, de mayor o menor), pues el valor 2 no indica mayor cantidad 
que el valor 1 (ser mujer no indica, como es obvio, mayor posesión de la característica 
sexo que ser hombre, a pesar de que 1 < 2). 

En este caso, los números únicamente sirven para identificar o distinguir las dos 
modalidades de la característica sexo. Sin embargo, en otros casos, con otras caracterís­
ticas, los números permiten establecer otro tipo de relaciones. Los números que se asig­
nan a la característica altura, por ejemplo, reflejan relaciones diferentes de las que re­
flejan los asignados a la característica sexo. Un individuo que mide 180 cm posee más 
cantidad de altura que otro sujeto que mide 160 cm. Es decir, no todas las características 
se miden de la misma forma (los números que se asignan no siempre significan lo mis­
mo) porque entre sus valores no siempre se da el mismo tipo de relación. 

Parece claro, por tanto, que la medición es en unos casos mejor que en otros, en el 
sentido de que en unos casos permite establecer un mayor número de relaciones que en 
otros. 
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La clasificación de Stevens 

De lo expuesto en los párrafos anteriores cabe deducir que, dependiendo del tipo de re­
laciones que puedan establecerse entre los valores (números) asignados a una carac­
terística, es posible definir diferentes niveles o escalas de medida. Tradicionalmente 
se han distinguido cuatro niveles o escalas de medida (Stevens, 1946, 1951 ): nominal, 
ordinal, de intervalos y de razón (utilizaremos indistintamente los términos escalas y 
niveles de medida; por tanto, de una característica medida utilizando, por ejemplo, una 
escala ordinal, podremos decir, queriendo significar lo mismo, que su nivel de medida 
es ordinal). 

La medida nominal consiste en clasificar en categorías a los sujetos u objetos que 
se desea medir haciendo que todos los sujetos u objetos clasificados dentro de la misma 
categoría sean equivalentes en la característica que se está midiendo. Tras esto, se asig­
nan números a las categorías establecidas y se considera que todos los sujetos u objetos 
a los que se les ha asignado el mismo número son cualitativamente iguales en la 
variable medida, mientras que los sujetos u objetos a los que se les ha asignado un 
número diferente (por haber sido clasificados en categorías diferentes) se considera que 
son cualitativamente distintos. Las categorías utilizadas (tantas como valores o niveles 
distintos tenga la característica que se desea medir) deben reunir dos propiedades: 
exhaustividad (todos los sujetos u objetos pueden ser clasificados en alguna de las 
categorías) y exclusividad (cada sujeto u objeto puede ser clasificado solamente en una 
de las categorías; es decir, las categorías no se solapan). 

Esta escala de medida es la más débil de todas en el sentido de que la única relación 
que es posible establecer entre los sujetos u objetos medidos es la de igualdad-desigual­
dad. Los números asignados actúan simplemente como nombres o etiquetas para iden­
tificar las categorías establecidas: en lugar de números podría utilizarse cualquier otro 
símbolo y nada cambiaría (quizá no debería decirse que la escala nominal es una escala, 
pues no se está escalando nada; simplemente se están asignando etiquetas a los sujetos 
u objetos medidos). 

Existen muchas características con las que únicamente puede conseguirse un nivel 
de medida nominal: el sexo (hombre, mujer), el estado civil (soltero, casado, divorciado, 
viudo, etc.), el lugar de procedencia (Madrid, Galicia, Andaluda, etc.), la nacionalidad, 
la raza, el tipo de enfermedad, el tipo de tratamiento, el resultado de una tarea (éxito, 
fracaso), la actitud hacia un objeto (a favor, en contra), etc. Para poder utilizar el aná­
lisis de datos con este tipo de variables es necesario asignar un valor numérico a cada 
uno de sus valores. 

Parea medir, por ejemplo, la variable tipo de neurosis, podemos asignar un 1 a los 
sujetos con neurosis obsesiva, un 2 a los sujetos con neurosis histérica, un 3 a los 
sujetos con neurosis fóbica, etc. Pero es obvio que, viendo de qué tipo de variable se 
trata, los números asignados serán, a todos los efectos, meros rótulos o nombres, por lo 
que lo único que permitirán afirmar acerca de los sujetos u objetos medidos es si son 
iguales o distintos en la variable medida, es decir, si pertenecen o no a la misma cate­
goría de la variable (obviamente, un sujeto con neurosis fóbica no es igual a un sujeto 
con neurosis obsesiva más otro con neurosis fóbica, a pesar de que 3 = 1 + 2; y esta 
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igualdad no se verifica porque la asignación de los valores 1, 2, 3, ... ,se ha hecho de 
forma arbitraria). 

La medida ordinal consiste en asignar a los sujetos u objetos medidos un número 
que permita ordenarlos según la cantidad que poseen de la característica medida. En la 
escala o medida ordinal, además de estar presente la relación de igualdad-desigvaldad 
propia de la escala nominal, los números asignados permiten saber si la cantidad de ca­
racterística que posee un sujeto u objeto es mayor que o menor que la cantidad quepo­
see otro sujeto u objeto cualquiera. 

En las ciencias sociales y de la salud es frecuente encontrarse con características en 
las que resulta apropiado utilizar una escala de medida ordinal. La satisfacción con un 
producto o servicio, el bienestar psicológico, el dolor percibido, la actitud hacia suje­
tos u objetos, el cociente intelectual, etc., son ejemplos de características que suelen me­
dirse con una escala ordinal. Es posible ordenar, por ejemplo, un conjunto de sujetos 
según su grado de satisfacción con un determinado servicio: asignando un 1 al sujeto 
más satisfecho, un 2 al sujeto más satisfecho de los restantes, un 3 al siguiente, etc. Al 
final se tendrán n sujetos ordenados según su grado de satisfacción. Al hacer esto, ya 
no solo es posible afirmar que dos sujetos a los que se les ha asignado un número dife­
rente poseen un grado de satisfacción diferente (como se hace en el nivel de medida no­
minal), sino, además, que el grado de satisfacción de tal sujeto es mayor o menor que 
el de tal otro. Sin embargo, no es posible afirmar nada acerca de la magnitud de la di­
ferencia existente entre dos números. En el nivel de medida ordinal se desconoce si la 
diferencia existente entre los sujetos a los que se les ha asignado un 1 y un 2 es igual 
(o distinta) que la diferencia existente entre los sujetos a los que se les ha asignado un 
3 y un 4. De modo que la diferencia en grado de satisfacción entre los sujetos a los que 
se les ha asignado un 1 y un 2 puede no ser (y normalmente, en este nivel de medida, 
no lo será) la misma que entre los sujetos a los que se les ha asignado un 2_ y.un 3. 

En la medida de intervalos, además de poder afirmar que la característica medida 
se da con mayor intensidad en un sujeto u objeto que en otro (relación alcanzada ya en 
la escala ordinal), también es posible determinar la magnitud de la diferencia existente 
entre dos sujetos u objetos medidos, es decir, la cantidad en la que difieren. 

Se elige una unidad de medida y, tras ello, se asigna a cada sujeto u objeto medi­
do un número indicativo de la cantidad de característica que posee en términos de las 
unidades de medida elegidas. Así, un objeto al que se le asigna la puntuación 12 en una 
escala de intervalos tiene 2 unidades de medida más que un objeto al que se le asigna 
la puntuación 10; del mismo modo, un objeto al que se le asigna la puntuación 6 tiene 
2 unidades de medida más que un objeto al que se le asigna la puntuación 4. Entre 10 
y 12 existe la misma diferencia, en cantidad de característica, que entre 4 y 6. 

Pero en la escala de intervalos no se puede afirmar que 12 es el doble de 6. La ra­
zón es que no existe cero absoluto, es decir, no existe un valor numérico que indique 
ausencia total de cantidad. El valor numérico O es un punto más de la escala, un punto 
arbitrario. La temperatura, por ejemplo, es una característica que se mide utilizando una 
escala de intervalos. Cuando se dice, en escala Celsius, que ayer hubo 20 grados de tem­
peratura máxima y hoy 25, se está diciendo no solo que hoy hubo más temperatura que 
ayer (afirmación propia de la escala ordinal), sino que hoy hubo 5 grados más de tem-
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peratura que ayer. Del mismo modo, 20 grados son 5 más que 15. La diferencia entre 
15 y 20 grados es la misma que entre 20 y 25, y esto es más de lo que puede afirmar­
se con una escala ordinal. Sin embargo, no es posible afirmar que 20 grados represen­
ten el doble de temperatura que 1 O, pues en la escala Celsius, el valor cero es un punto 
arbitrario de la escala y, por tanto, no indica ausencia de la característica medida. 

La medida de razón añade a la de intervalos la presencia del cero absoluto. Es de­
cir, el cero de una escala de razón indica ausencia total de la característica medida. Por 
tanto, no es un punto arbitrario de la escala (como ocurre en la escala de intervalos), 
sino el punto que indica que no existe cantidad alguna de la característica medida. Al 
igual que en la escala de intervalos, también aquí las diferencias entre los objetos me­
didos son constantes (existe una unidad de medida), pero, además, la presencia del cero 
absoluto permite afirmar que la característica medida se da en un objeto el doble, el tri­
ple, etc., que en otro. El tiempo, la extensión y el peso, por ejemplo, son características 
medidas en escala de razón. No solo es posible afirmar que la diferencia existente entre 
30 y 60 segundos es la misma que entre 60 y 90 (afirmación válida también en la escala 
de intervalos), sino, además, que 60 segundos son el doble de 30 segundos. Además, el 
valor cero referido al tiempo, o a la extensión, o al peso indica que no hay tiempo, que 
no hay extensión, que no hay peso. 

El rol de las escalas de medida 

La importancia de distinguir apropiadamente las diferentes escalas de medida radica 
en que la elección de los diferentes procedimientos estadísticos está, en buena medida, 
condicionada por el tipo de mediciones de que se dispone. Éste es el punto de vista de­
fendido por muchos expertos a partir de las aportaciones iniciales de Stevens (Kornbrot, 
1990; Siegel y Castellan, 1988; Townsend y Ashby, 1984; Westerman, 1983; etc.). Para 
otros muchos, sin embargo, el rol de las escalas de medida en la elección de los proce­
dimientos estadísticos es más bien irrelevante (Anderson, 1961; Binder, 1984; Davison 
y Sharma, 1988; Gaita, 1960, 1980, 1986; Gardner, 1975; Maxwell y Delaney, 1985; 
Wright, 1997a, etc.)_ Para una revisión de los distintos puntos de vista relacionados con 
esta controversia puede consultarse Zumbo y Zimmerman (2000). Aunque éste no es el 
lugar para profundizar en esta problemática, sí nos parece conveniente hacer algunas 
reflexiones que puedan ayudar a quienes se inician en el análisis de datos. 

Existen multitud de características de diferente índole en las que no resulta fácil de­
terminar el nivel de medida que es posible alcanzar. El hecho de que las cuatro escalas 
de medida descritas sean exhaustivas (cualquier característica puede ser medida con 
alguna de ellas) y mutuamente exclusivas2 (no se solapan) constituye un verdadero pro-

2 
Unas escalas de medida son más débiles o más faertes que otras en función de la precisión con la que permiten 

medir: la escala nominal es la más débil; la escala de razón es la más fuerte. Las propiedades de una escala de medida 
inferior (más débil) están contenidas en cualquiera de las escalas superiores (más fuertes). Desde este punto de vista, 
las diferentes escalas de medida no pueden considerarse, en rigor, mutuamente exclusivas. Sin embargo, si atende­
mos al nivel de medida más alto que puede alcanzar una característica en función del tipo de relaciones que puedan 
establecerse entre sus niveles, entonces sí es posible hablar de exclusividad, pues, desde este punto de vista, a una 
caracteristica dada sólo le corresponde un nivel de medida. 
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blema a la hora de trabajar con algunas características. Supongamos que se mide la ca­
racterística percepción subjetiva de dolor en 3 sujetos con una escala de O a 100 puntos, 
y que se obtiene una puntuación de 1 O para el primero de ellos, de 20 para el segundo 
y de 90 para el tercero_ En sentido estricto, en una escala de este tipo no es posible afir­
mar que la .distancia existente entre una puntuación de 1 O y otra de 20 (1 O puntos) es 
equivalente a la distancia existente entre una puntuación de 50 y otra de 60 (también 1 O 
puntos). Y no es posible afirmar tal cosa porque en una escala de percepción subjetiva 
de dolor no existe una unidad de medida que garantice tal equivalencia. Según esto, 
debería considerarse que la medida obtenida es de tipo ordinal, lo que permitiría con­
cluir, tan solo, que el tercer sujeto percibe más dolor que el segundo y éste más que el 
primero. Sin embargo, si se pidiera opinión a unos cuantos expertos, seguramente todos 
coincidirían en afirmar, no solo que el tercer sujeto (90) manifiesta percibir más dolor 
que los otros dos (1Oy20), sino que las respuestas de estos dos sujetos se parecen entre 
sí más de lo se parecen a la respuesta del tercero. Ahora bien, esta afirmación supera el 
alcance de las propiedades de una escala ordinal. Consecuentemente, parece razonable 
pensar que una escala de percepción subjetiva de dolor (al igual que una escala de ac­
titudes, o de satisfacción, o de calidad de vida, o de depresión, o de inteligencia, etc.). 
no puede identificarse con la escala ordinal común. Más bien parece que la frontera en­
tre la escala ordinal y la de intervalos es lo bastante difusa como para poder asegurar 
que muchas características aparentemente medidas con una escala ordinal pueden ser 
tratadas como si estuvieran medidas con una de intervalos. Y esto es algo que un ana­
lista de datos no puede pasar por alto. 

Para tem¡.inar este apartado conviene insistir en una idea importante. En principio, 
cualquier conjunto de números es susceptible de ser tratado por cualquiera de las herra­
mientas estadísticas disponibles; es decir, no existe ninguna herramienta estadística cuya 
mecánica no pueda seguirse porque los números asignados al efectuar la ni edición no 
sean los apropiados. Pero una herramienta estadística no quita ni pone significado a los 
números que analiza. El hecho de que los números posean uno u otro significado no es 
un problema que pueda resolverse con la utilización de una u otra herramienta estadís­
tica, sino desde la teoría de la medida y desde el conocimiento por parte del investiga­
dor de las propiedades de las características que estudia. Por esta razón es importante 
conocer la problemática relacionada con las escalas de medida: el conocimiento de esta 
problemática puede servir, al menos, para saber si, con los números disponibles, tiene 
o no sentido efectuar determinado tipo de operaciones. 

Programas informáticos para el análisis de datos 

Hasta hace pocos años, la mayor parte de los procedimientos estadísticos se aplicaban 
con la ayuda de una calculadora de bolsillo. Lógicamente, los manuales de análisis de 
datos estaban diseñados teniendo en cuenta esta circunstancia_ Afortunadamente los 
tiempos han cambiado. Actualmente existen ordenadores y programas informáticos ca­
paces de reaJizar los cálculos más complejos con suma rapidez y con el mínimo es­
fuerzo. 
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Este nuevo escenario ha guiado tanto la selección de los contenidos de este manual 
como la forma de exponerlos. Por un lado, se han incluido algunos procedimientos (par­
ticularmente en los siguientes volúmenes) cuya aplicación sería impensable (o muy difí­
cil) sin la ayuda de un ordenador. Por otro, la exposición se ha centrado no tanto en el 
aparato matemático asociado a cada procedimiento como en el aprendizaje orientado a 

saber elegir en cada momento el procedimiento apropiado, a ejecutarlo con un programa 
informático y a interpretar correctamente los resultados. Por supuesto, esto no implica 
renunciar a las fórmulas matemáticas, pues muchas de ellas son muy útiles, no solamen­
te para definir algunos conceptos, sino para entenderlos. Pero ya no es necesario seguir 
invirtiendo tiempo en hacer a mano o con una calculadora de bolsillo algunos cálculos 
que pueden hacerse de forma sencilla, rápida y libre de errores con un ordenador. 

La lista de programas informáticos disponibles para el análisis de datos es intermi­
nable. Muchos de ellos son generales: incluyen la mayoría de las técnicas estadísticas 
que un analista puede necesitar; otros muchos son específicos: se centran en una técnica 
concreta o en un conjunto reducido de técnicas. Entre los de carácter general (que son 
los que más nos interesan aquí, pues estudiaremos diferentes técnicas) destacan, entre 
otros, IBM SPSS Statistics, SAS, RIS-Plus, Stata y Minitab. Todos ellos son excelentes 
herramientas de análisis estadístico, pero quizá el IBM SPSS Statistics sea el de mayor 
implantación tanto en el ámbito académico como en el profesional: a su innegable po­

tencial para el análisis hay que añadir sus prestaciones como base de datos y su facilidad 
de manejo. Por tanto, para explicar cómo aplicar las diferentes técnicas estadísticas con 
un programa informático, utilizaremos el IBM SPSS Statistics (IBM Corp., 2013). 

Quienes necesiten una ayuda extra para implementar con SPSS los procedimientos 
que estudiaremos aquí, o para interpretar correctamente los resultados que ofrece el pro­

grama, pueden recurrir al excelente trabajo de Field (2013). 

Ejercicios Solueiones en www.sintesis.com 

1.1. A continuación se enumeran algunas de las características (variables) con las que puede encon­
trarse un analista de datos en su trabajo cotidiano. El objetivo de este ejercicio es el de aprender 
a identificar el nivel de medida (nominal, ordinal, de intervalos, de razón) que puede alcanzarse 
con estas características. Para responder correctamente a esta pregunta deben tenerse en cuenta 
las consideraciones hechas en el apartado Rol de las escalas de medida. 

a. Percepción subjetiva del dolor. 
b. Grupo de tratamiento (experimental, control). 
c. Satisfacción con un determinado servicio. 
d. Peso de los recién nacidos. 
e. Tiempo de reacción. 
f Calidad percibida del estado de salud general. 
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g. Rendimiento en el test de inteligencia Raven. 
h. Actitud hacia el aborto (en contra, indiferente, a favor). 
i. Rendimiento en una prueba de cálculo numérico. 
j. Nivel socioeconómico (bajo, medio, alto). 
k Número de aciertos en una prueba de rendimiento. 
l. Calidad del material recordado. 
m. Nivel de ansiedad. 
n. Intensidad del ruido ambiental. 
ñ. Años de experiencia educativa de un profesor. 
o. Color de un estímulo (rojo, amarillo, verde, azul). 
p. Dosis de un fármaco (O mg, 100 mg, 250 mg, 500 mg). 
q. Grado de dificultad de una pregunta. 
r. Nivel de alcohol en sangre (gil). 
s. Consumo de alcohol (nulo, bajo, medio, alto). 
t. Número de cigarrillos/día. 
u. Tabaquismo (fumadores, exfumadores, no fumadores). 
v. Puntuaciones en la escala de depresión de Hamilton. 
w Número de accidentes de tráfico ocurridos en fin de semana. 
x. Tipo de ideología política (izquierda, centro, derecha). 
y. Nivel de conservadurismo medido en el continuo izquierda-derecha. 
z. Tipo de tratamiento antidepresivo (farmacológico, psicológico, mixto).\ 

1.2. A continuación se describen, de forma resumida, varios estudios. El objetivo de este ejercicio es 
clasificar cada estudio en función del nivel de indagación (descriptivo, relacional, explicativo) 
en el que es posible situar sus conclusiones. 

a. Se ha llevado a cabo un estudio para determinar si los dibujos actúan como facilitadores o 
entorpecedores del aprendizaje de palabras en niños de 3 y 4 años. Se han selec~io_nado alea­
toriamente 80 niños de una escuela infantil y, tras repartirlos en dos grupos al azar, a la mitad 
de ellos se les ha enseñado nuevas palabras sin utilizar ilustraciones y a la otra mitad se les 
ha enseñado las mismas palabras ilustradas con sencillos dibujos. Tras el entrenamiento se 
ha registrado el número de palabras aprendidas por cada niño. 

b. Por información recogida en estudios previos se sabe que, en la población de madrileños ma­
yores de 15 años, la proporción de fumadores, exfumadores y no fumadores es de 0,30, 0,12 
y 0,58, respectivamente. Se desea averiguar si, en la población de jóvenes con edades com­
prendidas entre los 15 y los 25 años, se reproduce esa misma pauta. Para ello, se ha selec­
cionado una muestra aleatoria de 250 sujetos en la que se han encontrado 88 fumadores, 12 
exfumadores y 150 no fumadores. 

c. Según_sugieren algunos trabajos, los niños con problemas perceptivos aumentan, con entre­
namiento adecuado, su rendimiento en preguntas del test de Raven que habitualmente no 
resuelven por carecer de las estrategias adecuadas. Con el fin de obtener evidencia adicio­
nal sobre esto, un investigador ha seleccionado una muestra aleatoria de 1 O niños con pro­
blemas perceptivos y les ha pasado el test de Raven para obtener una medida inicial en el 
test. Después ha entrenado a los 1 O niños durante 2 meses en tareas de percepción de for- mas 
y, terminado el entrenamiento, ha vuelto a pasarles el test para obtener una nueva medida con 
la que comparar la medida inicial. 

d. Un investigador sospecha que los hombres y las mujeres difieren en sus actitudes hacia el 
aborto. Para confirmar sus sospechas selecciona aleatoriamente una muestra de hombres y 
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e. Un investigador desea comprobar si la ingestión de alcohol reduce la capacidad de los sujetos 
para reaccionar a letras presentadas mediante taquistoscopio. Para ello, forma 10 parejas 
aleatorias de tal forma que los sujetos de cada pareja están igualados en agudeza visual. Un 
sujeto de cada pareja, seleccionado al azar, recibe una determinada dosis de alcohol. Al cabo 
de un tiempo preestablecido se presenta la serie de letras y se registra el número de aciertos 
de cada sujeto. 

f Los resultados obtenidos en algunos trabajos sugieren que el grado de deterioro de la relación 
entre los enfermos terminales y sus cuidadores podria deberse, entre otras causas, a la 
cantidad de tiempo que un cuidador permanece con el mismo enfermo. Para obtener infor­
mación adicional sobre esta problemática, se han formado cuatro grupos de parejas cuidador­
enfermo basados en los años de duración de la relación (0-2, 3-5, 5-8 y 8+). Se ha evaluado 
la calidad de la relación de cada pareja mediante cuestionarios y entrevistas Y se han 
comparado los resultados de los cuatro grupos. 

g. V arias investigaciones ponen de manifiesto que el rendimiento está relacionado con la ansie­
dad de ejecución de la siguiente manera: cuando la ansiedad es baja o alta, el rendimiento es 
bajo; cuando la ansiedad es media, el rendimiento es alto (a este efecto se le llama ley de 
Yerkes-Dodson). Para contrastar este tipo de relación, se ha seleccionado una muestra alea­
toria de sujetos a los que se les ha medido el nivel de ansiedad inmediatamente antes de pre­
sentarles la tarea de solución de problemas que tenían que realizar. 

h. Se ha aplicado un determinado tratamiento a 50 personas (25 hombres Y 25 mujeres) con 
síntomas claros de fobia a los perros. Se han recuperado por completo 22 hombres y 18 
mujeres. El objetivo del estudio es averiguar si la eficacia del tratamiento es distinta en los 
hombres y en las mujeres. 

i. En el contexto de la valoración que se hace anualmente de la calidad percibida de las cafete­
rías de la universidad, se ha estudiado la evolución que han experimentado esas valoraciones 
entre 2005 y 2009. La idea de los investigadores es que las valoraciones han ido mejorando 
con los años. 

j. La Dirección General de Tráfico ha encargado a un equipo de investigación de la UAM un 
informe acerca del grado en que los tiempos de reacción a estímulos visuales se ven alterados 
por la ingestión de alcohol. Para elaborar el informe, el equipo de investigación ha diseñado 
un estudio con tres grupos. A los sujetos del primer grupo se les ha administrado un placebo 
sin alcohol; a los del segundo grupo se les ha administrado alcohol hasta conseguir un nivel 
en sangre de 0,25 g/l; a los del tercer grupo se les ha administrado alcohol hasta conseguir 
un nivel en sangre de 0,50 g/l. Todos los sujetos han sido sometidos a una prueba de discri­
minación para obtener un registro del tiempo de reacción medio invertido en responder a una 
serie de estímulos visuales. 

k. Un psicólogo cree que la opinión que un paciente tiene sobre su terapeuta va cambiando a 
más favorable a medida que avanza el proceso terapéutico. El psicólogo tiene, incluso, algu­
nos datos que ha ido recogiendo preguntando a algunos pacientes la opinión sobre su tera­
peuta en dos momentos de la terapia: recién iniciada y a punto de finalizar. 

l. Algunos trabajos señalan que los trastornos de tipo depresivo afectan al 32 % de las personas 
en paro. Un investigador sospecha que esta cifra es demasiado alta y decide obtener alguna 
evidencia sobre ello. Selecciona una muestra aleatoria de sujetos en paro y registra cuántos 
de ellos muestran trastornos de tipo depresivo. 
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rn. En una muestra aleatoria de niños con problemas de enuresis se ha aplicado un tratamiento 
de tipo cognitivo-conductual y se ha registrado el número de recuperaciones. 

n. Un profesor ha elaborado un examen con 1 O preguntas. Antes de utilizarlo como instrumen­
to de evaluación de su asignatura desea conocer algunas de las propiedades de las preguntas 
que ha elaborado. Entre esas propiedades, una que le interesa especialmente es que n? todas 
ellas tengan un nivel de dificultad homogéneo, es decir, que haya unas preguntas más fáci­
les y otras más difíciles. Para obtener información sobre esta cuestión, pasa el examen a una 
muestra de estudiantes y registra el número de aciertos en cada pregunta. 

ñ. Los resultados de algunos trabajos sugieren que el grado de deterioro de la relación entre pa­
rejas jóvenes (menores de 35 años) podria deberse, entre otras causas, a la diferencia de edad 
existente entre los miembros de la pareja. Para obtener información adicional sobre esto, se 
han formado cuatro grupos a partir de la diferencia de edad (0-3 años, 4-7 años, 8-11 años 
y 12-15 años). De cada grupo de edad se ha seleccionaL.o una muestra de parejas y en cada 
pareja se ha evaluado la calidad de la relación existente utilizando cuestionarios y entrevis­
tas. Finalmente se han comparado los resultados de los cuatro grupos. 

o. Un investigador sospecha que las preguntas de los cuestionarios de personalidad poseen un 
significado especial en función del contexto definido por el cuestionario del que forman par­
te. Esto haría que preguntas similares fueran respondidas de forma distinta por los mismos 
sujetos cuando esas preguntas forman parte de cuestionarios diferentes. Para confirmar su 
sospecha, el psicólogo ha pasado a una muestra de sujetos tres cuestionarios con una pregun­
ta idéntica (tanto en la forma como en el contenido). La predicción del psicólogo era que los 
sujetos responderían de forma distinta a esa pregunta dependiendo)íel cuestionario en el que 
estuviera ubicada. · 

p. Existe la hipótesis de que los procesos de psicosis esquizofrénica van acompañados de un 
incremento del nivel de cobre en sangre. Esto significa que los pacientes con cuadros de psi­
cosis esquizofrénica graves presentan un nivel de cobre en sangre más alto que los pacien­
tes con cuadros leves. Uri psicólogo clínico cree haber descubierto un tratafülenfo mixto (fár­
maco-terapia) capaz de reducir el nivel de cobre en sangre. Para comprobar si esto es cierto 
elige una muestra de pacientes esquizofrénicos y mide en cada uno de ellos el nivel de cobre 
en sangre antes y después de aplicarles el nuevo tratamiento. 

q. Con el fin de estudiar el efecto de ciertas variables motivacionales sobre el rendimiento en 
tareas de logro, un psicólogo ha diseñado dos programas de entrenamiento motivacional y 
los ha aplicado a dos grupos de sujetos seleccionados al azar. Un tercer grupo no ha recibido 
entrenamiento pero ha realizado la misma tarea que los sujetos entrenados (grupo control). 
El rendimiento de los sujetos se ha evaluado utilizando diferentes tareas (anagramas, rom­
pecabezas, etc.). 

r. Un educador está interesado en comprobar si las puntuaciones de una prueba de razona­
miento abstracto se mantienen constantes o se modifican entre los 7, 8 y 9 años de edad. Para 
tal fin, selecciona una muestra aleatoria de niños de 7 años y les mide su nivel de razona­
miento abstracto. Vuelve a efectuar el mismo registro a los 8 y a los 9 años. 

s. Para estudiar el efecto de la intensidad del ruido ambiental sobre la ejecución de una tarea 
visomotora compleja, uil psicólogo ha seleccionado una muestra de sujetos y los ha distri­
buido al azar en tres grupos. Cada grupo ha sido sometido a una condición de ruido ambiental 
de diferente intensidad (baja, media, alta) mientras realizaban la tarea. 

t. En varios trabajos sobre memoria se ha estudiado el efecto del paso del tiempo presentan­
do un determinado material a un grupo de sujetos y evaluando la calidad del recuerdo de ese 
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material tras diferentes intervalos de tiempo. En un estudio concreto, a una muestra aleatoria 
de sujetos se les entregó una historia escrita para que la memorizaran durante 20 minutos. 
Pasado ese tiempo, se dejó transcurrir una hora y se pidió a los sujetos que escribieran en un 
papel la historia que habían memorizado. Un grupo de expertos evaluó la calidad del recuer­
do. Transcurrido un día se volvió a pedir a los sujetos que volvieran a escribir la historia tal 
como la recordaban. Y lo mismo se hizo al cabo de una semana y al cabo de un mes. 

u. Un investigador desea evaluar la eficacia de tres terapias diferentes para tratar problemas de 
ansiedad. Selecciona al azar pacientes con trastorno de ansiedad y forma, también al azar, 
tres grupos. Aplica a cada grupo una terapia y, tras ello, toma una medida del nivel de an­
siedad de cada sujeto. 

v. El departamento de ventas de una empresa ha formulado a un equipo de expertos en percep­
ción una consulta relacionada con el impacto capaz de producir la cantidad de iluminación 
sobre el número de ventas. Para responder a la consulta, el grupo de expertos ha diseñado un 
estudio con cuatro niveles de intensidad luminosa y ha registrado el número de ventas en una 
muestra aleatoria de tiendas bajo los 4 niveles de intensidad luminosa (controlando la hora 
del día y los días de la semana). 

w. Muchos trabajos sobre aprendizaje permiten concluir que el desempeño de los sujetos es tan­
to mejor cuanto mayor es la recompensa (refuerzo) que reciben. En un estudio con animales 
se han formado aleatoriamente tres grupos de ratones sedientos. Los ratones de cada grupo 
han sido recompensados (reforzados) con diferentes cantidades de agua (5, 10 y 15 ce) por 
recorrer un laberinto. Como medida del aprendizaje se ha utilizado el número de ensayos que 
ha necesitado cada ratón para aprender a recorrer el laberinto sin errores. 

x. El director de un colegio desea saber si la experiencia educativa de los profesores tiene o no 
algo que ver con el rendimiento en una determinada asignatura. Para ello, ha decidido com­
parar los resultados obtenidos por un grupo de profesores con cinco años o menos de expe­
riencia con los obtenidos por un grupo de profesores con más de cinco años de experiencia. 

y. El Ayuntamiento de Madrid encarga a un equipo de psicólogos el diseño de una campaña 
de persuasión que intente mejorar la actitud de la población madrileña hacia los enfermos 
de sida. Al comenzar el trabajo, el equipo de psicólogos decide obtener evidencia sobre si 
una técnica persuasiva basada solamente en imágenes será o no lo bastante eficaz. Para ello, 
registra en una muestra de personas su actitud (positiva, negativa) antes y después de una 
sesión de persuasión. 

z. En un estudio relacionado con la problemática herencia-medio, un investigador ha consegui­
do reunir a 20 pares de gemelos monocigóticos (gemelos con genes idénticos) para estudiar 
el peso de la herencia en el cociente intelectual. Su intención es medir el cociente intelectual 
de los gemelos y determinar el grado de parecido existente entre ellos. 

Conceptos previos 

En el capítulo anterior ya han empezado a aparecer algunos conceptos básicos relacio­
nados con el análisis de datos (niveles de indagación, escalas de medida). En este capí­
tulo continu~os revisando algunos conceptos básicos (variable, población, muestra, 
parámetro, estadístico, muestreo) y ofrecemos una exposición resumida de la teoría de 
la probabilidad, la cual, según tendremos ocasión de constatar repetidamente, constitu­
ye el argumento matemático en el que se basan gran parte de los procedimientos esta­
dísticos que estudiaremos en los próximos capítulos. 

Tipos de variables 

Una variable es la representación numérica de una característica sometida a medición. 
Recibe ese nombre porque, al-medir una característica en un conjunto de elementos (por 
ejemplo, la altura en un grupo de sujetos), los valores que se obtienen no son idénticos 
en todos los elementos medidos (las alturas de los sujetos varían)_ Normalmente, la 
característica medida (la altura) también recibe el nombre de variable, aunque hay quien 
prefiere reservar el término para el resultado de la medición (los valores obtenidos al 
medir la altura). 

Los niveles o escalas de medida descritos en el capítulo anterior sirven para hacer 
una primera clasificación de los diferentes tipos de variables. En principio, podríamos 
decir que existen tantos tipos de variables como escalas o niveles de medida: nominal, 
ordinal, de intervalos y de razón. Pero las consideraciones teóricas del capítulo anterior 
deben ser revisadas cuando se adopta un punto de vista práctico. Por un lado, distin­
guir entre medidas de intervalos y de razón es del todo irrelevante para el análisis de 
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datos; aunque las operaciones aritméticas que tiene sentido hacer con los números que 
se obtienen con esas dos medidas no son idénticas, las operaciones estadísticas sí lo son 
(en estadística se suele trabajar con distancias; y eso convierte en irrelevante el hecho 
de que el cero de la escala sea o no absoluto). Por otro lado, las reflexiones ya hechas 
en relación con la medida ordinal (ver, en el capítulo anterior, el apartado sobre el rol 
de las escalas de medida) ponen de manifiesto que existen serios inconvenientes para 
asumir que todas las variables teóricamente ordinales son del mismo tipo. Estas con­
sideraciones justifican, en nuestra opinión, una clasificación de los diferentes tipos de 
variables en dos grupos: categóricas y cuantitativas. 

Llamamos variables categóricas a las mediciones resultantes de aplicar una escala 
nominal (sexo: hombre, mujer; tipo de tratamiento: A, B, control; resultado del trata­
miento: recuperados, no recuperados; resultado de un ensayo: acierto, error; tipo de me­
tas motivacionales: aprendizaje, ejecución; etc.). Se incluyen aquí las variables que, aun 
siendo ordinales, solamente tienen unas pocas categorías distintas (clase social: baja, 
media, alta; nivel de estudios: primarios, secundarios, medios, superiores; etc.). 

Llamamos variables cuantitativas a las mediciones resultantes de aplicar una es­
cala de intervalos o de razón (la temperatura medida en grados Celsius, la altura me­
dida en cm, el peso medido en kg, el tiempo de reacción medido en milisegundos, el 
número de aciertos en una prueba de rendimiento, etc.). Incluimos aquí las variables 
que, aun no alcanzando el nivel de medida de intervalos (como ocurre, por ejemplo, con 
las puntuaciones en una escala de dolor percibido), no está claro que puedan reducirse 
a un nivel de medida estrictamente ordinal. Esta última afirmación es especialmente 
relevante si se tiene en cuenta que en muchas áreas de conocimiento se utilizan esca­
las para medir actitudes, satisfacción, habilidades, emociones, calidad de vida, estado 
de salud percibido, etc. Este tipo de escalas arrojan, en teoría, mediciones ordinales y, 
por tanto, variables también ordinales, pero de ese tipo de variables que ya hemos cali­
ficado como no estrictamente ordinales y, por tanto, de las que, en la práctica, pueden 
tratarse como si en realidad fueran cuantitativas. Podríamos decir que las herramientas 
estadísticas que permiten obtener información útil con estas variables que estamos ca­
lificando de no estrictamente ordinales son las herramientas diseñadas para analizar 
variables cuantitativas (de intervalos o de razón). Y no olvidemos que uno de los prin­
cipales objetivos del análisis es el de extraer información útil de los datos. 

Las variables cuantitativas pueden ser discretas o continuas. Decimos que una va­
riable es discreta cuando entre dos valores consecutivos no puede darse un valor inter­
medio; esto es lo que ocurre, por ejemplo, con el número de hijos o con la proporción 
de aciertos en una prueba de rendimiento (se pueden tener 2 o 3 hijos, pero no 2,7; y 
la proporción de aciertos toma valores discretos, aunque tenga decimales, porque pro­
cede del número de aciertos, que es una variable discreta). Decimos que una variable 
es continua cuando entre dos valores consecutivos siempre es posible encontrar un 
valor intermedio; esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la edad o los tiempos de 
reacción (se puede tener 21 o 22 años, pero también 21,3 o 21,34571; el número de 
decimales depende de la precisión que pueda alcanzarse en la medición). En la prácti­
ca, dado que la precisión con la que es posible medir tiene sus limitaciones y que pre­
tender medir con una precisión ilimitada no tiene ningún sentido, todas las variables 
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son, de hecho, discretas. No obstante, la distinción entre variables discretas y conti­
nuas tiene su importancia teórica pues, según veremos, los modelos de probabilidad 
diseñados para uno y otro tipo de variables tienen sus peculiaridades. 

Para poder trabajar cómodamente con variables es importante estar familiarizado 
con la nota.ción que utilizaremos. Por lo general, a las variables las representaremos con 
letras latinas mayúsculas: X, Y, Z. Y para distinguir una variable de los valores con­
cretos que toma, añadiremos un subíndice: .X¡, Y;, Z;. El subíndice no tiene nada que ver 
con el valor concreto que toma la variable, sino con la posición que ocupa ese valor en 
el conjunto de valores de la variable: X1 se refiere al primer valor de la variable X; X0 

se refiere al segundo valor de la variable X; Xn se refiere al enésimo -el último- val o~ 
de la variable X. Así, si la variable X toma los valores 3, 7, 9, 12 y 15, entoncesX1 =3, 
X2 =7, ... ,y X5= 15. Ocasionalmente utilizaremos letras minúsculas para representar una 
variable (tal es el caso de las puntuaciones diferenCiales); pero siempre quedará claro 
de qué se está hablando. 

Población y muestra 

El análisis de datos debe ser entendido, antes que nada, como una herramienta al servi­
cio de la investigación empírica. Ahí es donde encaja como conjunto de procedimien­
tos diseñados para organizar datos, extraer información útil y llegar a conclusiones. 

Aunque, en ocasiones, Jos objetivos de un estudio pueden cubrirse simplemente 
aplicando métodos descriptivos para resumir Ja información disponible, lo habitual es 
tener que recurrir a métodos inferenciales para poder realizar comparaciones y estudiar 
relaciones. 

Además, ocurre que, por lo general, las conclusiones de un estudiase bas~n en da­
tos particulares. Para valorar, por ejemplo, la eficacia de un nuevo tratamiento diseñado 
para aliviar el insomnio,·p:robablemente no será posible reunir a todos las personas que 
padecen insomnio; más bien habrá que conformarse con aplicar el tratamiento a unos 
pocos pacientes; y tampoco parece razonable aplicar a todos los insomnes un tratamien­
to cuya eficacia se desconoce. Utilizar solamente unos pocos elementos del total es algo 
con lo que hay que lidiar casi siempre que se realiza un estudio: para conocer la opinión 
de Jos españoles sobre la eutanasia no será posible recoger la opinión de todos los espa­
ñoles; para saber cómo reaccionan a un estímulo visual las personas mayores de 60 años 
no será posible presentar el estímulo a todas las personas mayores de 60 años; etc. Oca­
sionalmente se tendrá acceso a todos los elementos que se desee estudiar; pero eso será 
más bien la excepción y no la regla. 

Ahora bien, aunque solamente se utilicen unos pocos pacientes, o unos pocos espa­
ñoles, o unos pocas personas mayores de sesenta años, lo habitual es que las conclusio­
nes de un estudio no queden restringidas a esos pocos sujetos. Lo que realmente suele 
interesar es poder utilizar la información disponible para elaborar conclusiones sobre 
el conjunto total de sujetos de la misma clase (todos los pacientes con insomnio, todos 
los españoles, todas las personas mayores de 60 años). A este salto de lo particular a lo 
general es a lo que llamamos inferencia estadística. 
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La inferencia estadística exige utilizar, por un lado, procedimientos que ayuden a 
efectuar correctamente el salto de lo particular a lo general y, por otro, procedimientos 
que garanticen que ese salto se apoya en una buena base. Tan importante es disponer 
de una buena técnica de análisis de datos para realizar la inferencia como seleccionar 
apropiadamente los datos que se van a analizar para, de esta manera, proporcionar una 
buena base de apoyo a la inferencia. Las técnicas de muestreo se encargan de garantizar 
que la inferencia se apoya en una buena base. Y las herramientas estadísticas englo­
badas bajo la denominación general de análisis de datos se encargan de garantizar que 
la inferencia se desarrolla correctamente. De esto último tratan los próximos capítulos, 
pero antes conviene repasar algunos conceptos fundamentales que ayudarán a entender 
lo demás. 

Una población o universo es un conjunto de elementos (sujetos, objetos, entidades 
abstractas, etc) que poseen una o más características en común. En general, el término 
población hace referencia al conjunto total de elementos que interesa estudiar y queda 
definida cuando se hacen explícitas las características que esos elementos comparten. 
Ejemplos de poblaciones son: las personas empadronadas en una comunidad autónoma, 
todos los hombres mayores de 30 años, los pacientes que sufren depresión, las posibles 
respuestas que un sujeto podría emitir en una escala de satisfacción, el censo de votantes 
en unas elecciones, los números múltiplos de 3; etc. 

Las poblaciones pueden ser de muy diversa índole; algunas son incluso ficticias, en 
el sentido de que, aun estando formadas por elementos observables, no todos ellos resul­
tan accesibles. Si se quiere trabajar, por ejemplo, con la población de "hombres españo­
les mayores de 30 años", puede ocurrir que muchos de ellos no estén censados, a otros 
no habrá forma de localizarlos, otros no estarán dispuestos a participar en el estudio, etc. 
En estas circunstancias, la población real no será exactamente la de los hombres espa­
ñoles mayores de 30 años, sino otra parecida: la de los "hombres españoles mayores de 
30 años a los que se ha tenido acceso". Es muy importante intentar definir con la mayor 
precisión posible la población con la que se va a trabajar, pues va a constituir el marco 
desde el que se va a iniciar la recogida de datos y sobre el que van a recaer las conclu­
siones del análisis. 

Dependiendo del número de elementos de que constan, unas poblaciones son finitas 
y otras infinitas. Los pacientes que padecen depresión o los votantes censados son ejem­
plos de poblaciones finitas. Los números múltiplos de 3 o las posibles respuestas (tiem­
pos de reacción) que un sujeto puede emitir en una tarea de discriminación visual son 
ejemplos de poblaciones infinitas. Normalmente, las poblaciones con las que interesa 
trabajar en las ciencias sociales y de la salud son finitas, pero tan grandes que a todos 
los efectos pueden considerarse infinitas. Es precisamente el hecho de que las poblacio­
nes, por lo general, sean infinitas o estén formadas por un gran número de elementos lo 
que hace que la descripción exacta de sus propiedades sea un objetivo prácticamente 
inaccesible. Por esta razón, lo habitual es trabajar con muestras. 

Una muestra es un subconjunto de elementos de una población. A diferencia de las 
poblaciones, que suelen ser conjuntos de elementos de gran tamaño, las muestras suelen 
ser conjuntos de elementos de tamaño reducido. Por .supuesto, para poder describir con 
exactitud las propiedades de una población cualquiera, sería necesario examinar todos 
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y cada uno de los elementos que componen esa población. Pero, dado que las pobla­
ciones que habitualmente interesa estudiar son tan grandes que, normalmente, resulta 
muy dificil (si no imposible) tener acceso a todos sus elementos, son las muestras las 
que proporcionan la información necesaria para poder describir las propiedades de las 
poblacion.es objeto de estudio. 

El conocimiento que se va generando en la vida cotidiana acerca del mundo está, 
muy frecuentemente, basado en muestras: comiendo una vez en un restaurante nos for­
mamos una opinión acerca de la calidad de su cocina y de su servicio; conociendo a un 
par de personas de un determinado colectivo nos formamos una idea sobre el tipo de 
personas que forman ese colectivo; etc. Con el análisis de datos se hace algo parecido: 
se extraen conclusiones sobre todos los elementos (población) a partir de la observación 
de unos pocos elemento~ (muestra). 

Ahora bien, para que estas conclusiones sean válidas es necesario que la muestra 
utilizada sea representativa de la población a la que se supone que representa, lo cual 
se consigue mediante las técnicas de muestreo (ver más adelante, en este mismo capí­
tulo). Al hablar de los diferentes tipos de muestreo volveremos sobre el concepto de 
muestra y ello nos permitirá seguir profundizando en su significado. 

Parámetros y estadísticos 

Un parámetro es un valor numérico que describe una característica poblacional. Ya 
hemos definido una población como un conjunto de elementos que poseen una o más 
características en común. Pero los elementos de una población poseen, además, otras 
muchas características que no comparten o en las que no coinciden. Por ejemplo, lapo­
blación de hombres españoles mayores de 30 años está formada por elemeñtos que tie­
nen en común ser hombres, españoles y mayores de 30 años, pero en esa población es 
posible considerar otras muchas características en las que no todos los elementos pobla­
cionales coinciden; por ejemplo, el estado civil, el nivel educativo, el peso, la altura, la 
presión arterial, la actitud hacia la eutanasia, etc. Al medir, por ejemplo, el estado de 
salud percibido, se obtendrán tantos valores numéricos como elementos formen parte 
de la población (suponiendo que se tenga acceso a todos los elementos). Si ahora se 
calcula el promedio (un solo número) de esos valores numéricos se habrá definido un 
parámetro, pues se habrá descrito numéricamente una característica de la población: el 
estado de salud percibido medio de los hombres españoles mayores de 30 años. 

En la población de personas que padecen trastorno depresivo, todos los elementos 
de la población coinciden en una característica específica: padecer trastorno depresivo. 
Pero existen, obviamente, otras características en las que no todos los elementos coin­
ciden. Por ejemplo, unos pacientes serán hombres y otros mujeres. Si se tuviera acceso 
a todos los elementos de esa población, se podría contar el número de pacientes que son 
hombres (o mujeres) y eso permitiría definir un parámetro; es decir, permitiría describir 
numéricamente una característica de la población: la proporción de hombres (o la pro­
porción de miijeres) en la población de pacientes con trastorno depresivo. Por tanto, 
existen valores numéricos como la media o la proporción (además de otros muchos que 
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tendremos ocasión de estudiar), que cuando se refieren a alguna característica pobla­
cional reciben el nombre de parámetros. 

Hay algunas características de los parámetros que interesa resaltar. En primer lu­
gar, los parámetros son, en general, valores poblacionales desconocidos: puesto que las 
poblaciones con las que se suele trabajar son tan grandes que sus elementos raramente 
resultan accesibles en su totalidad, no es posible calcular un valor numérico basado en 
todos los elementos. En segundo lugar, los parámetros son valores numéricos constan­
tes en el sentido de que son valores únicos (es decir, no son variables): definida una 
población cualquiera y un parámetro en ella, ese parámetro solamente puede tomar un 
valor numérico concreto: en un momento dado, la proporción de hombres en la pobla­
ción de pacientes con trastorno depresivo es un valor único. Por último, es necesario 
señalar que para referirnos a los parámetros utilizaremos (así es como suele hacerse) 
letras griegas minúsculas: µ, cr, n, p, ~' etc. 

Un estadístico es un valor numérico que describe una característica muestra!. Por 
tanto, un estadístico es a la muestra lo que un parámetro a la población. Acabamos de 
ver que en una población cualquiera, además de las características que la definen y que 
son comunes a todos los elementos, es posible definir otras muchas características en 
las que no todos los elementos coinciden. De una muestra, lógicamente, cabe decir lo 
mismo. Y una vez definida una o más de esas característi.cas en las que no todos los ele­
mentos coinciden, es posible obtener un valor numérico que las describa: a ese valor 
numérico se le llama estadístico. 

De la población de hombres españoles mayores de 30 años se puede extraer una 
muestra den personas. En esa muestra se puede definir y medir, por ejemplo, la altu­
ra. Hecho esto, es posible realizar diferentes cálculos con los valores obtenidos: sumar­
los, multiplicarlos, sumarlos y dividirlos por el número de valores, etc. Cada uno de es­
tos cálculos es un valor numérico que describe un aspecto diferente de la característica 
medida (la altura). Es decir, cada uno de estos cálculos es un estadístico. Pero no todos 
ellos poseen la misma utilidad. De hecho, muchos de estos números no tienen ninguna 
utilidad porque no tienen ningún significado. Otros muchos, como la media, la mediana, 
la desviación típica, la proporción, etc., tienen un significado y utilidad contrastados, 
y por esta razón se utilizan para analizar datos. 

Recordemos que los parámetros son valores poblacionales generalmente desco­
nocidos porque corresponden a elementos a los que no se tiene acceso en su totalidad. 
Esto sería un verdadero problema si no fuera porque cada parámetro poblacional posee 
su réplica muestra! en un estadístico concreto susceptible de ser calculado. Esto signi­
fica que utilizaremos los estadísticos muestrales para intentar formarnos una idea sobre 
los verdaderos valores de sus correspondientes parámetros poblacionales desconocidos. 
Este proceso consistente en atribuir a un parámetro el valor que toma su correspondiente 
estadístico se conoce con el nombre de estimación. La estimación es un concepto espe­
cialmente importante en estadística inferencia! (y, por tanto, también en el análisis de 
datos); a ella dedicaremos un capítulo completo, pero antes debemos seguir profundi­
zando en el concepto de estadístico. 

Es evidente que de una población cualquiera es posible extraer más de una muestra 
diferente del mismo tamaño. Esto significa que, definido un estadístico, cualquiera que 
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éste sea, su valor exacto dependerá de los valores concretos que tomen cada uno de los 
elementos que formen parte de la muestra obtenida. Ahora bien, de una población de ta­
maño1 N es posible extraer Nn muestras diferentes2 de tamaño n. Si en cada una de esas 
N"muestras calculamos un estadístico, encontr¡µ-emos que el valor de ese estadístico no 
siempre es el mismo; es decir, encontraremos que el valor del estadístico varía. de una 
muestra a otra. Esto significa que un estadístico no es un valor numérico único o cons­
tante (como lo es un parámetro), sino que es una variable: su valor concreto varía de­
pendiendo de la muestra en la que se calcula. 

Resumiendo, mientras un parámetro es un valor poblacional, un estadístico es un 
valor muestra]; mientras un parámetro es, por lo general, un valor desconocido, un esta­
dístico es un valor conocido o susceptible de ser conocido; mientras un parámetro es 
un valor numérico constante, un estadístico es una variable. Estas diferencias también 
se reflejan en la notación utilizada para representar a ur.os y a otros. Mientras que los 
parámetros se suelen representar con letras griegas minúsculas (por ejemplo,µ, o-, n, p, 
~,etc.), los estadísticos se suelen representar con letras latinas mayúsculas (por ejemplo, 
Y, S, P, R, B, etc.). 

Muestreo 

Ya hemos señalado que uno de los objetivos fundamentales del análisis de datos es el 
de extraer conclusiones de tipo general a partir de unos pocos datos particulares. Tam­
bién hemos' señalado que esto exige utilizar, por un lado, procedimientos que ayuden 
a efectuar correctamente ese salto (inferencia) de lo particular a lo general y, por otro, 
procedimientos que garanticen que el salto se apoya en una buena baseJan importante 
es disponer de una buena herramienta para analizar los dátos como seleccionar apropia­
damente los datos que se van a analizar. Qué datos se analizan condiciona la utilidad del 
cómo se analizan. 

Wonnacott y Wonnacott (1990, pág. 4) recogen un ejemplo que resulta especial­
mente útil para ilustrar esta idea. Los editores de Literary Digest intentaron pronosti­
car el resultado de las elecciones presidenciales de 1936 en Estados Unidos utilizando 
una muestra formada por votantes seleccionados de las guías telefónicas y de las lis­
tas de miembros de varios clubes y asociaciones. La muestra así obtenida presentaba 
(como pudo constatarse después) un fuerte sesgo hacia el bando republicano, lo cual se 
vio agravado, muy probablemente, por el hecho de que solamente fueron contestados 

1 Obviamente, si se está utilizando N para representar el tamaño de una población es porque esa población es finita. 
En una población infinita también es infinito el número de muestras distintas de tamaño n que es posible extraer. 
2 El muestreo aleatorio puede realizarse de dos maneras distintas:(!) con reposición, es decir, devolviendo cada ele­
mento a Ja población una vez que ha sido seleccionado (lo que implica que ese elemento puede aparecer más de una 
vez en la misma muestra) y (2) sin reposición, es decir, sin devolver a Ja población los elementos que van siendo 
seleccionados. Si !amuestra se obtiene con reposición, el número de muestras que es posible obtener viene dado por 
N", es decir, por las variaciones con repetición de N elementos (tamaño de la población) tomados den en n (tamaño 
de la muestra). Si la muestra se obtiene sin reposición, el número de muestras posibles viene dado por N!/(N-n) !, 
es decir, por las variaciones sin repetición de N elementos tomados de n en n. 
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una cuarta parte de todos los cuestionarios enviados. La muestra resultó ser tan sesgada, 
es decir, tan poco representativa de la población de votantes) que llevó a los responsa­
bles de la encuesta a pronosticar, erróneamente, que se produciría una victoria republi­
cana. El día de la votación se produjo la sorpresa: los republicanos obtuvieron menos 
del 40% de los votos y el candidato demócrata, Roosevelt, fue reelegido presidente por 
una aplastante mayoría. Es probable que el candidato republicano, AlfLandon (quien 
seguramente se había levantado esa mañana esperando ser nombrado presidente de Es­
tados Unidos), dejara de confiar en las predicciones elaboradas a partir de encuestas 
basadas en muestras. 

La más importante lección que debe aprenderse del error cometido por los editores 
de Literary Digest es que, cuando se intenta extraer conclusiones sobre las propiedades 
de una población a partir de la información contenida en una muestra de esa población, 
es necesario, ante todo, utilizar muestras representativas del total de la población. El no 
trabajar con muestras apropiadas llevará inevitablemente a que nuestras predicciones 
estén, ya desde el principio, condenadas al fracaso (lo que puede constituir un verdadero 
problema cuando, como es frecuente, esas predicciones están en la base de decisiones 
importantes). Por tanto, para que una muestra pueda ofrecer información satisfactoria 
sobre las propiedades de una población es necesario, antes que nada, que sea represen­
tativa de la población. Y esto únicamente puede conseguirse si todos los elementos po­
blacionales han tenido la oportunidad de ser elegidos. 

El término muestreo se refiere al proceso seguido para extraer una muestra de una 
población. El muestreo puede ser de dos tipos: probabilístico y no-probabilístico. En el 
muestreo probabilístico se conoce (o puede calcularse) la probabilidad asociada a cada 
una de las muestras que es posible extraer de una determinada población; y cada ele­
mento poblacional tiene asociada una probabilidad conocida (o calculable) de pertenecer 
a la muestra. En el muestreo no-probabilístico se desconoce o no se tiene en cuenta la 
probabilidad asociada a cada posible resultado muestra!: el investigador selecciona 
aquella muestra que más representativa le parece o, simplemente, aquella que considera 
que puede extraer con mayor comodidad o menor coste (voluntarios que responden a 
un anuncio, alumnos matriculados en un curso o en un centro, clientes que compran un 
producto, pacientes que acuden a un centro hospitalario, etc.). 

Solamente el muestreo probabilístico permite conocer la probabilidad asociada a 
cada resultado muestra! y, consecuentemente, solamente él permite formarse una idea 
sobre el grado de representatividad de una muestra. Por tanto, solamente el muestreo 
probabilístico ofrece una base adecuada para inducir las propiedades de una población 
a partir de la información muestra!. Esto no significa que el muestreo no probabilístico 
no pueda generar muestras representativas; lo que ocurre es que con un muestreo de tipo 
no probabilístico no se tiene información acerca de si la muestra es o no representativa. 
En consecuencia, ya desde ahora, dejaremos a un lado el muestreo no probabilístico y 
consideraremos en todo momento que los datos disponibles constituyen una muestra 
aleatoriamente seleccionada de su respectiva población, es decir, una muestra alea­
toria. 

En el muestreo aleatorio (selección al azar) se verifican dos importantes propieda­
des. En primer lugar, todos los elementos pob!acionales tienen la misma probabilidad 
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de ser elegidos; por tanto, cualquiera de ellos puede ser elegido y ésta es una condición 
necesaria para obtener una muestra representativa. En segundo lugar, el resultado de 
cada extracción no afecta ni depende del resultado de cualquier otra; es decir, las ex­
tracciones son independientes entre sí; y ésta, según tendremos ocasión de comprobar, 
es una condición que asume la mayoría de los procedimientos estadísticos qu~ estu­
diaremos (para profundizar en estos conceptos, puede consultarse Pardo y San Martín, 
1998, págs. 45-55). 

Debe tenerse en cuenta que, puesto que las poblaciones con las que se suele trabajar 
son desconocidas, nunca hay forma de saber si la muestra elegida es o no representativa 
de la población muestreada. Lo que sí se sabe es si se ha utilizado o no un método de 
selección que garantiza que la muestra elegida es una muestra representativa de lapo­
blación. Y ese método de selección es el muestreo aleatorio. 

Ahora bien, aunque el muestreo aleatorio permite obtener una muestra apropiada 
en la mayor parte de los contextos, en ocasiones es posible que surja la necesidad de 
trabajar con poblaciones cuyas características estén aconsejando alguna variante. No es 
éste el lugar para describir con detalle los diferentes tipos de muestreo aleatorio, pero 
sí nos parece conveniente ofrecer una breve descripción de los más utilizados. 

En el muestreo aleatorio sistemático se comienza elaborando una lista con los N 
elementos poblacionales numerados de 1 a N. A continuación se fija el tamaño de la 
muestra que se desea obtener (n) y se efectúa una extracción al azar entre los k =Nin 
primeros elementos (si k no es un número entero, se redondea al entero más próximo). 
El resto de los n - 1 elementos que configurarán la muestra se obtienen a partir de k. 
Siendo i a la, posición del primer elemento extraído, la muestra estará formada por los 
elementos poblacionales que ocupen las posiciones i, i+ k, i+2k, i+ 3k, ... , i+(n - l)k. 

Así, para extraer una muestra aleatoria de tamaño 100 de una población de 2.000 
elementos, se comienza elaborando una lista asignando a cada elemento uñ nilmero de 
1a2.000. La constante que se debe utilizar es k =Nin= 2.000/100 = 20. Después, se 
selecciona al azar un elemento entre los 20 primeros. Si, por ejemplo, el elemento selec­
cionado es el que ocupa la posición i = 9, el resto de los elementos de la muestra serán 
los que ocupen en la lista las posiciones 29, 49, 69, 89, ... , 1949, 1969, 1989. Este tipo 
de muestreo es útil cuando se dispone de un listado de toda la población y se desea ob­
tener una muestra aleatoria homogéneamente repartida a lo largo de toda la lista. 

El muestreo aleatorio estratificado se utiliza cuando una población está formada 
por diferentes subpoblaciones o estratos. Por ejemplo, en la población de hombres espa­
ñoles mayores de 30 años se pueden definir diferentes estratos según el nivel socioeco­
nómico, el tipo de profesión, el nivel de estudios, el estado civil, etc. Con el muestreo 
aleatorio simple existe la posibilidad de que alguno de los estratos no esté suficiente­
mente representado (particularmente si existen estratos muy pequeños). 

El muestreo aleatorio estratificado es útil cuando existe especial interés en que to­
dos los estratos de la población tengan una adecuada representación. Se comienza de­
finiendo los estratos e identificando los elementos que pertenecen a cada estrato. Se 
tienen así k estratos con tamaños N1, N2, ••• , Nk (N1 + N2 + · · · + Nk = N). A continuación 
se elaboran k listas (una por estrato) con los elementos de cada estrato debidamente nu­
merados y se procede a extraer aleatoriamente una muestra de cada estrato mediante 
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muestreo aleatorio simple o mediante muestreo aleatorio sistemático_ La muestra total 
estará formada por las k submuestras extraídas. 

El tamaño de las submuestras puede o no ser proporcional al tamaño de los estratos. 
En la afzjación simple se asigna a todas las submuestras el mismo tamaño (sin importar 
el tamaño del estrato del que proceden). En la afzjación proporcional el tamaño de las 
submuestras se fija de forma proporcional al tamaño de los estratos. Y si la variabilidad 
de los estratos es muy distinta, conviene extraer submuestras más grandes de los estratos 
con mayor variabilidad: afzjación óptima. Por ejemplo, si al extraer una muestra aleato­
ria de tamaño 100 de una población formada por 20.000 personas con un 40% de hom­
bres y un 60% de mujeres, queremos que esas proporciones poblacionales se mantengan 
en la muestra (afijación proporcional), debemos formar dos estratos (es decir, dos 
grupos: uno con los hombres y otro con las mujeres) y seleccionar aleatoriamente 40 
sujetos del primer estrato y 60 del segundo. Si se conociera la variabilidad de la variable 
estudiada (es decir, el grado de dispersión de las puntuaciones que se tiene intención de 
analizar; las medidas de dispersión las estudiaremos en el Capítulo 4) y la del grupo de 
hombres fuera muy diferente de la del grupo de mujeres, convendría seleccionar más 
sujetos del estrato con mayor variabilidad. 

En el muestreo por conglomerados, las unidades muestrales no son elementos in­
dividuales, sino grupos de elementos llamados conglomerados. En lugar de considerar 
que la población está formada por N elementos, se considera que está formada por k 
conjuntos o conglomerados de elementos. Se selecciona aleatoriamente uno o varios de 
esos conglomerados y se acepta como muestra el conjunto de todos los elementos que 
forman parte de ese o esos conglomerados seleccionados. Por ejemplo, en un estudio 
sobre desarrollo cognitivo en el que la población de referencia es la de todos los alum­
nos de Educación Primaria de la Comunidad de Madrid, en lugar de seleccionar una 
muestra aleatoria de un listado de todos los alumnos de Educación Primaria, se podrían 
seleccionar unos pocos colegios de la población de colegios y utilizar como muestra a 
todos los alumnos de los colegios seleccionados. Las ventajas de este tipo de muestreo 
son evidentes cuando se trabaja con poblaciones muy grandes: no se necesita un listado 
de todos los elementos de la población, sino solamente de aquellos que forman parte 
de los conglomerados seleccionados. 

En el muestreo aleatorio por conglomerados puede procederse por etapas; en ese 
caso hablamos de muestreo polietápico. En la primera etapa se divide la población en 
k conglomerados y se elige uno o varios de ellos (unidades muestrales primarias); en la 
segunda etapa, los conglomerados elegidos se dividen en conglomerados más pequeños 
y se vuelve a elegir uno o varios de ellos (unidades muestrales secundarias); etc. La 
muestra definitiva la componen todos los elementos de los conglomerados seleccionados 
en la última etapa. 

Obviamente, cuando se procede por etapas basta con disponer de un listado de los 
elementos que forman parte de los conglomerados seleccionados en la última etapa. Si, 
en el estudio sobre desarrollo cognitivo, la población de referencia fuese la de todos los 
alumnos españoles de enseñanza primaria, se podría comenzar seleccionando unas pocas 
comunidades autónomas; después, una provincia de cada comunidad autónoma selec­
cionada; después, un pueblo o ciudad de esas provincias; por último, un colegio de cada 
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pueblo o ciudad seleccionados. Al proceder por etapas, en cada etapa y dependiendo de 
las características de los conglomerados que finalmente se vayan a muestrear, es posible 
utilizar cualquiera de los restantes métodos de muestreo aleatorio: simple, sistemático 
o estratificado. 

Variables aleatorias 

El concepto de variable3 como representación numérica de una característica sometida 
a medición ya se ha presentado al hablar de los distintos tipos de variables (ver, en este 
mismo capítulo, el apartado sobre Tipos de variables). En ese momento se destacó el 
hecho de que una variable es la representación de una característica (sexo, altura, etc.) 
que no siempre que se mide toma los mismos valores, es decir, la representación de una 
característica que varía. Ha llegado el momento de señalar otra importante peculiaridad 
de las variables que analizamos: la aleatoriedad resultante del muestreo. 

Una variable aleatoria4 es una colección de números (al menos dos). En sentido es­
tricto, hasta que no hay números, no hay variable. Pero ya sabemos que no todos los 
números que se asignan en el proceso de medición tienen el mismo significado, lo cual 
nos ha llevado a clasificar las variables como categóricas y cuantitativas. 

Al medir una variable en una muestra de tamaño n se obtienen n valores. Si la va­
riable es categórica (por ejemplo, sexo), los posibles valores distintos serán pocos (hom­
bre, mujer) y cada uno de ellos se repetirá varias veces (pues todos los resultados serán 
hombre o mµjer). Por el contrario, si la variable es cuantitativa (por ejemplo, altura), 
habrá muy pocas repeticiones o ninguna (si la medida se hace con suficiente precisión, 
habrá muchos valores distintos y muy pocas repeticiones de un mismo valor). Tras 
asignar números a los resultados del muestreo (por ejemplo, unos a losliOmóres y doses 
a las mujeres; centímetros a las alturas), en ambos casos tendremos variables aleatorias 
porque en ambos casos tendremos números resultantes del muestreo aleatorio. 

Ahora bien, saber que la variable sexo toma unos y doses no aporta información útil 
(ya se sabe que la variable sexo toma unos y doses, y que eso no depende del muestreo)­
Lo interesante es saber cuántos unos y cuántos doses aparecen en una muestra. Es en 
ese momento, es decir, cuando a las categorías de la variable sexo se le asocian los re­
sultados del muestreo, cuando se tiene una variable aleatoria. Pero centrar la atención 
en cuántos hombres (o mujeres) aparecen en una muestra es centrar la atención, no en 
la variable sexo, sino en una nueva variable: el número de hombres, que es una variable 
porque depende de la muestra concreta en la que se calcula (es decir, porque varía de 
muestra a muestra) y, además, es aleatoria porque los valores que toma son resultado 
del muestreo aleatorio. Por supuesto, la variable sexo (categórica) es estadísticamente 

3 
Este apartado ofrece una explicación más bien intuitiva y poco fonnal del concepto de variable aleatoria y de sus 

características. Este tipo de explicación es la que nos ha parecido más apropiada para quienes se inician en el análisis 
de datos. El lector interesado en una exposición más fonnal puede consultar Amón (1984, Capítulos 3 a 6). 
4 

Una variable aleatoria es unafanción que asigna un número real, y solamente uno, a cada uno de los sucesos 
elementales de un espacio muestra! (el lector poco familiarizado con Ja teoría de Ja probabilidad debe revisar el 
apartado sobre conceptos básicos de probabilidad que se ofrece a continuación en este mismo capítulo). 
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interesante: permite formar grupos y, aunque ya se sabe qué valores toma, siempre re­
sulta posible aplicar herramientas descriptivas para conocer con qué frecuencia toma 
cada valor. Pero la variable número de hombres (cuantitativa) es mucho más interesante: 
permite, según veremos, efectuar comparaciones y estudiar relaciones tomando como 
referencia algunos modelos teóricos de probabilidad. 

Con una variable cuantitativa como la altura ocurre algo parecido. Aunque los valo­
res que toma Ja variable tienen interés en sí mismos (pueden ser más altos o más bajos, 
muy parecidos entre sí o muy distintos, etc.), el hecho de que haya muchos valores dis­
tintos hace dificil formarse una idea de las características de Ja variable si no se utiliza 
algún tipo de resumen como, por ejemplo, la altura media. Estos resúmenes son, obvia­
mente, cuantitativos, varían de muestra a muestra (es decir, son variables) y sus valores 
d,ependen del muestreo (es decir, son variables aleatorias); y, lo que es más interesante, 
permiten, según veremos, efectuar comparaciones y estudiar relaciones5

• 

Centro, dispersión y forma de la distribución 

De lo estudiado hasta aquí cabe deducir que el análisis de datos es, ante todo, análisis 
de variables aleatorias, es decir, análisis de los números que se asignan a los resultados 
del muestreo aleatorio. · 

Pero, ¿qué puede hacerse con estas variables (con estos números)? Según veremos 
a lo largo de este manual y de los siguientes volúmenes, el análisis de datos suele cen­
trarse en la aplicación de herramientas inferenciales con el objetivo de efectuar compa­
raciones y estudiar relaciones. Pero, antes de eso, lo primero que suele hacerse (y que 
conviene hacer) con un conjunto de datos es formarse una idea lo más exacta posible 
acerca de las características de cada variable individualmente considerada. Y esto se 
consigue aplicando herramientas descriptivas. 

Para esto, tanto las variables aleatorias directamente resultantes del muestreo aleato­
rio (el sexo, la altura) como las transformaciones que normalmente interesa hacer de 
ellas (el número de hombres o de mujeres, la altura media) deben caracterizarse pres­
tando atención a tres propiedades o características fundamentales: centro, dispersión 
y forma de la distribución. 

l. El centro de una variable es el valor que más se repite (variables categóricas) o el 
promedio del conjunto de valores (variables cuantitativas). Indica qué valor de la 
variable, de todos los posibles, cabe esperar encontrar con mayor probabilidad. Pue­
de calcularse de diferentes maneras (ver los dos siguientes capítulos), pero el más 
utilizado se conoce como valor esperado o esperanza matemática. 

5 Las variables categóricas no suelen ser el objetivo primordial del análisis de datos. Esto no quiere decir que va­
riables como el sexo, el tipo de tratamiento, o el nivel educativo no tengan interés analítico, sino que el interés del 
análisis suele dirigirse, no exactamente a esas variables (cuyos valores suelen ser fijos y conocidos), sino al número 
de veces que aparece cada uno de sus valores en una muestra concreta Por tanto, el análisis de datos es, básicamen­
te, análisis de datos cuantitativos. Cuando se habla de análisis de datos categóricos o de variables categóricas se 
está hablando, generalmente, del análisis de las frecuencias (datos cuantitativos) asociadas a las categorías de las 
variables categóricas. 
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En una muestra concreta, el valor esperado de una variable es su media aritmé­
tica. Pero una muestra concreta no es _más que una de las muchas (a veces, infinitas) 
que es posible extraer de una determinada población. El concepto de valor esperado 
incorpora la idea del centro que cabría esperar encontrar a la larga, es decir, el que 
cabría.encontrar en el conjunto de todas las muestras de tamaño n que podrían ex­
traerse de una determinada población; lo cual no es otra cosa que el centro (media 
aritmética) de la población. Y, según tendremos ocasión de comprobar más adelan­
te, el concepto de valor esperado cobra especial relevancia cuando se utiliza para 
identificar el centro de muchas de las distribuciones teóricas de probabilidad (bino­
mial, normal, etc.) que se utilizan en estadística para entender mejor el comporta­
miento de los datos. 

2. La dispersión de una variable se refiere al grado de concentración o alejamiento de 
los valores en tomo al centro de la variable. Al igual que el centro, la dispersión de 
una variable puede calcularse utilizando diferentes métodos (esto se explica en los 
dos capítulos siguientes), pero quizá el más utilizado es la desviación típica (y su 
cuadrado, la varianza), que viene a ser una especie de promedio de distancias al 
centro de la variable. 

3. La forma de la distribución refleja la frecuencia con la que se repite cada valor (va­
riables categóricas) o cada rango de valores (variables cuantitativas). 

Aquí es importante distinguir entre distribuciones empíricas y distribuciones 
teóricas. Una distribución empírica indica cómo se distribuyen, de hecho, los valo­
res de una variable. Una distribución teórica es una fórmula matemática (un mo­
delo) que se utiliza para facilitar el trabajo con variables aleatorias (en realidad, las 
distribuciones'teóricas son una de las herramientas estadísticas más útiles para un 
analista de datos). 

Una distribución empírica está formada por los valores que toma una variable 
en una muestra concreta y por las frecuencias relativas asociadas a cada valor. Ima­
ginemos que en una determinada población definimos Ja variable padecer trastorno 
depresivo, con posibles valores "sí" y "no"; extraemos al azar una muestra de esa 
población y asignamos un 1 a las personas que padecen depresión y un O a las que 
no la padecen; tendremos, por un lado, una variable aleatoria (unos y ceros resul­
tantes del muestreo) y, además, el número o proporción de unos y ceros; es decir, 
tendremos la ·distribución empírica formada por los valores que toma la variable 
(unos y ceros) y por.las frecuencias relativas asociadas a cada valor (proporciones 
de unos y ceros). Imaginemos ahora que el 10% de las personas de la población pa­
dece depresión; en este nuevo escenario es posible utilizar el cálculo de probabili­
dades (en concreto, una distribución teórica llamada binomial; ver Capítulo 3) para 
conocer la probabilidad asociada a cada posible resultado muestra!. 

Otro ejemplo. Imaginemos que seleccionamos una muestra al azar de una deter­
minada población y medimos la altura de los sujetos; los números (por ejemplo, 
centímetros) resultantes del muestreo constituyen una variable aleatoria; asociando 
a esos números la frecuencia relativa con la que aparecen tendremos la distribución 
empírica de la variable altura. Imaginemos ahora que asumimos que, en la pobla­
ción muestreada, las alturas de los sujetos se distribuyen en forma de campana (mu-
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chos casos en tomo al centro y pocos en las orillas); es decir, imaginemos que las 
alturas de los sujetos se parecen a una distribución teórica llamada normal (ver 
Capítulo 5). En este nuevo escenario es posible utilizar la distribución teórica nor­
mal para conocer la probabilidad asociada a cada posible resultado muestra!. 

A la combinación formada por los valores de una variable aleatoria y las proba­
bilidades asociadas a cada uno de esos valores se le suele llamarfanción de proba­
bilidad o distribución de probabilidad. Aquí, con :frecuencia, también nos referire­
mos a esta combinación simplemente como distribución6

, intentando dejar claro en 
cada caso si se trata de una distribución empírica o de una distribución teórica. 

Así pues, para conseguir formamos una idea lo más exacta posible acerca de las carac­
terísticas de una variable aleatoria vamos a prestar atención a tres propiedades: centro, 
dispersión y forma de la distribución. 

El centro es una especie de representante del resto de valores; indica en tomo a qué 
valor es más probable encontrar casos. La dispersión ayuda a precisar si el centro es o 
no un buen representante del resto de valores (según veremos, desempeña un papel 
esencial en la inferencia estadística). Y laforma de la distribución permite detectar 
dónde tienden a agruparse los valores y si existen valores que se alejan llamativamente 
de los demás; y, lo que es más importante, cuál es la probabilidad asociada a cada valor 
de la variable y, consecuentemente, cuál es la probabilidad asociada a cada posible re­

sultado muestra!. 

Probabilidad 

La teoría de la probabilidad es el aparato matemático en el que se basa la estadística 
para mejorar la descripción de los datos y, sobre todo, para hacer inferencias de lo par­
ticular (muestra) a lo general (población). Entender correctamente muchos de los pro­
cedimientos estadísticos que estudiaremos (al menos, algunos aspectos concretos de 
esos procedimientos) requiere estar familiarizado con algunos conceptos básicos de la 
teoría de la probabilidad. 

Por supuesto, este apartado no es, ni de lejos, un curso sobre teoría de la probabili­
dad; para ello puede recurrirse a cualquiera de los excelentes manuales de probabilidad 

6 En este contexto es importante recordar la distinción ya establecida entre variables discretas (cuando entre dos 
valores consecutivos no puede darse un valor intermedio; por ejemplo, el número de aciertos) y continuas (cuando 
entre dos valores consecutivos siempre es posible encontrar un valor intermedio si se mide con suficiente precisión; 
por ejemplo, la edad). Esta distinción entre variables lleva asociada una distinción entre distribuciones de probabi­
lidad que gusta mucho enfatizar a los estadísticos. En una distribución discreta, cada valor de la variable tiene aso­
ciada una probabilidad concreta (por ejemplo, Ja probabilidad de obtener tres caras en cinco lanzamientos de una 
moneda, o la probabilidad de padecer trastorno depresivo). En una distribución continua no existe tal cosa; la pro­
babilidad asociada a un valor concreto es nula (si se define una altura con muchos decimales, Ja probabilidad de que 
un sujeto tenga exactamente esa altura es nula; de hecho, en las distribuciones continuas se habla de densidad, no 
de probabilidad). Esto puede entenderse fácilmente.si se tiene en cuenta que la probabilidad del conjunto de posibles 
valores de una variable vale 1 y que esa probabilidad hay que repartirla entre Jos teóricamente infinitos valores de 
Ja variable continua. 
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existentes en el mercado. Este apartado incluye únicamente los conceptos de probabi­
lidad que es necesario manejar para poder trabajar con las distribuciones de probabilidad 
que estudiaremos más adelante. Lo que hacemos al analizar datos es extraer muestras 
aleatorias y calcular números con distribución de probabilidad conocida para poder 
interpreta¡: mejor esos números y para poder tomar decisiones a partir de ellos. Por tanto, 
lo que conviene saber de la teoría de la probabilidad es, básicamente, la parte r~lacio­
nada con la selección de muestras aleatorias y con las distribuciones de probabilidad 
asociadas a los valores muestrales (números) que se calculan en ellas. 

Espacio muestra! y sucesos 

Llamamos experimento aleatorio a cualquier acción cuyo resultado no puede predecirse 
con certeza. Lanzar una moneda al aire y observar el resultado (no podemos predecir 
con certeza si saldrá cara o cruz) o medir la altura de un sujeto elegido al azar (no 
podemos predecir con certeza cuál será su altura exacta) son experimentos aleatorios. 

El espacio muestra! (E) es el conjunto de posibles resultados de un experimento 
aleatorio. En el experimento aleatorio consistente en lanzar una moneda y observar el 
resultado, el espacio muestra! está formado por los dos resultados posibles, cara y cruz. 
En el experimento aleatorio consistente en medir la altura de un i>ujeto, el espacio mues­
tra! está formado por todos los posibles resultados de la medición; si el experimento 
aleatorio consiste en lanzar una moneda dos veces, el espacio muestra! está formado por 
cuatro posibles resultados: cara-cara, cara-cruz, cruz-cara, cruz-cruz; si se miden las 
alturas de dos sujetos, el espacio muestra! está formado por todas las combinaciones re­
sultantes de combinar las dos mediciones; etc. 

Un suceso (S) es un subconjunto de un espacio muestra!. Un suces.r-simple o ele­
mental está formado por un único resultado (por ejemplo, obtener "cara-cara" en dos 
lanzamientos de una moneda). Un suceso compuesto está formado por más de un resul­
tado (por ejemplo, obtener "una cara" en dos lanzamientos; es decir, obtener "cara-cruz" 
o "cruz-cara"). Al suceso formado por todos los resultados del espacio muestra! se le 
llama suceso seguro; y a los resultados que no forman parte del espacio muestra!, su­
ceso imposible. 

La unión (u) de dos sucesos es el conjunto de resultados distintos que forman parte 
de uno u otro suceso. La diferencia entre dos sucesos es el conjunto de resultados que 
pertenecen al primer suceso y _no al segundo. La intersección (n) de dos sucesos es el 
conjunto de resultados que forman parte tanto de uno como de otro suceso. Dos sucesos 
se consideran iguales cuando incluyen los mismos resultados; y exclusivos cuando no 
tienen ningún resultado en común. Un suceso tiene su complementario en todos los 
resultados del espacio muestra! que no forman parte de él. 

Concepto de probabilidad 

Existen diferentes formas de aproximarse al cbncepto de probabilidad. Una aproxima­
ción intuitiva consiste en considerarlo como sinónimo de lo fácil o dificil que es obser-
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var cada uno de los sucesos de un espacio muestra!. Si lanzamos al aire tres monedas, 
el suceso "tres caras" únicamente puede ocurrir de una manera: cara-cara-cara; sin em­
bargo, el suceso "una cara" puede ocurrir de tres maneras distintas: cara-cruz-cruz, cruz­
cara-cruz, cruz-cruz-cara. Por tanto, parece más fácil (más probable) observar el suceso 
"una cara" que el suceso "tres caras". Pero la probabilidad de un suceso es algo más que 
lo fácil o dificil que es observarlo: es un número que intenta cuantificar lo fácil o dificil 
que es observarlo. 

El punto de vista a priori, también llamado clásico, asume que todos los sucesos 
elementales de un espacio muestra! tienen las mismas posibilidades de ocurrir (principio 
de indiferencia) y cuantifica la probabilidad asociada a un suceso concreto (S) como su 
frecuencia relativa teórica: 

ns 
P(S) = - (2.1] 

n 

es decir, como el número de resultados favorables al suceso (n,) dividido entre el nú­
mero de resultados posibles (n). 

En este punto de vista se asume, por ejemplo, que los dos resultados posibles del 
lanzamiento de una moneda (cara y cruz) tienen las mismas posibilidades de ocurrir (es 
decir, son equiprobables); consecuentemente, la probabilidad a priori de cada uno de 
ellos vendrá dada por P( cara)= P( cruz)= 1/2 = 0,5. Del mismo modo, puesto que el su­
ceso "cara-cara en dos lanzamientos" es uno entre cuatro posibles (cara-cara, cara-cruz, 
cruz-cara, cruz-cruz) que se asumen equiprobables, su probabilidad a priori vendrá dada 
por P(cara-cara) = 1/4 = 0,25. 

El punto de vista a posteriori, también llamadofrecuentista o estadístico, concibe 
la probabilidad de un suceso como el límite al que tiende su frecuencia relativa: 

P(S) = 1ím ns (2.2] 
n-<» n 

(aquí, n no es el número de sucesos del espacio muestra!, sino el número de veces que 
se realiza el experimento aleatorio). Este punto de vista no hace ninguna suposición pre­
via sobre las probabilidades de los sucesos; en lugar de eso, la probabilidad que se asig­
na a un suceso es su frecuencia relativa empírica, es decir, la proporción de veces que 
se observa el suceso al realizar el experimento aleatorio un número infinito de veces. 
Ahora bien, como no es posible realizar un experimento un número infinito de veces, 
la probabilidad a posteriori de un suceso hay que estimarla realizando el experimento 
muchas veces, tantas como sea necesario hasta observar que el valor de su frecuencia 
relativa se estabiliza. 

Imaginemos, por ejemplo, que se lanza una moneda 100 veces y que se obtienen 54 
caras, es decir: P(cara) = 54/100 = 0,54; se sigue lanzando hasta 500 veces y se obtie­
nen 242 caras: P( cara)= 242/500 = 0,484; se sigue lanzando hasta 1.000 veces y se ob­
tienen 511 caras: P(cara) = 511/1.000 = 0,511; se sigue lanzando hasta 10.000 veces 
y se obtienen 4.962 caras: P(cara) = 4.942/10.000 = 0,4962; se sigue lanzando hasta 
20.000 veces y se obtienen 10.062 caras: P( cara) = 10.062/20.000 = 0,5031; se sigue 
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lanzando hasta 30.000 veces y se obtienen 14.967 caras: P(cara) = 14.967/30.000 = 
0,4989; etc. Lo que ocurre al proceder de esta manera es que, conforme va aumentando 
el número de ensayos (lanzamientos), la frecuencia relativa del suceso cara se va esta­
bilizar .. J en tomo a 0,50. Pues bien, ésta es la probabilidad a posteriori del suceso cara. 

En la práctica, ambas formas de entender la probabilidad (a priori y a posteriori) 
son útiles y, también, necesarias. Por ejemplo, cuando se selecciona una muestra alea­
toria de una población se está asumiendo que todos los elementos poblacionales tienen 
la misma probabilidad de ser elegidos (principio de indiferencia), es decir, se está adop­
tando un punto de vista a priori. Sin embargo, para conocer la probabilidad de que una 
persona de esa población sea hombre o fumador o tenga nivel de estudios superiores o 
una altura por encima de 180 cm, etc., no puede asumirse el principio de indiferencia 
(es decir, no puede asumirse que hay el mismo número de hombres que de mujeres o el 
mismo número de fumadores que de no fumadores, etc.); a no ser que se tenga informa­
ción sobre todos los elementos de la población, las probabilidades asociadas a esos su­
cesos solamente pueden estimarse a posteriori, es decir, observando sus frecuencias re­
lativas empíricas. Sin embargo, adoptar uno u otro punto de vista no tiene implicaciones 
relevantes sobre las conclusiones a las que puede llegarse. Puesto que tanto las proba­
bilidades a priori como las a posteriori se conciben como frecuencias relativas (teóricas 
en el primer caso y empíricas en el segundo), sus propiedades son idénticas: 

l. La probabilidad de todos los sucesos del espacio muestra! (suceso seguro) vale l. 
Es decir, P(E) =l. 

2. La probabilidad de un suceso es siempre no negativa. Es decir, P(S);::: O. 
3. La probabilidad de la unión de dos o más sucesos mutuamente exclusivos es igual 

a la suma de las probabilidades individuales de los sucesos. Es decir, 

Estas propiedades son las que han servido para formular una teoría axiomática o formal 
de la probabilidad. Adoptándolas. como axiomas (pues son propiedades inherentes a 
cualquier probabilidad, ya sea ésta concebida a priori o a posteriori) y procediendo a 
partir de ellas por deducción se obtienen una serie de teoremas o reglas que constituyen 
lo que se conoce como cálculo de probabilidades. De estas reglas destacaremos dos 
particularmente útiles: la regla o teorema de la multiplicación (referida a la intersección 
de sucesos) y la regla o teorema de la suma (referida a la unión de sucesos). 

Regla de la multiplicación 

Entre los conceptos más interesantes que podemos encontrar en la teoría de la proba­
bilidad se encuentra el de probabilidad condicional. Se refiere a la probabilidad de que 
ocurra un suceso cuando se impone la condición de que haya ocurrido otro previamente. 
Se representa mediante P(S1 J S.;J y se lee como "probabilidad condicional de S1 dado S2" 

o, simplemente, como "probabilidad de S1 dado S2". 

Para entender fácilmente el significado de una probabilidad condicional, conside­
remos el ejemplo propuesto en la Tabla 2.1. Los resultados que muestra la tabla se há.n 
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obtenido al clasificar a las 10.000 personas de una determinada población utilizando los 
criterios sexo (hombres, mujeres) y tabaquismo (fumadores, no fumadores). 

De acuerdo con la ecuación [2.1] (número de casos favorables dividido entre el 
número de casos posibles), la probabilidad de que un sujeto elegido al azar sea fumador, 
es decir, la probabilidad del suceso fumador (F), asumiendo que cualquier sujeto tiene 
la misma probabilidad de ser elegido, vale 

P(F) = 3.500 = O 35 
10.000 , 

Y la probabilidad de que un sujeto elegido al azar sea hombre (H) vale 

P(H) = 4.000 = 0,40 
10.000 

Tabla 2.1. Frecuencias conjuntas de sexo y tabaquismo 

Hombres 

Mujeres 

Total 

Fumadores No fumadores 

LOOO 

2.500 

3.500 

3.000 

3.500 

6.500 

Total 

4.000 

6.000 

10.000 

Ahora bien, si se impone la condición de que el sujeto elegido sea hombre, entonces 
¿cuál es la probabilidad de que seafumador? Es decir, ¿cuál es la probabilidad con­
dicional del suceso fumador dado el suceso hombre? Para responder a esta pregunta 
hay que tener en cuenta que los casos favorables, es decir, los hombres fumadores, son 
1.000, y que, debido a la restricción impuesta, los casos posibles son los 4.000 hombres. 
Por tanto: 

P(F\H) = 1.000 = O 25 
4.000 , 

El numerador de esta probabilidad condicional recoge los 1.000 hombres fumadores, 
es decir, los elementos que forman parte de la intersección entre el suceso fumador y 
el suceso hombre (FnH). La probabilidad de esta combinación de sucesos (ser fumador 

y ser hombre) vale: 

P(FnH) = l.OOO = 0,10 
10.000 

Y el denominador de la probabilidad condicional recoge los 4.000 elementos del suceso 
dado (H) cuya probabilidad ya sabemos que vale 0,40 (ver más arriba). En consecuen­

cia: 

P(F\H) = P(FnH) 
P(H) 

1.000 /10.000 
4.000 /10.000 4.000 

1.000 0,25 
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Es decir, la probabilidad condicional del suceso S1 dado el suceso S2 es igual a la pro­
babilidad de la intersección de ambos sucesos dividida entre la probabilidad del suceso 
dado: 

[2.3] 

Precisamente esta definición de probabilidad condicional, que contiene en el numerador 
la probabilidad de la intersección de los dos sucesos, sirve para formular Ja regla de la 
multiplicación (también llamada regla del producto): 

La probabilidad de la intersección de dos sucesos es igual a la probabilidad indi­
vidual de uno de ellos multiplicada por la probabilidad condicional del otro. 

Es decir, 

[2-4] 

Por tanto, hablar de intersección en el contexto de los sucesos de un espacio muestra! 
es equivalente a hablar de multiplicación en el contexto de las probabilidades de esos 
sucesos. 

Pero la definición [2:4] necesita ser matizada. Es claro que no todo suceso tiene por 
qué alterar la probabilidad de cualquier otro. De hecho, muchos sucesos no alteran las 
probabilidades de otros muchos. Pues bien, cuando dos sucesos no ven alteradas sus res­
pectivas probabilidades individuales por la presencia del otro, decimos que esos sucesos 
son independientes. Cuando se da esta circunstancia, Ja probabilidad condicional de un 
suceso no difiere de su probabilidad individual. Es decir, si dos sucesos-son-indepen­
dientes se verifica 

[2.5] 

Por tanto, si dos sucesos son independientes, la regla de la multiplicación~'ª presentada 
más arriba, se 'simplifica: 

La probabilidad de la intersección de dos sucesos independientes es igual al pro­
ducto de sus probabilidades individuales. Y a la inversa: si la probabilidad de la 
intersección de dos sucesos es igual al producto de sus probabilidades individua­
les, entonces esos sucesos son indepéndientes. 

Volviendo a los datos de la Tabla 2.1, ¿puede decirse que el suceso hombre es inde­
pendiente del suceso fumador? Sabemos (ver más arriba) que Ja probabilidad de la inter­
sección entre esos sucesos vale 0,10, Jade! suceso hombre 0,40 y Jade! suceso fumador 
0,35. Si los dos sucesos fueran independientes, Ja probabilidad de su intersección (O, JO) 
debería ser igual al producto de sus probabilidades individuales (0,40 x 0,35 = 0,14). 
Puesto que la probabilidad O, 1 O es distinta de la probabilidad O, 14, podemos decir que 
los sucesos hombre y fumador no son independientes. 
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Regla de la suma 

Si dos sucesos son mutuamente exclusivos (es decir, si no tienen elementos en común; 
ver Figura 2.1, gráfico de la izquierda), la probabilidad de su unión es la suma de sus 
probabilidades individuales. Esto es lo que afirma el axioma 3. Ahora bien, si los su­
cesos no son exclusivos (es decir, si tienen algún elemento en común; ver Figura 2.1, 
gráfico de la derecha), a la probabilidad de la unión hay que restarle la parte que tienen 
en común, es decir, la intersección de ambos. Este razonamiento da pie para formular 

la regla de la suma: 

Si S
1 

y S2 son sucesos exclusivos, P(S1 u SJ = P(S1) + P(S2) [2.6] 

Si S
1 

y S2 son sucesos no exclusivos, P(S1 uSJ = P(S1) + P(S2) - P(S1 nS2) [2.7] 

Por tanto, hablar de unión en el contexto de los sucesos de un espacio muestra! equivale 
a hablar de suma en el contexto de las probabilidades de esos sucesos. 

En el ejemplo representado en la Figura 2.1, la probabilidad de la unión de los dos 
sucesos del gráfico de la izquierda (sucesos exclusivos) se obtiene sumando las proba­
bilidades individuales de ambos sucesos (ecuación [2.6]). Sin embargo, en el gráfico 
de la derecha (sucesos no exclusivos), la probabilidad de la unión de ambos sucesos no 
se corresponde con la suma de las probabilidades individuales; a esa suma hay que 
restar la probabilidad de la intersección, es decir, hay que restar la probabilidad corres­
pondiente al elemento e, el cual se ha sumado dos veces (ecuación [2.7]). 

Volviendo a los datos de la Tabla 2.1, la regla de la suma puede utilizarse para co­
nocer la probabilidad de la unión de los sucesos hombre y fumador, es decir, la proba­
bilidad de que un sujeto elegido al azar sea hombre o fumador. Obviamente, ser hombre 
y ser fumador no son exclusivos pues una persona puede ser al mismo tiempo ambas 

cosas. Por tanto: 

P(HuF) = P(H)+P(F)-P(HnF) = 0,40+0,35-0,10 = 0,65 

Figura 2.1. Sucesos exclusivos (izquierda) y no exclusivos (derecha) en el espacio muestra! E 

E 

a 

c 

b 

d 

g 

Combinando la regla de la multiplicación y la regla de la suma se llega a un teorema, 
muy conocido en estadística, llamado teorema de Bayes. No obstante, puesto que no 
ayuda a resolver nada que no pueda resolverse con las dos reglas estudiadas, no será 
tratado aquí (el lector interesado en este teorema puede consultar, por ejemplo, Amón, 

1984, págs. 53-59). 
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Apéndice 2 

Combinatoria (reglas de contar) 

Utilizar el cálculo de probabilidades requiere, entre otras cosas, conocer el espacio muestra! con 
el que se desea trabajar, es decir, los posibles resultados del correspondiente experimento aleato­
rio. Aunque con espacios muestrales pequeños es fácil calcular el número total de resultados, con 
espacios muestrales grandes la tarea se complica bastante. En estos casos es muy útil disponer 
de alguna herramienta que facilite el trabajo. Como también lo es contar con herramientas que 
ayuden a calcular, por ejemplo, cuántas comparaciones por pares pueden hacerse con un deter­
minado número de elementos; o de cuántas maneras distintas puede ordenarse un conjunto de 
estímulos para presentarlos a una muestra de sujetos. Todos estos cálculos pueden realizarse fá­
cilmente con las llamadas reglas de contar, algunas de las cuales se describen en este apartado. 

Comencemos con el principio fundamental de la combinatoria. Sirve para resolver mu-
chas de las situaciones que podemos encontrarnos y es muy fácil de aplicar: 

Si el suceso S1 puede ocurrir de n1 maneras, el suceso S2 de n2 maneras, ... , el suceso Sk de 
nk maneras, los k sucesos S1, S2, ••• , Sk pueden ocurrir, de forma simultánea o conjunta, de 
n1 x n2 x · · · x nk maneras. 

Para comprender la utilidad de este principio, vamos a comenzar con un par de ejemplos de jue­
gos que pueden resultar bastante familiares. Primero: ¿cuántos resultados posibles tiene una qui­
niela de fútbol? Una quiniela tiene 15 resultados, cada uno de los cuales puede ocurrir de 3 
maneras distintas; por tanto, los 15 resultados juntos pueden ocurrir de 3 x 3 x · · · x 3 = 315 = 

14.348.907 maneras distintas. Segundo: ¿cuántos resultados distintos pueden darse en la lotería 
primitiva? En este juego se eligen al azar 6 números entre 49 posibles (números áel ·1 al 49); el 
primer número elegido puede ser uno cualquiera de los 49 posibles; el segundo, uno de los 48 
restantes (pues el segundo resultado no puede ser el número que ya ha salido como primer resul­
tado); el tercero, uno ·de los 4 7 restantes; ... ; el sexto, uno de los 44 restantes; por tanto, los 6 
números elegidos pueden aparecer de 49 X 48 X 47 X 46 X 45 X 44 = 10.068.347.520 maneras. 

Aunque ambos casos se resuelven utilizando la misma estrategia, lo cierto es que difieren 
en un aspecto importante. En el caso de la quiniela, cada posible resultado es distinto de cada 
otro porque el orden en el que aparecen las quince apuestas es crucial. En la lotería primitiva, sin 
embargo, no todos los posibles resultados son distintos entre sí, sino que hay algunos que son 
equivalentes a otros; por ejemplo, el resultado {l, 2, 3, 4, 5, 6} es, obviamente, equivalente al 
resultado {l, 3, 5, 2, 4, 6}; y también es equivalente a cualquier otro que contenga los mismos 
números aunque estén en distinto orden. Por tanto, para calcular correctamente los posibles re­
sultados de la lotería primitiva es necesario tener en cuenta de cuántas maneras pueden ordenarse 
6 números distintos. Veamos: el primer número puede ocupar cualquiera de las 6 posiciones dis­
ponibles; el segundo, cualquiera de las cinco posiciones restantes; ... ; el sexto, la única posición 
disponible al final. Aplicando el principio fundamental de la combinatoria se llega a la conclu­
sión de que 6 números distintos pueden ordenarse de 6 x 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 720 maneras distintas. 
Dado que esto ocurre con cualquier combinación de 6 números, el número de posibles resulta­
dos distintos en la lotería primitiva vendrá dado por el cociente entre el primer cálculo realizado 
(10.068.347.520, cantidad que incluye muchos resultados equivalentes) y las distintas maneras 
de ordenar 6 números (720), es decir, 13.983.816 maneras distintas. 
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Para terminar de aclarar estas diferencias entre posibles resultados de un experimento alea­
torio, consideremos un ejemplo algo más simple. Supongamos que lanzarnos una moneda dos 
veces y observarnos el resultado. Llamando e al resultado cara y x al resultado cruz, este experi­
mento aleatorio tiene asociados cuatro posibles resultados: ce, ex, xc, xx. El hecho de que estos 
cuatro resultados se consideren o no distintos entre sí dependerá del criterio que se aplique para 
distinguirlos: (1) si se considera que dos resultados son distintos tanto si contienen elementos 
distintos corno si, conteniendo los mismos, se encuentran en distinto orden, entonces los 4 resul­
tados son distintos; (2) si se considera que dos resultados son distintos únicamente si contienen 
elementos distintos, entonces hay 3 resultados distintos: ce, ex, xx (los resultados ex y xc cuentan 
corno un único resultado); (3) por último, si se considera que dos resultados son distintos única­
mente cuando contienen los mismos elementos pero en distinto orden, entonces hay 2 resultaos 
distintos: ex y xc. A los resultados de aplicar el primer criterio se les llama variaciones; a los de 
aplicar el segundo criterio, combinaciones; y a Jos de aplicar el tercer criterio, permutaciones. 
Y, aunque todos estos resultados pueden calcularse utilizando el principio fundamental de la 
combinatoria, existen algunas fórmulas que facilitan el trabajo7

• 

Variaciones (VN.n) 

Número de grupos distintos que pueden formarse con N elementos tornados de n en n, consi­
derando que dos grupos son distintos si difieren tanto en alguno de sus elementos corno en el 
orden de Jos rnisrnos8

: 

V = N! 
N,n (N-n)! 

[2.8] 

Supongamos que 1 O candidatos optan a 3 puestos de trabajo con diferente remuneración. ¿De 
cuántas maneras distintas pueden repartirse los 3 puestos entre Jos 1 O candidatos? Para responder 
a esta pregunta es necesario tener en cuenta que cada grupo de tres candidatos es distinto de cada 
otro tanto si incluye algún candidato distinto como si los puestos se reparten de forma distinta 
entre los mismos tres candidatos (importa el orden). Por tanto, se trata de variaciones de 1 O 
elementos tomados de 3 en 3: 

v = lO! = 10x9x8 = 720 maneras 
10,3 (10 - 3)! 

Utilizando el principio fundamental de la combinatoria se llega al mismo resultado: el primer 
puesto puede ser ocupado por 1 O personas distintas, el segundo por 9 y el tercero por 8; por tanto, 
los tres puestos pueden ser ocupados de 1 O x 9 x 8 = 720 maneras distintas. 

Combinaciones (CN,n) 

Número de grupos distintos que pueden formarse con N elementos tomados den en n, conside­
rando que dos grupos son distintos únicamente si difieren en alguno de sus elementos: 

7 También pueden formarse variaciones, combinaciones y permutaciones con repetición, pero su utilidad para el 
analista de datos es más bien escasa y no serán tratadas aquí. El lector interesado en ellas puede consultar Amón 
(1979, pág. 33). 
8 El signo de admiración(!) se lee factorial (n ! se lee nfactorial; 5 ! se lee cinco factorial) y significa que el nú­
mero que le precede hay que multiplicarlo por todos los números enteros menores que él hasta llegar a 1. Así, por 
ejemplo, 5 ! = 5 x 4 x 3 x 2 x J = 120. La excepción a esta regla la constituye el número O: se asume que O!= J. 
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N! [2.9] 
n!(N-n)! 

Supongamos que tenemos que formar grupos de trabajo de 3 personas con los 1 O empleados de 
un departamento. ¿Cuántos grupos distintos de 3 personas pueden formarse? Obviamente, dos 
grupos seráii distintos únicamente si no contienen las mismas personas; aquí, el orden en' el que 
se elije a las personas no afecta a Ja composición del grupo. Por tanto, se trata de combinacio­
nes de 10 elementos tomados de 3 en 3: 

C _ ( 10) _ 10! _ 10x9x8 
1º· 3 - 3 - 3!(10-3)! - 3x2xl 

120 grupos 

Aplicando el principio fundamental de la combinatoria se llega al mismo resultado: el primer 
miembro del grupo puede ser uno cualquiera de Jos 1 O empleados; el segundo, uno cualquiera 
de los 9 restantes; el tercero, uno cualquiera de Jos 8 restantes. Por tanto, con los 1 O empleados 
es posible formar un total de 1 O x 9 x 8 = 720 grupos. Pero, como muchos de estos grupos son 
equivalentes (están formados por los mismos sujetos aunque sean elegidos en distinto orden), la 
cantidad obtenida (720) hay que dividirla entre el número de ordenaciones distintas que es posi­
ble hacer con tres elementos: 3 x 2 x 1=6. Por tanto, es posible formar un total de 720/6 = 120 
grupos distintos. 

Permutaciones <!'n) 

Número de ordenaciones distintas que es posible realizar con n elementos: 

[2.10] 

Por ejemplo, ¿de cuántas maneras distintas pueden asignarse los 10 empleades -del ejemplo 
anterior a Jos 10 despachos disponibles en el departamento? La solución ahora ya no consiste en 
hacer subgrupos, sino en ordenar a los 10 empleados de todas la5 formas posibles. Se trata, por 
tanto, de permutaciones de 10 elementos: 

P10 = 10 ! = 10 x 9 x 8x···x1 = 3.628.800 maneras distintas 

Utilizando el principio fundamental de Ja combinatoria se obtiene el mismo resultado: el primer 
miembro del grupo puede ocupar uno cualquiera de los 10 despachos disponibles; el segundo, 
uno cualquiera de los 9 restantes; ... ; el décimo, el único despacho disponible; por tanto, Jos 1 O 
empleados pueden repartirse en Jos 10 despachos de 10 x 9 x 8 x · · · x 1=3.628.800 maneras 
distintas. 

En lo que a nosotros más nos interesa, tanto las variaciones como las combinaciones tienen la 
importante utilidad de permitir calcular el número de muestras distintas que es posible extraer 
de una población finita. Supongamos que se extrae una muestra den= 5 personas de una pobla­
ción de N = 20 personas (si Ja población tuviera 20 millones de personas el razonamiento sería 
el mismo). Ciertamente, un grupo de personas no cambia porque las mismas 5 personas se elijan 
en un orden u otro. Pero, cuando se extraen muestras aleatorias, lo que interesa es que cualquiera 
de ellas tenga Ja misma probabilidad de ser elegida. Y puesto que los elementos pueden aparecer 
en distinto orden, cada una de esas posibilidades tendrá asociada una probabilidad. Por tanto, 
desde este punto de vista, una muestra debe considerarse distinta de otra tanto si contiene algún 
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elemento distinto como si, conteniendo los mismos, se encuentran en distinto orden. Consiguien­
temente, el número de muestras posibles vendrá dado por las variaciones de 20 elementos to­
mados de 5 en 5: 

V = 2º1 = 20x19x18x17x16 = 1.860.480 muestras posibles 
20,5 (20 - 5) ! 

Ahora bien, si se considera que una muestra es distinta de otra únicamente cuando contiene algún 
elemento distinto, entonces el número de muestras posibles vendrá dado por las combinaciones 
de 20 elementos tomados de 5 en 5: 

e = 201 
20

•
5 5!(20-5)! 

20 X 19 X 18 X 17 X 16 
5x4x3x2xl 

l.860.480 = 15.504 muestras distintas 
120 

Está claro que el número de muestras posibles que resulta con uno y otro criterio es muy distinto. 
Sin embargo, la probabilidad asociada a cada posible muestra es la misma independientemente 
del criterio adoptado. En el primer caso (variaciones), esa probabilidad vale uno dividido entre 
las 1.860.480 muestras posibles; en el segundo, uno dividido entre las 15.504 muestras posibles. 

Cómo seleccionar una muestra aleatoria 

Al trabajar con poblaciones finitas, la extracción de una muestra aleatoria requiere, en general, 
como primer paso, que los elementos poblacionales estén identificados de alguna manera. Una 
forma apropiada de identificarlos consiste en numerar los elementos poblacionales de 1 a N y, 
a continuación, utilizar una tabla de números aleatorios para elegir los elementos que formarán 
parte de la muestra. 

Las tablas de números aleatorios (como la tabla A del Apéndice final) han sido elaboradas 
de tal forma que todos los dígitos del O al 9 aparecen con la misma frecuencia y repartidos de for­
ma aleatoria (los dígitos suelen aparecer en estas tablas formando grupos para facilitar su lectura, 
pero esa agrupación no tiene otro significado). 

Para ilustrar cómo utilizar la tabla de números aleatorios, supongamos que tenemos que ex­
traer una muestra de tamaño n = 50 de una población de tamaño N = 800. El primer paso consiste 
en numerar los elementos poblacionales de 1 a 800 (normalmente se trabaja con listas que tienen 
resuelto esto). A continuación, en la tabla de números aleatorios (la del Apéndice final está for­
mada por 1.000 dígitos: 40 filas por 25 columnas) seleccionamos al ázarun dígito cualquiera. Su­
pongamos que la elección recae sobre el dígito colocado en la 29ª fila y en la 13ª columna: hemos 
elegido el número 5. Leyendo a partir de esa posición de izquierda a derecha (aunque podría 
hacerse en cualquier otra dirección) encontramos los siguientes números de tres dígitos (tres dígi­
tos porque ése es el número de dígitos del tamaño poblacional: 800): 541, 149, 050, etc. Segui­
mos así hasta obtener los 50 elementos que deben formar parte de la muestra. Si reanudamos la 
secuencia donde la hemos dejado, el siguiente número es 944; como este número es mayor que 
800 (tamaño poblacional), desechamos ese valor y continuamos: 109, 341, etc. Por supuesto, se 
puede continuar indistintamente en la fila de abajo o en la de arriba; cualquier dirección que se 
tome ofrecerá una secuencia aleatoria. 

El problema de los métodos de extracción basados en tablas de números aleatorios es que 
solamente resultan aplicables cuando se está trabajando con poblaciones finitas. En una pobla­
ción infinita no es posible, por ejemplo, numerar todos los elementos que la componen. En estos 
casos es obligado adoptar una estrategia de muestreo diferente. Una de estas estrategias se cono-
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ce con el nombre de simulación: "técnica de muestreo estadístico controlado utilizada, junto con 
un modelo, para obtener respuestas aproximadas sobre problemas probabilísticos( ... ) complejos" 
(Lewis y Orav, 1989, pág. 9). En el Apéndice 6 se ofrece una breve explicación de un método 
de simulación conocido como método Monte Cario. 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

2.1. En el ejercicio 1.1 (ver capítulo anterior) hemos propuesto un conjunto de características con el 
objetivo de aprender a identificar el nivel de medida que era posible alcanzar con ellas. Ahora 
se trata de decidir si esas características, a las que ya podemos empezar a llamar variables, deben 
ser clasificadas como categóricas o como cuantitativas. 

a. Percepción subjetiva del dolor. 
b. Grupo de tratamiento (experimental, control). 
c. Satisfacción con un determinado servicio. 
d. Peso de los recién nacidos. 
e. Tiempo de reacción. 
f Calidad percibida del estado de salud general. 
g. Rendimiento en el test de inteligencia.Raven. 
h. Actitud hacia el aborto (en contra, indiferente, a favor). 
i. Rendimiento en una prueba de cálculo numérico. 
j. Nivel socioeconómico (bajo, medio, alto). 
k. Número de aciertos en una prueba de rendimiento. 
l. Calidad del material recordado. 
m. Nivel de ansiedad. 
n. Intensidad del ruido ambiental. 
ñ. Años de experiencia educativa de un profesor. 
o. Color de un estímufo (rojo, amarillo, verde, azul). 
p. Dosis de un fármaco (O mg; 100 mg, 250 mg, 500 mg). 
q. Grado de dificultad de una pregunta. 
r. Nivel de alcohol en sangre (gil). 
s. Consumo de alcohol (nulo, bajo, medio, alto). 
t. Número de cigarrillos/día. 
u. Tabaquismo (fumadores, exfumadores, no fumadores). 
v. Puntuaciones en la escala de depresión de Hamilton. 
w. Número de accidentes de tráfico ocurridos en fin de semana. 
x. Tipo de ideología política (izquierda, centro, derecha). 
y. Nivel de conservadurismo medido en el continuo izquierda-derecha. 
z. Tipo de tratamiento antidepresivo (farmacológico, psicológico, mixto). 

2.2. A continuación se ofrecen varias afirmaciones que pueden ayudar a precisar el significado de al­
gunos de los conceptos introducidos en este capítulo. ¿Cuál de ellas es verdadera y cuál falsa? 

a. Un parámetro es una característica individual de cada elemento de una población. 
b. Un estadístico es un número y, por tanto, una constante. 
c. Al seleccionar varias muestras de una misma población y calcular en cada una de ellas un es­

tadístico, el valor de ese estadístico será siempre el mismo solamente si las muestras son 
aleatorias y del mismo tamaño. 
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d. Bajo ciertas circunstancias, los estudiantes de la Universidad Autónoma de Madrid constitu­
yen una población. 

e. Una muestra aleatoria de los estudiantes de un colegio de una ciudad puede ser considerada 
representativa de los estudiantes de esa ciudad. 

2.3. En un ensayo clínico diseñado para probar la eficacia de un nuevo fármaco destinado a pacientes 
con insomnio se utiliza una muestra de los pacientes con insomnio que acuden a la consulta de 
un determinado hospital durante un determinado periodo de tiempo. Señalar la(s) alternativa(s) 
correcta(s): 

a. Se tiene una muestra aleatoria de pacientes con insomnio. 
b. Se tiene una muestra no aleatoria de pacientes con insomnio. 
c. La población de referencia es la de pacientes con insomnio. 

2.4. Para estudiar la relación entre las variables tabaquismo y enfisema pulmonar se han recogido da­
tos en tres hospitales de la zona sur de Madrid. Al comienzo del estudio, los sujetos, elegidos 
aleatoriamente entre los pacientes sin enfisema que han acudido a consulta durante un año, se han 
clasificado como fumadores, exfumadores y no fumadores. Tras diez años de seguimiento se ha 
registrado la presencia o no de enfisema pulmonar. 

a. ¿Cuál es la población de referencia? 
b. ¿Cuál es el parámetro que interesa estudiar? 
c. ¿Se ha seleccionado una muestra aleatoria de la población de referencia? 
d. ¿A qué tipo de conclusión permite llegar un estudio de estas 'características (descriptiva, re­

lacional, explicativa)? 

2.5. Señalar cuáles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cuáles son falsas: 

a. Si dos sucesos son independientes, la probabilidad de uno de ellos es la misma tanto si el otro 
suceso está presente como si no. 

b. Si dos sucesos son independientes, la probabilidad de su suma es igual a la suma de sus pro­
babilidades. 

c. Si dos sucesos son exclusivos, su probabilidad conjunta es igual al producto de sus proba­
bilidades individuales. 

d. Si se lanza una moneda al aire cinco veces y en las cinco ocasiones sale cara, la probabilidad 
de que salga cara en el sexto lanzamiento es menor que la probabilidad de que salga cruz 
(asumimos que la moneda no está trucada y que el lanzamiento es imparcial). 

e. Si se lanza una moneda al aire diez veces, el resultado "5 caras" es igual de probable que el 
resultado "7 caras". 

2.6. Un examen consta de tres preguntas. Todas ellas tienen cinco alternativas de respuesta de las que 
solamente una es correcta. Si un sujeto responde al azar, ¿cuál es la probabilidad de que: 

a. No acierte ninguna pregunta? 
b. Acierte una pregunta? 
c. Acierte dos preguntas? 
d. Acierte las tres preguntas? 

2. 7. En un estudio sobre discriminación visual se presentan a un sujeto 1 O pares de estímulos lumi­
nosos de la misma intensidad. La tarea consiste en decidir si los estímulos de cada par tienen o 
no la misma intensidad. Si el sujeto realiza Ja tarea respondiendo al azar: 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que no dé Ja respuesta correcta en ningún par? 
b. ¿Cuál es la probabilidad de que dé la respuesta correcta en un solo par? 
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2.8. En un estudio dirigido a establecer la prevalencia de la demencia senil en personas mayores de 
65 años, se han recogido datos sobre 5.000 personas. Cada persona se ha clasificado utilizando 
dos criterios: sexo y demencia senil. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos: 

Demencia senil 

Sexo S=sí N=no Total 

H=hombres 500 1.500 2.000 

M=mujeres 750 2.250 3.000 

Total 1.250 3.750 5.000 

a. ¿Son independientes los sucesos ser hombre y padecer demencia? 
b. Si se elige una persona al azar, ¿cuál es la probabilidad de que se trate de una mujer que no 

padece demencia? 
c. Si se elige una persona al azar y resulta ser hombre, ¿cuál es la probabilidad de que padezca 

demencia? 

2.9. Supongamos que Ja población de personas mayores de 60 años está formada por un 40 % de 
hombres (H) y un 60% de mujeres (M). Supongamos además que el porcentaje de personas 
dependientes (D) en esa población es del 10% entre los hombres y del 20% entre las mujeres. 
Si se elige una persona al azar: 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que la persona elegida sea un hombre dependiente? 
b. ¿Cuál es la probabilidad de que la persona elegida sea una mujer dependiente? 
c. ¿Cuál es la probabilidad de que la persona elegida sea dependiente? 
d. Si Ja persona elegida es dependiente, ¿cuál es la probabilidad de que sea un hombre? 

2.10. Tres pruebas diagnósticas para la detección del Alzheimer (A, By C) detectan la enfermedad en 
el 90, 80 y 70 %, respectivamente, de las personas que la padecen. Si el diagnostico de cada 
prueba es independiente del de las demás: 

a. ¿Cuál es la probabilidad de detectar la enfermedad si se aplican las pruebas A y B? 
b. ¿Cuál es la probabilidad de no detectar la enfermedad si se aplican las pruebas By C? 
c. Si se considera que la enfermedad está presente únicamente cuando las tres pruebas la detec­

tan, ¿cuál es Ja probabilidad de que un enfermo de Alzheimer sea diagnosticado como tal? 
d. Si se considera que la enfermedad está presente únicamente si, aplicadas las tres pruebas, al 

menos dos de ellas la detectan, ¿cuál es la probabilidad de que un enfermo de Alzheimer sea 
diagnosticado como tal? 

2.11. Consideremos dos preguntas de un examen: P1 y P2• Ambas tienen varias alternativas de res­
puesta de las que solamente una es correcta, pero la primera pregunta tiene cuatro alternativas 
y la segunda cinco. Un estudiante responde al azar a una de esas dos preguntas y la acierta (A). 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que la pregunta respondida sea Ja primera? 
b. ¿Cuál es la probabilidad de que la pregunta respondida sea Ja segunda? 

2.12. Un detector'·de mentiras diagnostica correctamente al 90% de las personas que mienten (M) y 
al 95% de las que no mienten. Se elige al azar una persona de un colectivo de l 00 personas del 
que se sabe que 20 mienten. 

a. Tanto si esa persona miente como si no, ¿cuál es Ja probabilidad de que el detector ofrezca 
un dia,,,onóstico correcto? 
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b. Si el detector indica que esa persona miente, ¿cuál es la probabilidad de que el diagnóstico 
sea correcto? 

2.13. Se sabe que, en una determinada población, la prevalencia de una enfermedad concreta es del 30 
%. Se dispone de una prueba diagnóstica con una sensibilidad (diagnóstico positivo cuando la 
persona padece la enfermedad) del 90 % y una especificidad (diagnóstico negativo cuando la 
persona no padece la enfermedad) del 80%. Al realizar un diagnóstico concreto a un sujeto de 
esa población: 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que la prueba dé un resultado positivo? 
b. ¿Cuál es la probabilidad de que la prueba dé un diagnóstico equivocado? 
c. Si la prueba da un resultado positivo, ¿cuál es la probabilidad de que la persona no esté en­

ferma? 

2.14. El 40 % de los aspirantes a un puesto de trabajo ha superado (S) una determinada prueba de 
selección. El 80 % de los aspirantes que superan esa prueba terminan siendo contratados ( C ), 
frente a solamente el 5% de los que no la superan. Si un aspirante es finalmente contratado, ¿cuál 
es la probabilidad de que haya superado la prueba de selección? 

2.15. El azar (la selección aleatoria) desempeña un importante rol en el análisis de datos: no solo es 
la estrategia que utilizamos para obtener muestras representativas, sino que las reglas de la teoría 
de la probabilidad se basan en él. Pero el azar, o las leyes del azar, tienen otras muchas aplica­
ciones. Una de ellas, muy interesante, tiene que ver con garantizar el anonimato en los cuestio-
narios que contienen preguntas sensibles. ' 

Imaginemos un estudio en el que se trata de obtener una estimación de la proporción de per­
sonas que defraudan a Hacienda (lo mismo valdría para conductas como el consumo de drogas, 
para ciertas inclinaciones sexuales, etc.; es decir, para conductas que las personas se sienten in­
clinadas a ocultar o maquillar por ser socialmente indeseables). Lógicamente, pocas personas 
decidirán confesar un delito (como defraudar a Hacienda) a no ser que reciban plenas garantías 
de que su respuesta permanecerá en el anonimato. W onnacott y Wonnacott ( 1990, págs. 107-108) 
han propuesto una ocurrente manera de garantizar el anonimato de las respuestas a un cues­
tionario. La estrategia consiste en pedir al entrevistado que lance una moneda en privado con 
la siguiente indicación: (1) "si sale cara, responda a la pregunta: ¿ha defraudado alguna vez a 
Hacienda?"; (2) "si sale cruz, vuelva a lanzar la moneda y diga si ha vuelto a salir cruz". Al pro­
ceder de esta manera, si el entrevistado responde "sí", el entrevistador no tiene forma de saber 
si el entrevistado ha defraudado a Hacienda o ha obtenido dos cruces. El anonimato está garan­
tizado. Por supuesto, esta estrategia no permite conocer las respuestas individuales de los entre­
vistados. Pero sí permite obtener una estimación de la proporción de defraudadores. 

a. Supongamos que la verdadera proporción (n) de entrevistados que defraudan a Hacienda vale 
0,40. ¿Qué proporción (P) de respuestas "sí" cabe esperar encontrar en una muestra concreta 
con el procedimiento descrito? 

b. Si en una muestra concreta se obtiene P = 0,15, ¿qué valor habrá que estimar paran? 
c. Para poder responder a las dos preguntas anteriores es necesario asumir que ciertas cosas 

ocurren de cierta manera. ¿Qué cosas y de qué manera? 

Análisis descriptivo 
de variables categóricas 

Una vez recogidos los datos y preparados para el análisis, la primera tarea que conviene 
abordar, cualqu!era que sea el tipo de análisis que finalmente se tenga intención de lle­
var a cabo para poder cubrir los objetivos de un estudio, es la de formarse una idea lo 
más exacta posible acerca de las características de cada variable. 

Esto podría conseguirse elaborando un listado de todos los valores, pues, cualquiera 
que sea la naturaleza de una variable, un listado de todos sus valores contiene toda la 
información disponible. Sin embargo, un listado de datos tiene poca (o quizá ninguna) 
utilidad. Lo realmente útil es poder organizar y resumir esos datos de alguna forma que 
aclare la situación y facilite la comprensión de lo que está ocurriendo. 

Ahora bien, dado que un resumen no es una descripción detallada de los datos, sola­
mente podrá captar un a.Specto parcial de los mismos. Y esto significa que habrá que de­
finir diferentes estadísticos para poder captar toda la complejidad de una variable. Por 
tanto, ya desde el principio, es importante conocer las herramientas estadísticas que per­
miten resumir los datos y aprender a elegir aquellas que darán respuesta apropiada a las 
cuestiones que interese estudiar. 

En este sentido, tanto si una variable es categórica co'mo si es cuantitativa, obtener 
una descripción completa de la misma exige, por lo general, prestar atención a tres ca­
racterísticas o propiedades: el centro, la dispersión y la forma de la distribución (ver 
capítulo anterior). 

En este capítulo se presentan las herramientas estadísticas comúnmente utilizadas 
para describir variables categóricas; en el apéndice se describe un tipo particular de va­
riables categóricas llamadas variables de respuesta múltiple. En el siguiente capítulo se 
explica cómo describir variables cuantitativas. 
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Tabla de frecuencias 

Una tabla o distribución de frecuencias es una forma particular de ordenar los datos 
basada en los valores concretos que adopta una variable categórica y en el número de 
veces que se repite cada valor. El objetivo de una tabla de frecuencias es organizar la 
información y, sobre todo, resumirla La Tabla 3.1 muestra las frecuencias obtenidas al 
clasificar una muestra den= 200 sujetos en la variable X= ''tabaquismo". Se trata de 
una variable categórica que toma tres valores: X 1 ="fumadores", X2 = "exfumadores" 
y X 3 = "no fumadores" (el subíndice i se refiere a cada uno de los valores distintos que 
toma la variable; por tanto, i = 1, 2, 3). 

La primera columna de la tabla recoge los tres valores de la variable. La segunda 
columna muestra las frecuencias absolutas (n;), es decir, el número de veces que se 
repite cada valor. La tercera columna contiene las frecuencias relativas (P;), las cuales 
se obtienen dividiendo las correspondientes frecuencias absolutas entre el número total 
de casos: 

P; = n; /n [3.1] 

Estas frecuencias indican la proporción de veces que se repite cada valor (también se les 
llama proporciones). Según tendremos ocasión de comprobar en próximos capítulos, las 
frecuencias relativas (las proporciones) son muy utilizadas para realizar comparaciones 
entre grupos. 

Multiplicando por 100 las frecuencias relativas definidas en [3.1] se obtienen las 
frecuencias porcentuales (%;) que aparecen en la última columna de la tabla: 

%; = IOOP; [3.2] 

Estas frecuencias indican el porcentaje de veces que se repite cada valor. Puesto que la 
información que ofrecen las frecuencias relativas y las porcentuales es idéntica, no es 
necesario incluir ambas en una misma tabla de frecuencias. 

La Tabla 3.2 ofrece las frecuencias de la variable nivel de estudios. Esta variable 
es, al igual que la variable tabaquismo, una variable categórica; pero, a diferencia de és­
ta, el nivel de estudios es una variable ordinal (sus categorías están cuantitativamente 

Tabla 3.1. Frecuencias de la variable tabaquismo 

X n¡ P1 %¡ 
Frecuencias Frecuencias Frecuencias 

Tabaquismo absolutas relativas porcentuales 

Fumadores 70 0,35 35 

Exfumadores 20 0,10 10 

No fumadores 110 0,55 55 

200 1,00 100 
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ordenadas). Con este tipo de variables es posible calcular un tipo particular de frecuen­
cias llamadas acumuladas. 

La frecuencia absoluta acumulada (na;) es el número de veces que se repite un 
valor más cualquier otro inferior a él. La frecuenda relativa acumulada (Pa;) se obtie­
ne dividiendo la frecuencia absoluta acumulada entre el número de casos (Pa; = r¡a/n). 
Y la frecuencia porcentual acumulada (%a;) se obtiene multiplicando por 100 la fre­
cuencia relativa acumulada (%a; = IOOPa;). 

Las frecuencias absolutas (n;) constituyen el punto de referencia de una tabla de fre­
cuencias: todas las demás frecuencias se obtienen a partir de las absolutas. Por tanto, 
aunque una tabla concreta pueda incluir un tipo u otro de frecuencias en función de la 
información que interese destacar, es recomendable que las frecuencias absolutas (in­
cluido el n total) siempre estén presentes. 

Tabla 3.2. Frecuencias de la variable nivel de estudios 

X n¡' P; %; na¡ Pa; %a; 

Nivel Free. Free. Free. Frec.absol. Free. relat. Free. porc. 
de estudios absolutas relativas porcentuales acumuladas acumuladas acumuladas 

Sin estudios 5 0,01 5 0,01 

Primarios 20 0,04 4 25 0,05 5 

Secundarios 270 0,54 54 295 0,59 59 

Medios 115 0,23 23 410 0,82 82 

Superiores 90 0,18 18 500 1,00 100 

500 1,00 100 

Conviene señalar que una tabla de frecuencias no es una herramienta apropiada para 
describir variables cuantitativas. En general, si una variable cuantitativa se mide con 
suficiente precisión, no habrá valores que se repitan (o habrá muy pocos) y, en esas con­
diciones, una tabla de frecuencias será más un listado de casos que un resumen (no obs­
tante, según veremos en el próximo capítulo, las frecuencias porcentuales acumuladas 
de una tabla de frecuencias constituyen la base de unos estadísticos muy útiles llama­
dos cuantiles). 

A pesar de su aparente simplicidad, una tabla o distribución de frecuencias contie­
ne casi toda la información que encierra una variable categórica. Ofrece información 
útil sobre tres aspectos importantes. En primer lugar, indica qué valores toma la variable 
representada (en el ejemplo de la Tabla 3.1, la variable tabaquismo toma 3 valores: fu­
madores, exfumadores y no fumadores; en el ejemplo de la Tabla 3.2, la variable nivel 
educativo toma 5 valores: sin estudios, primarios, secundarios, medios y superiores). En 
segundo lugar, informa sobre qué valores son más frecuentes o se repiten más y qué va­
lores son menos frecuentes o se repiten menos (por ejemplo, algo más de la mitad de los 
sujetos no fuma; un uno por ciento de los sujetos no tiene estudios, etc.). Por último, en 
el caso de variables categóricas ordinales, las frecuencias acumuladas indican cuántos 
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sujetos alcanzan un determinado valor o están por encima de él (por ejemplo, aproxima­
damente el 60% de los sujetos no pasa de estudios obligatorios, es decir, secundarios). 

Por tanto, de las tres propiedades o caracteristicas a las que se debe prestar atención 
para describir apropiadamente una variable (centro, dispersión y forma de la distribu­
ción), una tabla de frecuencias ofrece información precisa sobre dos de ellas: el centro 
y la forma de la distribución. 

El centro de la distribución es el valor con la frecuencia más alta (el valor que más 
se repite). Recibe el nombre de moda. En el ejemplo de la Tabla 3.1, la moda es no 
famadores; en el ejemplo de la Tabla 3 .2, secundarios. La moda entendida como centro 
de una distribución (es decir, como representante del resto de valores) tiene una capa­
cidad descriptiva muy limitada, por lo que debe interpretarse con cautela: puede ocurrir 
que el valor que más se repite tenga una frecuencia baja; también puede ocurrir que haya 
más de una moda (categorías con la misma frecuencia) o. que haya muy poca diferencia 
entre las dos categorías que más se repiten. 

La forma de la distribución es visible a partir del tamaño de las frecuencias, que 
son las que indican dónde tienden a agruparse los valores y qué categorías tienen fre­
cuencias pequeñas. Las frecuencias de la Tabla 3.1 indican que algo más de la mitad 
de los sujetos son no fumadores y que solamente el 1 O% son exfumadores. Las fre­
cuencias de la Tabla 3.2 indican que algo más de la mitad de los sujetos tienen estudios 
secundarios y que solamente el 5 % no pasa de estudios primarios. En relación con la 
forma de la distribución, es importante valorar la presencia de categorías con frecuencia 
nula o muy pequeña. Y si la variable es ordinal, hay que prestar atención a si las fre­
cuencias se agrupan en torno al centro (simetría) o están desplazadas hacia uno de los 
extremos (asimetría). Por supuesto, un gráfico apropiado (ver siguiente apartado) pue­
de ayudar a hacerse una buena idea de la forma de la distribución. 

Sobre el tercer aspecto, la dispersión (grado de concentración o alejamiento de los 
valores en torno al centro de la distribución), la información de una tabla de frecuencias 
es poco precisa. Sabemos que la dispersión es mínima o nula cuando todas las frecuen­
cias están concentradas en un mismo valor y máxima cuando están repartidas homo­
géneamente por todos ellos. Pero cuando no se da una de estas dos pautas no resulta 
nada fácil formarse una idea sobre el grado de dispersión. En estos casos puede utilizar­
se algún estadístico capaz de captar el grado de dispersión e informar de lo que está 
ocurriendo. Uno de estos estadísticos1 es el índice de variación cualitativa (JVC): 

IVC = [3.3] 
f(J-l)(n/J) 2/2 

(ver Mueller y Schuessler, 1961, págs. 177-179). El numerador de la ecuación [3.3] 
recoge el número de diferencias observadas, es decir, el número de veces que un valor 
es distinto de cualquier otro (el subíndice i' indica un valor distinto de i). Con los datos 

1 
Existen otros índices para valorar la dispersión de una variable categórica (concentración, entropía, etc.), pero no 

es común incluirlos en un informe descriptivo (se utilizan más para estudiar la relación entre variables) y, por tanto, 
no serán tratados aquí (ver, por ejemplo Agresti, 2002, págs. 24-25; o Wickens, 1989, pág. 130). 
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de la Tabla 3.1, el numerador de [3.3] toma el valor 70(20)+70(110)+20(110) = 

11.300. El denominador recoge el número máximo de posibles diferencias (1 se refie­
re al número de categorías de la variable: i = 1, 2, ... ,!).Con los datos de la Tabla 3.1, 
3(3-1)(200/3)2/2 = 13.333,33. Y el cociente entre ambos resultados es el índice de va­
riación cualitativa: JVC= 11.300/13.333,33 = 0,85. Aplicado a los datos de la Tabla 3.2, 
el JVC toma el valor O, 78. 

El IVC oscila entre cero y uno. Cuando todas las frecuencias están concentradas en 
una sola categoría (dispersión mínima o nula), toma el valor cero; cuando las frecuencias 
están uniformemente repartidas entre todas las categorías (dispersión máxima) toma el 
valor uno. Por tanto, los valores obtenidos en nuestro ejemplo (0,85 y O, 74) están indi­
cando, en ambos casos, un grado de dispersión medio-alto. Para facilitar la interpre­
tación de este índice, e) ejem¡¿lo que se ofrece más adelante sobre tablas de frecuencias 
y gráficos de barras incluye varias distribuciones con distinta dispersión acompañadas 
de sus respectivos JVC (ver Figura 3:4) .. 

Gráficos para variables categóricas 

Los informes sobre los re,sultados de un análisis descriptivo raramente se limitan a pre­
sentar la información num'érica de una tabla de frecuencias; lo habitual es, más bien, 
acompañar esa información numérica con algún gráfico que permita formarse una im­
presión rápida de lo que está ocurriendo. Los gráficos más utilizados con variables ca­
tegóricas (también los más apropiados) son los de barras y los de sectores. Son dos 
gráficos equivalentes en el sentido de que ofrec~n la misma información, pero su as­
pecto es muy distinto. 

Gráfico de barras 

Un gráfico de barras (ver Figura 3.1) se construye sobre el plano definido por dos ejes 
cartesianos: en el eje horizontalse colocan los valores de la variable; en el vertical, las 
frecuencias; y sobre cada valor se levanta una barra de altura proporcional a su frecuen-

Figura 3.1. Gráficos de barras de las variables tabaquismo (izquierda) y nivel de estudios (derecha) 

Fumadores Exfumadores No fumad1Jres 

Tabaquismo 
Sin estudios Primarios Secundarios Medios Superiores 

Nivel de estudios 
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cia (la anchura de las barras no es relevante, pero todas ellas han de tener la misma). Las 
barras se representan separadas para resaltar la idea de que corresponden a distintos 
valores de la variable. La Figura 3 .1 muestra los gráficos de barras correspondientes a 
las frecuencias de las Tablas 3.1y3.2. Elegir uno u otro tipo de frecuencias (absolutas, 
relativas o porcentuales) afecta a los números que aparecen en el eje vertical, pero no 
a la forma del gráfico. 

Cuando la variable es ordinal (variable con categorías cuantitativamente ordena­
das), también pueden representarse las frecuencias acumuladas colocando el valor 
menor a la izquierda y el mayor a la derecha (no obstante, dado que una variable ordi­
nal suele estar midiendo una característica continua, lo habitual es representar este tipo 
de variables mediante histogramas; ver siguiente capítulo). 

Al construir gráficos de barras hay que tomar algunas precauciones para no distor­
sionar la información que se está ofreciendo. En primer lugar, debe evitarse cortar el eje 
vertical, pues, si no se representa toda su altura, la diferencia entre las barras puede re­
sultar engañosa (pequeñas diferencias pueden parecer muy grandes). En segundo lugar, 
es muy desaconsejable sustituir las barras por figuras o dibujos de aquello que se quiere 
representar (por ejemplo, figuras humanas para representar el número o porcentaje de 
personas, dibujos de coches para representar el número de ventas, etc.); la razón de esto 
es que los dibujos correspondientes a las frecuencias más. altas no solo son más altos 
sino, además, más anchos; y la consecuencia de esto es que el área que ocupan (y la con­
siguiente impresión visual que producen) es sensiblemente mayor que la frecuencia a 
la que representan. 

Según tendremos ocasión de comprobar, los gráficos de barras, además de ser útiles 
para representar variables categóricas (es decir, variables medidas con una escala no­
minal u ordinal), también lo son para representar variables cuantitativas discretas que 
toman solamente unos pocos valores (número de hijos, número de aciertos en una prue­
ba de 10 preguntas, etc.). 

Gráfico de sectores 

Una herramienta alternativa para representar variables categóricas es el gráfico de sec­
tores (también llamado de tarta, de queso o quesitos, etc.; ver Figura 3.2). Se construye 
dividiendo un círculo en tantos sectores como valores distintos (categorías) toma la va­
riable representada y asignando a cada valor un sector de tamaño proporcional a sufre­
cuencia. El tamaño de cada sector se obtiene asignándole el ángulo resultante de multi­
plicar por 360 la correspondiente frecuencia relativa (es decir, 360P;), pero la forma del 
gráfico no se ve afectada por elegir uno u otro tipo de frecuencias (absolutas, relativas 
o porcentuales). 

En general, el tamaño de los sectores no puede compararse con la misma facilidad 
que la altura de las barras. Y un gráfico de sectores pierde eficacia informativa cuan­
do la variable representada tiene muchas categorías. No obstante, tiene la interesante 
ventaja de que permite, en el caso de que se considere conveniente, destacar un sector 
separándolo del resto. 
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Figura 3.2. Gráficos de sectores de las variables tabaquismo (izquierda) y nivel de estudios (derecha) 
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Análisis descriptivo de variables. categóricas con SPSS 

Las tablas de frecuencias y los gráficos de barras y sectores estudiados en este capítulo 
están incluidos, entre otros, en el procedimiento Frecuencias. Este procedimfonto tam­
bién permite obtener algunos de los estadísticos descriptivos más conocidos y utilizados 
(posición, tendencia central, dispersión y forma de la distribución), pero éstos los 
estudiaremo~ en el próximo capítulo. 

Al cuadio de diálogo Frecuencias se accede mediante la opción Estadísticos descrip­
tivos> Frecuencias del menú Analizar. Dentro del cuadro de diálogo, la opción Mostrar tablas 
de frecuencias permite decidir si se desea o no obtener la distribución de frecuencias. Esta 
opción puede desactivarse si solamente interesa ver algún gráfico o algún estadístico 
descriptivo. Si se desactiva esta opción y no se selecciona ninguna otra, los resultados 
únicamente muestran el número total de casos válidos del archivo y el número de casos 
con valor perdido. 

El botón Gráficos conduce ahmbcuadro de diálogo Frecuencias: Gráficos, el cual per­
mite obtener los gráficos de barras y sectores estudiados en este capítulo2

• Las opciones 
del recuadro Valores del gráfico permiten elegir el tipo de frecuencia que se desea re­
presentar: absolutas (opción Frecuencias) o porcentuales (opción Porcentajes). 

Ejemplo. Tablas de frecuencias y gráficos de barras con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo obtener una tabla o distribución de frecuencias con el pro­
cedimiento Frecuencias del SPSS. También muestra cómo obtener gráficos de barras. El 
ejemplo se basa en el archivo Datos de empleados (se encuentra entre los archivos de 

2 El menú Gráficos de la barra de menús principal también ofrece diferentes opciones para obtener estos mismos 
gráficos más otros llamados interú.:tivos que poseen mejores prestaciones y más posibilidades estéticas. 
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ejemplo que se instalan con el SPSS; también puede descargarse de la página web de 
este manual), el cual contiene una muestra de 4 74 empleados de banca en los que se han 
registrado variables como el sexo, la fecha de nacimiento, el nivel educativo, el salario, 
la categoría laboral, etc_ Para obtener tablas de frecuencias y gráficos de barras: 

>- Seleccionar las variables catlab (categoría laboral) y educ (nivel educativo) y tras­
ladarlas a la lista Variables. 

>- Pulsar el botón Gráficos para acceder al subcuadro de diálogo Frecuencias: Gráficos 
y marcar la opción Gráficos de barras. Pulsar el botón Continuar para volver al cuadro 
de diálogo principal. 

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 3-3 
y 3.4, y los gráficos de barras que muestra la Figura 3.3. Las tablas de frecuencias infor­
man sobre (1) los valores que toma la variable (válidos); por supuesto, si la Tabla 3.4 
no muestra valores como el 9, el 1 O y el 11 es porque la variable nivel educativo no toma 
esos valores; (2) la frecuencia absoluta de cada valor (frecuencia); (3) la frecuencia 
porcentual calculada sobre el número total de casos del archivo (porcentaje); (4) la 
frecuencia porcentual calculada sobre el número de casos válidos, es decir, el número 
total de casos menos el número de casos con valor perdido (porcentaje válido); y (5) la 
frecuencia porcentual acumulada (porcentaje acumulado) calculada a partir del por­
centaje válido (el porcentaje y el porcentaje válido son iguales cuando no existen va­
lores perdidos). La última línea ofrece el número total de casos. 

El nivel educativo no es una variable categórica, sino una variable cuantitativa dis­
creta (años de formación académica), pero se ha incluido deliberadamente en el ejemplo 

Tabla 3.3. Frecuencias de la variable catlab (categoría laboral) 

Porcentaje Porcentaje 
Frecuencia Porcentaje válido acumulado 

Válidos Administrativo 363 76,6 76,6 76,6 
Seguridad 27 5,7· 5,7 82,3 
Directivo 84 17,7 17,7 100,0 
Total 474 100,0 100,0 

Tabla 3.4. Frecuencias de la variable educ (nivel educativo) 

Porcentaje Porcentaje 
Frecuencia Porcentaje válido acumulado 

Válidos 8 53 11,2 11,2 11,2 
12 190 40,1 40,1 51,3 
14 6 1,3 1,3 52,5 
15 116 24,5 24,5 77,0 
16 59 12,4 12,4 89,5 
17 11 2,3 2,3 91,8 
18 9 1,9 1,9 93,7 
19 27 5,7 5,7 99,4 
20 2 ,4 ,4 99,8 
21 1 ,2 ,2 100,0 
Total 474 100,0 100,0 
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para señalar una idea que no debe pasar inadvertida: aunque las tablas de frecuencias 
son herramientas especialmente útiles para describir variables categóricas (esto es lo que 
hemos hecho con los ejemplos de las Tablas 3.1y3-2), también son útiles para describir 
variables cuantitativas discretas que solamente toman unos pocos valores distintos; ló­
gicamente, con variables que toman muchos valores distintos, una tabla de freci.¡encias 
pierde eficacia informativa. 

La información numérica de las Tablas 3-3 y 3.4está representada en los gráficos 
de barras de la Figura 3 .3. En ambos gráficos puede apreciarse con claridad la diferencia 
existente entre las frecuencias de las distintas categorías. 

Figura 3.3. Gráficos de barras de las variables categoría laboral (izquierda) y nivel educativo (derecha) 
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Con la información que contienen las tablas de frecuencias y los gráficos de barras es 
posible fom;iarse una idea bastante precisa sobre el centro de las distribuciones, sobre 
su grado de dispersión y sobre su forma. Por lo que se refiere al centro de las distribu­
ciones, la moda de categoría laboral (la frecuencia más alta o valor que más se repite) 
es administrativo; la moda de nivel educativo es 12. - - -

En ambas variables ocurre que un alto porcentaje de casos se ubica en la categoría 
modal, pero esto es mucho ínás evidente en categoría laboral que en nivel educativo . 
(76,6% frente a40,l %), lo cual revela diferente grado de dispersión; de hecho, el índice 
de variación cualitativa IVC {no lo calcula el SPSS) vale 0,57 para categoría laboral y 
0,83 para nivel educativo. La Figura 3 .4 muestra algunos gráficos de barras que pueden 
ayudar a comprender el significado de este índice. Estos gráficos están ordenados de 
menor a mayor dispersión: el IVC que acompaña a cada gráfico indica que la dispersión 
es baja cuando los casos tienden a acumularse en una sola categoría, y que va aumen­
tando paulatinamente a medida que las barras (frecuencias) se van igualando. 

Por último, la forma de la distribución permite constatar, básicamente, si existen 
categorías que tienden a aglutinar muchos casos y si existen categorías con frecuencias 
muy pequeñas o nulas. Así, en la tabla correspondiente a categoría laboral se observa 
que, mientras el 76,6% de los casos son administrativos, solamente el 5,6% son agentes 
de seguridad. Y en la de nivel educativo se observan dos valores con una frecuencia alta 
(12, 15), tres con una frecuencia intermedia (8, 16, 19) y cuatro con una frecuencia baja 
(14, 17, 18, 20, 21). Además, como los valores de la variable nivel educativo están 
cuantitativamente ordenados, tiene sentido prestar atención a las frecuencias porcen­
tuales acumuladas: el porcentaje acumulado de la Tabla 3.4 indica que algo más de la 
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mitad de los casos (51,3%) tienen 12 años de formación o menos (aproximadamente el 
equivalente a enseñanza obligatoria) y que menos del 10% de los casos tiene más de 17 
años de formación (aproximadamente el equivalente a formación superior). 

Figura 3.4. Gráficos de barras con diferente grado de dispersión (/VC= índice de variación cualitativa) 
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Variables dicotómicas 

Las variables dicotómicas son variables categóricas que toman solo dos valores: acierto­
error, verdadero-falso, tratados-no tratados, recuperados-no recuperados, a favor-en con­
tra, funciona-no funciona, etc. Muchas de estas variables se,obtienenregistrando la pre­
sencia-ausencia de algún evento (por ejemplo, la presencia-ausencia de un tratamiento, 
o de un síntoma); otras muchas se obtienen dicotomizando variables cuantitativas (por 
ejemplo, aprobados-suspensos, hipertensos-no hipertensos, etc.). Al trabajar con este 
tipo de variables es costumbre codificar con "unos" la presencia de la característica, los 
aciertos, los recuperados, etc., y con "ceros" la ausencia de la característica, los errores, 
los no recuperados, etc. (ver Tabla 3.5). 

Centrar la atención en este tipo de variables está sobradamente justificado por el 
hecho de tr~tarse de variables con una destacada presencia en diferentes áreas de conoci­
miento. La Tabla 3.5 recoge el número de sujetos que padecen trastorno depresivo en 
una muestra aleatoria de hombres mayores de 40 años. ¿Qué tipo de información podría 
destacarse de esta tabla? Basándonos en lo ya estudiado en apartados anteriores a pro­
pósito de la descripción de variables categóricas, habría que decir que la categoría modal 
(el centro de la distribución) esX0="no" y que la dispersión es media-alta (IVC = 0,64), 
con una evidente desproporción entre las frecuencias de ambas categorías (20% frente 
a 80%). 

Éste es el tipo de información a la que se dirige la atención cuando únicamente se 
tienen en cuenta los datos muestrales obtenidos sin otro tipo de consideración adicional. 
Pero ocurre que, con frecuencia, se trabaja con poblaciones de las que se conocen (o se 
asume que se conocen) algunas de sus características. Así, por ejemplo, a partir de estu­
dios previos es posible conocer con cierta precisión la proporción de fumadores de una 
determinada población, o el porcentaje de éxito de un determinado tratamiento, o la pre­
valencia de una determinada enfermedad, etc. Imaginemos, por ejemplo, que los datos 
de la Tabla 3.5 se han obtenido de una población de la que se sabe que la prevalencia 
de trastorno depresivo es del 15%. En este escenario, la probabilidad teórica de encon­
trar sujetos con trastorno depresivo (n1) vale 0,15 y el conocimiento de este dato puede 
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ayudar a entender mejor los resultados obtenidos en una muestra concreta. De hecho, 
el conocimiento de este dato permite utilizar la distribución binomial para conocer las 
probabilidades asociadas a cada J20Sible resultado muestra!. 

Tabla 3.5. Frecuencias de la variable depresión 

X = Depresión n; P1 1t; 

1 = Sí 4 0;2 0,15 
O= No 16 0,8 0,85 

20 

La distribución binomial 

Un ensayo que solamente puede tomar uno de dos resultados posibles mutuamente ex­
clusivos (por ejemplo, lanzar una moneda-cara, cruz-, observar el resultado de una res­
puesta-acierto, error-, constatar el resultado de un tratamiento -recuperación, no recu­
peración-, etc.) se conoce como ensayo de Bernonlli (en recuerdo del matemático del 
mismo nombre). Aunque es una práctica bastante generalizada llamar éxito a uno de 
estos resultados y fracaso al otro (sin que esto tenga necesariamente relación con la 
naturaleza positiva o negativa del re.sultado ), en muchos contextos es preferible utilizar 
una terminología que capte con mayor precisión el significado del ensayo, como pre­
sencia-auser{cia, acierto-error, funciona- no funciona, etc. 

La distribución binomial permite conocer la probabilidad asociada al número de 
éxitos (o de fracasos) obtenidos en un conjunto de ensayos de Bernoulli;-es decir, la pro­
babilidad de obtener un determinado número de caras en un conjunto de lanzamientos 
de una moneda, un determinado número de aciertos en un conjunto de respuestas, un 
determinado número de recuperaciones en un conjunto de pacientes tratados, etc. Por 
tanto, la distribución binomial sirve para trabajar con variables dicotómicas. Pero no 
exactamente con los dos valores que toma una variable dicotómica X (uno-cero; éxito­
fracaso ), sino con el número de éxitos (n 1) o el número de fracasos (n0) observados~ en 
un conjunto den ensayos, registros o réplicas de una variable dicotómica. Matemática­
mente, la distribución binomial se define así: 

(n) n1 n-n ni 
P(n¡) = 1t¡ (1-n¡) ' = '(n ~n )' 

n1 n1• i · 

[3.4] 

3 Recordemos (ver Capítulo 2) que, en una situación como Ja descrita en Ja Tabla 3.5, no solamente existe la variable 
X= "presencia-ausencia de trastorno depresivo". Además de esa variable, cuyos valores son fijos (1 ="sí"; O="no"), 
existen otras dos; a saber, n, ="número de pacientes con trastorno depresivo" y n0 ="número de pacientes sin tras­
torno depresivo". Son variables porque sus valores cambian (varían) dependiendo de la muestra concreta en la que 
se obtienen. Recordemos que a estas variables cuyos valores dependen del muestreo aleatorio se les llama variables 
aleatorias y, para caracterizarlas, hay que prestar atención a Jos tres aspectos en los que venimos insistiendo: centro, 
dispersión y forma de la distribución. 
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donde n se refiere al número de ensayos; n1 es el valor concreto de la variable número 
de éxitos (aciertos, recuperaciones) cuya probabilidad se desea conocer; y n1 es la pro­
babilidad teórica de éxito4

• Esta ecuación permite calcular la probabilidad de que la 
variable n1 ="número de éxitos" tome cada uno de sus posibles valores: O, 1, 2, ... , n 
(por supuesto, lo mismo vale decir de la variable n0 = "número de fracasos" si n1 y n1 

se sustituyen por n0 y n 0). El único requisito para obtener estas probabilidades es que 
los ensayos sean independientes entre sí (es decir, que el resultado de un ensayo no 
condicione el resultado de otro ensayo) o, dicho de otro modo, que las probabilidades 
de éxito y de fracaso, n1 y n 0, permanezcan constantes en cada ensayo. Cuando se da 
esta circunstancia decimos que la variable n1 ="número de éxitos" se distribuye bino­
mialmente con parámetros n y n1, lo cual se representa mediante5 

n1 ~ B(n, n¡) [3.5] 

Aplicando [3.4] al ejemplo de la Tabla 3.5, donde n =20 y ndepresión-si = n1 = 0,15, la 
probabilidad de encontrar 4 sujetos con trastorno depresivo vale 

P (n1 = 4) = 20! O 154 (1- O 15)20 - 4 = O 182 
4!(20-4)! , , , 

Por supuesto, para conocer las probabilidades de una distribución binomial no es nece­
sario efectuar cálculos a mano. Esas probabilidades están tabuladas y pueden encon­
trarse en cualquier manual de estadística o de análisis de datos (ver siguiente apartado). 
Por otro lado, el SPSS, al igual que otros programas estadísticos, incluye funciones que 
permiten calcular estas probabilidades (ver siguiente ejemplo). 

La Figura 3.5 muestra la forma de varias distribuciones binomiales paran= 8 y di­
ferentes valores de n1• En el eje horizontal están representados los valores de la varia­
ble n1 ="número de éxitos" (de O a 8); en el vertical, la probabilidad asociada a cada 
uno de esos valores. Estos gráficos permiten apreciar dos cosas: (1) la distribución bi­
nomial es simétrica cuando n1 vale 0,5 (gráfico del centro) y (2) se va volviendo más y 
más asimétrica a medida que el valor den¡ se va alejando de 0,5. 

Figura 3.5. Distribuciones binomiales para n = 8 y diferentes valores de n1 

ir,= 0,10 ir,= 0,30 ir,= 0,50 ir,= 0,70 ir,= 0,90 

4 En un ensayo de Bernoulli (con posibles resultados X= 1 ="éxito" y X=O="fracaso") se asume P(X=l) = 7t1 y 
P(X= O)= 1to· En dos ensayos: P(X=1,X=1) = 1t11t1; P(X=l,X= O)= 1t11to; P(X=O,X=1) = 7t0 1t1; P(X=O,X=O) 
= 7t01t0• Etcétera. A partir de aquí es fácil deducir la función [3.4] (ver, por ejemplo, Amón, 1984, págs. 87-90). 
5 

Puesto que n y 1t1 pueden tomar distintos valores, en realidad no existe una única distribución binomial, sino toda 
una familia de distribuciones binomiales (tantas como valores distintos puedan tomar n y 7t1; ver Figura 3.5), todas 
las cuales se ajustan a la misma regla. 
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Recordemos ahora que para descrÍbir correctamente una variable hay que prestar aten­
ción a tres propiedades básicas de su distribución: centro, dispersión y forma. Acabamos 
de ver que la forma de la distribución de la variable número de éxitos la ofrece la dis­
tribución binomial. Pero, ¿qué puede decirse del.centro y de la dispersión? El centro de 
la distribm;;ión de una variable aleatoria es el valor que cabe esperar encontrar con ma­
yor probabilidad. Recordemos (ver, en el Capítulo 2, el apartado Variables aleatorias) 
que a ese valor se le llama valor esperado (E). Con variables discretas, el valor esperado 
se define de la siguiente manera: 

E(X) = _LXJ(X¡) [3.6] 

Es decir, sumando los productos entre cada valor de la variable, X;, y su correspondiente 
frecuencia relativa/(X;). ,Como n1 ="número de éxitos" es una variable resultante de 
sumar n ensayos de Bernoulli (unos y ceros), tendremos6 

E(n) = µ = nn 1 n1 1 [3.7] 

Aplicando esta ecuación a los datos de la Tabla 3.5, donde n vale 20 y n 1 vale 0,15, el 
centro o valor esperado de la variable número de pacientes con trastorno depresivo toma 
el valor E(n1) = 20(0,15) = 3. Esto significa que, al seleccionar una muestra aleatoria 
de 20 sujetos de una población donde la prevalencia de trastorno depresivo es del 15%, 
el número de sujetos con trastorno depresivo que cabe esperar encontrar con mayor 
probabilidad es 3. 

Por últirpo, el grado de dispersión del número de éxitos puede cuantificarse me­
diante un estadístico llamado varianza que se define de la siguiente manera: 

V(X) = cr.i- = E(X 2
) - [E(X)] 2 [3.8] 

Y como n1 ="número de éxitos" es una variable resultante de sumar n ensayos de Ber­
noulli, tendremos7 

[3.9] 

6 En efecto, como n, es la suma den variables (n ensayos de Bernoulli) y el valor esperado de una suma de variables 
es igual a la suma de sus valores esjlerados, se verifica que 

E(n1) = E(X1+X2 + ···+X")= E(X1) +E(.X,) + •·· +E(Xn) 

Además, por la ecuación [3.6] y teniendo en cuenta que las variables.X, son dicotómicas (solamente toman unos y 
ceros), sabemos que E(X1 ) = 1(1t1),+ 0(7t0) = 7t1 ; E(X2 ) = l(:n:1) + O(:n:0) = :n:1 ; etc. Consecuentemente, 

E(n1) = :n:1 + :n:1 + · · · + :n:1 = n:n:1• 

7 En efecto, como n, es la suma den variables independientes (n ensayos de Bernoulli) y la varianza de una suma 
de variables independientes es igual a la suma de sus varianzas, se verifica: 

Además, sabemos que E(X1
2

) = E(Xf) = · · · = E(X;) = l 2(:n:1) + 02(:n:o) = :n:
1

• Por tanto, según [3.8], cr~, = :n:1 - :n:i. En 
consecuencia, 

V(n1) = (:n:1-:n:i)+(:n:1-:n:i)+ ··· +(:n:1-:n:i) = n(:n:1-:n:i) = n:n:1(1-:n:1). 



7 4 Análisis de datos (vol. 1) 

En el ejemplo propuesto en la Tabla 3.5 (donde n = 20 y n1 = 0,15), la varianza de la 
variable número de sujetos con trastorno depresivo vale 20(0,15)(1- 0,15) = 2,55. En 
los próximos capítulos tendremos ocasión de familiarizarnos con el significado de es­
tos estadísticos. 

Ejemplo. Variables dicotómicas y distribución binomial 

Supongamos que el servicio de psicoterapia de un determinado hospital consigue recu­
peraciones aceptables con el 70 % de los pacientes que padecen trastorno depresivo. 
¿Cuál es la probabilidad de encontrar más de 11 recuperaciones en una muestra aleato­
ria de 15 pacientes tratados en ese hospital? 

Tenemos n = 15 ensayos independientes de una variable dicotómica (1 ="recupera­
do"», O= "no recuperados") y asumimos que la probabilidad de recuperación es cons­
tante en cada observación y que vale n1 = 0,70. 

La probabilidad de obtener más de 11 recuperaciones (n1 > 11) equivale a Ja pro­
babilidad de obtener n1 =12, n1 =13, n1 =14, o n1 =15 recuperaciones. Es decir, 

P(n1 >11) = P(n1 =12) + P(n1 =13) + P(n1 =14) + P(n1 =15) 

Aplicando ahora [3.4] con n = 15 y n1 = 0,70 se obtienen, para cada posible resultado, 
las siguientes probabilidades: 

P(n1 =12) = 15! o 7012 (1-0 70)15-12 = 
12! (15 -12)! ' ' 

0,1700 

P(n1 =13) = 
15 ! o 7013 (1- o 70) l5-13 = 

13!(15-13)! ' ' 
0,0916 

P(n1 =14) = 
15 ! o 7014 (1-0 70)15-14 = 

14! (15 -14)! ' , 
0,0305 

P(n1 =15) = 15 ! O 7015 (1-0 70) 15-15 = 
15!(15-15)! ' ' 

0,0047 

Por tanto, la probabilidad de encontrar más de 11 recuperaciones (en n= 15 ensayos con 
probabilidad de recuperación n1=0,70) vale: 0,1700+0,0916+0,0305+0,0047 = 0,297. 

Supongamos ahora que un laboratorio afirma que un determinado fármaco produce efec­
tos secundarios en 1 O de cada 100 pacientes. Si se eligen al azar 30 pacientes entre los 
que han tomado el fármaco: (1) ¿cuántos cabe esperar que presenten efectos secunda­
rios?; (2) ¿cuál es la probabilidad de encontrar un solo paciente con efectos secundarios; 
(3) ¿cuál es la probabilidad de encontrar al menos 4 pacientes con efectos secundarios? 

La variable n1 ="número de pacientes que presentan efectos secundarios" se dis­
tribuye binomialmente con parámetros n = 30 y n1 =O, 1 O. Por tanto: 

(1) Valor esperado: E(n1) = n n1 = 30 (0,10) = 3 pacientes. 
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(2) P(n1 =1) = 30! O 101 (0 90)30 - 1 = O 141. 
1!(30-1)! ' , ' 

(3) La probabilidad de encontrar 4 o más pacientes con efectos secundarios puede obte­
nerse i;-estando a 1 la probabilidad de encontrar menos de cuatro pacientes; por tanto, 
es necesario conocer la probabilidad de n1 = O, n1 = 1, n1 = 2 y n1 = 3. Aplicando la 
ecuación [3.4] se obtiene: P(n1=O)=0,042; P(n1 =l) =O, 141; P(n1 =2) = 0,228; 
P(n3 = 3) = 0,236. Consecuentemente, P(n 1 < 4) = 0,042+O,141+0,228 + 0,236 = 
0,647. Restando ahora de 1 esta probabilidad se obtieneP(n1 :2::4) = 1- P(n1 <4) = 

1 - 0,647 = 0,353. 

Utilizando la tabla de la distribución binomial y algunas de las funciones que incluye 
el SPSS pueden obtenerne estos mismos resultados. 

Tabla de la distribución binomial 

Los cálculos realizados en el ejemplo anterior son innecesarios si se utiliza la tabla de 
la distribución binomial (ver la Tabla B del Apéndice final). 

La tabla ofrece las probabilidades asociadas a n1 para algunos valores den y n1 (el 
subíndice 1 se refiere a la categoría de referencia; normalmente, éxito). Los valores de 
n van de 1 a 20 y definen los 20 subgrupos de filas que contiene la tabla. Los valores de 
n1 van de 0,10 a 0,90 y definen las columnas de la tabla. Los valores del interior de la 
tabla son las probabilidade.;; binomiales. Debe tenerse muy presente que las probabi­
lidades que ofrece la tabla son probabilidades acumuladas. 

Así, con n = 15 y n1 = O, 70, la tabla asocia a n1 = 11 una probabilidad de_ O, 703; este 
valor indica la probabilidad de encontrar 11 éxitos o menos (probabilidad acumulada): 

P(n1 :::; 11) = F(l 1) = 0,703 

Restando de 1 la probabilidad acumulada hasta el valor 11 se obtiene la probabilidad de 
encontrar más de 11 éxitos: 

P(n1 >11) = 1- F(l 1) = 1- 0,703 = 0,297 

Puede comprobarse que este valor (0,297) coincide con el ya obtenido en el ejemplo 
anterior aplicando la ecuación [3 .4]. 

Para conocer la probabilidad asociada a un valor concreto, basta con buscar su pro­
babilidad acumulada y restarle la acumulada hasta el valor inmediatamente anterior a 
él. Así, por ejemplo, para calcular Ja probabilidad de obten.er n1 =4 éxitos en n= 10 en­
sayos cuando la probabilidad de éxito vale n1 = 0,20, hay que buscar la probabilidad 
acumulada hasta el valor 4 y restarle la acumulada hasta el valor 3: 

P(n1 :::; 4) = F( 4) = 0,967 

P(n1 :::; 3) = F(3) = 0,879 

Por tanto, P(n1 = 4) = F(4)- F(3) = 0,967 - 0,879 = 0,088. 



76 Análisis de datos (vol. 1) 

La distribución binomial con SPSS 

La tabla de la distribución binomial tiene sus limitaciones: únicamente incluye algunos 
valores de n y n1• Para otros valores de n o n1 es necesario utilizar otra estrategia. El 
SPSS incluye varias funciones relacionadas con la distribución binomial, todas las cua­
les se encuentran en la opción Calcular del menú Transformar. 

La función CDF.BINOM(n1,n,n1) calcula la probabilidad acumulada hasta el valor 
n1 en n ensayos cuando la probabilidad de éxito es n1• Por ejemplo, 

CDF.BINOM(ll, 15, 0.70) = 0,703 

es la probabilidad de obtener 11 éxitos o menos (n1 :;:; 11) en 15 ensayos (n = 15) cuando 
la probabilidad de éxito vale 0,70 (n1 = 0,70). Restando de 1 este resultado se obtiene 
la probabilidad de obtener más de 11 éxitos: 

1 - CDF.BINOM(ll, 15, 0.70) = 0,297 

La función PDF.BINOM(n1,n, n1) permite obtener la probabilidad individual asociada 
a n1 éxitos en n ensayos con probabilidad de éxito n1• Esto equivale a aplicar [3.4]. Así, 
por ejemplo, la probabilidad de obtener un éxito (n1 =l) en 30 ensayos (n= 30) con una 
probabilidad de éxito de O, 1 O ( n1 = O, 1 O) puede obtenerse mediante 

PDF.BINOM(l,30, 0.10) = 0,141 

Este valor coincide con el obtenido en el ejemplo anterior aplicando [3.4]. No debe 
olvidarse que el separador decimal de las expresiones numéricas del SPSS es el punto 
(como en una calculadora), no la coma (como se hace al escribir en español). 

Variables politómicas 

Una variable politómica es una variable categórica que toma más de dos valores. Los 
ejemplos de las Tablas 3.1 a 3.4 y el de la Tabla 3.6 recogen variables politómicas. 

Algunas de estas variables, como el tabaquismo, son nominales; otras, como el nivel 
de estudios, son ordinales. El tipo de tratamiento (A, B, control), la gravedad de un tras­
torno (leve, moderado, grave), la actitud hacia sujetos, objetos o conductas (favorable, 
desfavorable o indiferente), la raza, las preferencias políticas, el estado civil, el lugar de 

Tabla 3.6. Frecuencias de la variable tabaquismo 

X= Tabaquismo n; P; TI:¡ 

1 = Fumadores 17 0,34 0,30 
2 = Exfumadores 5 0,10 0,05 
3 = No fumadores 28 0,56 0,65 

50 1,00 1,00 
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residencia, la clase social, la ocupación laboral, etc., son algunos ejemplos de variables 
politómicas. 

Las herramientas estadísticas disponibles para describir este tipo de variables ya se 
han expuesto. Pero, al igual que ocurre con las variables dicotómicas, los resultados de 
una variable politómica también pueden obtenerse al muestrear poblaciones cuyas carac­
terísticas se conocen o se asumen conocidas. Imaginemos, por ejemplo, que los datos 
de la Tabla 3.6 se han obtenido de una población de la que se sabe, por estudios previos, 
que está compuesta por un 30% de fumadores, un 5% de exfumadores y un 65% de no 
fumadores. En este escenario, las probabilidades teóricas (n;) de encontrar fumadores, 
exfumadores y no fumadores valen, respectivamente, 0,30, 0,05 y 0,65, y el conocimien­
to de estas probabilidades puede ayudar a entender mejor los resultados obtenidos en 
una muestra concreta. De hecho, el conocimiento de estas probabilidades permite utili­
zar la distribución multinomial para conocer la probabilidad concreta asociada a cada 
posible resultado muestra!. 

La distribución multinomial 

La distribución binomial recién estudiada es un caso especial del caso general: la distri­
bución multinomial. La distribución binomial trata con ensayos que únicamente pueden 
tomar dos resultados (éxito, fracaso); la distribución multinomial permite trabajar con 
ensayos que pueden tomar cualquier número de resultados. 

Supongamos que se ~ealizan n ensayos, cada uno de ellos con 1 posibles resultados 
mutuamente' exclusivos (por ejemplo, seleccionar una muestra de sujetos y clasificarlos 
como fumadores, exfumadores o no fumadores; o según su nivel de estudios; etc.). Lla­
mando n1, n2, ••• , n1 alos1 posibles resultados y n1, ni, ... , n1 a las probabilidades asocia­
das a cada posible resultado, la distribución multinomial permite calcular la probabili­
dad de encontrar una combinación n; concreta de resultados mediante 

[3 .1 O] 

(siempre que las probabilidades n; permanezcan constantes en cada ensayo). Para indicar 
que la variable n; se distribuye según el modelo multinomial utilizamos Ja expresión 

n; ~ M(ri, n;) ~ 

Aplicando [3 .1 O] a los datos de Ja Tabla 3 .6, donde n = 50, n1 = 17, n2 = 5 y n3 = 28, y 
donde los valores den; son, respectivamente, 0,30, 0,05 y 0,65 se obtiene 

50! (O 30)17 (O 05)5 (O 65)28 = O 0054 P(n1 =17,n2 =5,n3 =28)= 
17

!
5

!
2
S!, , , , 

Este resultado indica que es muy poco probable que los datos de la Tabla 3.6, es decir, 
Ja combinación concreta de frecuencias que recoge Ja Tabla 3.6, se hayan obtenido de 
una población con las probabilidades teóricas propuestas (0,30, 0,05 y 0,65). 
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Cada posible resultado (cada frecuencia n;) puede interpretarse como una variable 
dicotómica pues en cada ensayo puede ocurrir n; o no ocurrir. Por tanto (ver apartado 
anterior), cada posible resultado n; se distribuye según el modelo de probabilidad bi­

nomial con valor esperado E(n;) =me; y varianza V(n;) = cr!, = nrc;(l- re;)-

Apéndice 3 

Variables de respuesta múltiple 

La expresión variables de respuesta múltiple se utiliza para identificar variables en las que los 
sujetos pueden dar más de una respuesta, es decir, variables en las que un mismo sujeto puede 
tener valores distintos. 

En una investigación de tipo social, por ejemplo, podría pedirse a los encuestados: "Señale 
cuál de los siguientes tipos de transporte público terrestre ha utilizado durante el último mes: 
autobús, metro, tren, taxi". Obviamente, un mismo sujeto podría marcar más de una respuesta; 
por esta razón, a la cuestión planteada se le llama variable de respuesta múltiple. Otro ejemplo: 
en una investigación médica podría pedirse a los pacientes que indicaran cuál de una serie de sín­
tomas han padecido durante Ja última semana; puesto que los pacientes pueden marcar más de 
un síntoma, de nuevo Ja cuestión planteada es una variable de respuesta múltiple. 

Al intentar codificar variables de respuesta múltiple nos encontramos con el problema de que 
los archivos de datos de los programas informáticos (también los del SPSS) únicamente permiten 
utilizar variables con un único código para cada caso. Por esta razón, para poder trabajar con va­
riables de respuesta múltiple es necesario utilizar más de una variable. Esto puede hacerse si­
guiendo dos estrategias distintas: dicotomías múltiples y categorias múltiples. 

Dicotomías múltiples y categorías múltiples 

La primera estrategia consiste en crear tantas variables dicotómicas como alternativas de respues­
ta tiene la pregunta. En el ejemplo sobre transporte público habría que crear cuatro variables: 
autobús, metro, tren y taxi. Así, si un encuestado marca Ja respuesta autobús, tendrá en Ja prime­
ra variable un ''uno"; si no Ja marca, un "cero". Cada encuestado tendrá "unos" en las variables 
que haya marcado y "ceros" en las que no haya marcado. A esta forma de codificación se Je llama 
dicotomías múltiples. 

La segunda estrategia de codificación consiste en crear tantas variables categóricas como 
respuestas distintas hayan dado los sujetos. Si hay algún sujeto que ha marcado las cuatro res­
puestas, hay que crear cuatro variables; por ejemplo: respl, resp2, resp3 y resp4. Si ningún sujeto 
ha marcado más de tres respuestas, bastará con crear tres variables; etc. Todas las variables cate­
góricas se codifican ahora con cuatro valores: 1 ="autobús", 2 ="metro", 3 = ''tren" y 4 = ''ta.xi". 
Y a cada sujeto se le asigna, en cada variable, el código correspondiente a su respuesta. Si un su­
jeto responde, por ejemplo, autobús y taxi, en Ja variable respl tendrá un 1 (código correspon­
diente a autobús) y en la variable resp2 tendrá un 4 (código correspondiente a taxi); en el resto 
de variables tendrá códigos de valor perdido; si un sujeto únicamente responde metro, en Ja varia-
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ble respl tendrá un 2 (código correspondiente a metro) y en el resto de variables códigos de valor 
perdido; etc. A esta forma de codificación se le llama categorías múltiples. 

Aunque toda variable de respuesta múltiple puede codificarse con cualquiera de estas dos 
estrategias, las características de la propia variable pueden hacer más recomendable una u otra. 
En la pregunta sobre transportes públicos, puesto que las posibles respuestas son solamente cua­
tro, el método de dicotomías múltiples puede resultar tan válido como el de categorías niúltiples, 
y es más rápido y sencillo. Pero, cuando el número de posibles respuestas es muy alto (un listado 
de, por ejemplo, 25 síntomas) y los sujetos solamente marcan unas pocas respuestas, es preferi­
ble el método de categorías múltiples; y es el método obligado cuando Ja pregunta exige hacer 
un ranking (por ejemplo: "Elija de esta lista tres productos por orden de preferencia"). 

La Figura 3.6 muestra la codificación asignada a las respuestas de una muestra de 20 encues­
tados a Jos que se les ha preguntado por el tipo de transporte público terrestre que utilizan. El 
archivo recoge, en las dos primeras columnas, las variables id (número de identificación del caso) 
y sexo (1="hombres"y2="mujeres"). A continuación aparecen cuatro variables dicotómicas 
(autobús, metro, tren y taxi) en las que el valor 1 indica que se ha utilizado ese transporte y el va­
lor O que no se ha utilizado (método de dicotomías múltiples). Las últimas tres variables ofrecen 
Ja misma información que las cuatro variables dicotómicas, pero en for:mato de categorías múl­
tiples. En este segundo formato, puesto que ningún sujeto ha marcado los cuatro transportes (el 
que más ha marcado ha marcado tres), basta con crear tres variables categóricas. El primer suje­
to, por ejemplo, ha utilizado el autobús y el tren, Juego en Ja variable resp _l tiene un 1 (código 
correspondiente a autobús) y en la variable resp_2 tiene un 3 (código correspondiente a tren); y 
como ya no ha marcado ninguna respuesta más, en la variable resp _3 tiene un O (que funciona 
como código de valor perdido). 

Con un procedimiento SPSS convencional, saber cuántos sujetos utilizan cada medio de 
transporte requiere describir 'cada variable individualmente, por separado. Por ejemplo, con el 
procedimiento Estadísticos descriptivos> Frecuencias del menú Analizar se obtienen Jos resultados 

Figura 3.6. Datos correspondientes a una muestra de 20 encuestados 

=d~ sexo autobús ! metro 1 tren ~-~ resp_2 .J~P.2.J 
1 1 o 1 3 o 

2J 2 o o 2 o 
-2.J 3 1 o 2 3 

_:J 4 1 o 3 o 
2-.J 5 o o 3 o 
2-.J 6 o o o o 
_2J o 3 o 
_!J 8 3 o 
~ 9 2 4 o 
JQj 10 o 2 3 

~ 11 2 o 1 2 o 
J3J 12 2 1 o 2 3 o 
~ 13 2 o o 2 o o 
.]!_J 14 2 1 o 2 3 

~ 15 2 1 o 2 3 o 
J_§_J 16 2 o o 3 o 
J2..J 17 2 o 2 4 o 
~ 18 2 1 1 o 2 3 o 
~ 19 2 o o 4 o 
.3Q_j 20 2 2 3 4 
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que muestra la Tabla 3. 7. La tabla informa sobre la frecuencia de uso de cada medio de transpor­
te, pero por separado, es decir, con una tabla distinta para cada medio de transporte. Por el con­
trario, el procedimiento Respuestas múltiples permite ordenar la frecuencia de uso como muestra 
la Tabla 3.8, donde cada variable dicotómica constituye una categoría de la variable de respuesta 
múltiple. Veamos cómo hacer esto. 

Tabla 3.7. Frecuencia de uso del transporte público terrestre: variables tabuladas por separado 

Autobús 

Porcentaje Porcentaje 
Frecuencia Porcentaie válido acumulado 

Validos 1 No utilizado 10 50,0 50,0 50,0 
Utilizado 10 50,0 50,0 100,0 

Total 20 100,0 100,0 

Metro 

Porcentaje Porcentaje 
Frecuencia Porcentaie válido acumulado 

Validos 1 No utilizado 6 30,0 30,0 30,0 
Utilizado 14 70,0 70,0 100,0 
Total 20 100,0 100,0 

Tren 

Porcentaje Porcentaje 
Frecuencia Porcentaje válido acumulado 

Validos 1 No utilizado 7 35,0 35,0 35,0 
Utilizado 13 65,0 65,0 100,0 
Total 20 100,0 100,0 

Taxi 

Porcentaje Porcentaje 
Frecuencia Porcentaie válido acumulado 

Validos 1 No utilizado 15 75,0 75,0 75,0 
Utilizado 5 25,0 25,0 100,0 
Total 20 100,0 100,0 

Tabla 3.8. Frecuencia de uso del transporte público terrestre: variables tabuladas juntas 

Resouestas 

Nº Porcentaje Porcentaie de casos 
Transporte público Autobús 10 23,8% 50,0% 

Metro 14 33,3% 70,0% 
Tren 13 31,0% 65,0% 
Taxi 5 11,9% 25,0% 

Total 42 100,0% 210,0% 

Cómo definir conjuntos de respuestas múltiples 

Antes de poder obtener distribuciones de frecuencias como la que muestra la Tabla 3.8 es nece­
sario definir previamente unas nuevas variables llamadas conjuntos de respuestas múltiples. El 
SPSS permite definir tanto conjuntos de categorías múltiples (agrupa.i;ido variables categóricas) 
como conjuntos de dicotomías múltiples (agrupando variables dicotómicas). Ambos tipos de con­
juntos pueden crearse utilizando dos opciones distintas: 
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1. Respuesta múltiple> Definir conjuntos de variables del menú Analizar. 

2. Definir conjuntos de respuestas múltiples del menú Datos. 

(La segunda opción también ésta dispoi:iible en el procedimiento Tablas del menú Analizar). Al 
elegir entre estas dos opciones es importante tener en cuenta que los conjuntos que se definan con 
la segunda opción no podrán utilizarse con los procedimientos Frecuencias y Tablas de contingen­
cias de la opción Respuestas múltiples del menú Analizar, y que los conjuntos que se definan con 
la primera opción tampoco podrán utilizarse con el resto de procedimientos SPSS que permiten 
trabajar con respuestas múltiples (como, por ejemplo, el procedimiento Tablas> Tablas personaliza­
das del menú Analizar). Para obtener tablas de frecuencias y de contingencias es preferible utilizar 
la primera opción. 

Para definir un conjunto mediante la opción Respuesta múltiple> Definir conjuntos de variables del 
menú Analizar, se debe comenzar trasladando a la lista Vañables del conjunto las variables que se 
desea incluir en el conjunto (al menos dos). Las variables individuales que van a formar parte del 
conjunto pueden estar codificadas como dicotomías o como categorías: 

l. Dicotomías. Debe elegirse esta opción cuando las variables individuales que van a formar 
parte del conjunto están codificadas como variables dicotómicas (como autobús, metro, tren 
y taxi en la Figura 3.6). En el cuadro de texto Valor contado hay que introducjr el valor de la 
variable que debe computarse. Las variables dicotómicas se suelen codificar con "unos" 
(para la presencia de la característica) y "ceros" (para la ausencia de la característica); por 
tanto, generalmente, el valor que habrá que introducir en el cuadro de texto Valor contado será 
un "uno". Cada variable que contenga al menos una aparición del valor contado se convierte 
en una categoría del nuevo conjunto de dicotomías múltiples. 

' 
2. Categoñas. Esta opción debe elegirse cuando las variables individuales que van a formar par-

te del corrjunto están codificadas como variables categóricas (es decir, como resp _ 1, resp _2 
y resp _3 en el ejemplo de la Figura 3.6). El nuevo conjunto de respuestas-múltiples tendrá 
el mismo rango de valores (categorías) que las variables individuales que lo componen; las 
cuales, a su vez, deben estar categorizadas de idéntica manera. Para definir ese rango de 
categorías es necesario introducir, en los cuadros de texto Rango y hasta, los números enteros 
que permiten identificar los \(alores mínimo y máximo entre los que se encuentran los códi­
gos correspondientes a las categorías de las variables individuales. 

Cada nuevo conjunto de variables debe tener un nombre único y debe ajustarse a las reglas pro­
pias de los nombres de variable del SPSS. También puede asignarse una etiqueta descriptiva del 
conjunto recién nombrado. Una vez seleccionadas las variables que formarán parte del conjun­
to y que se ha asignado nombre al nuevo conjunto, el botón Añadir permite hacer efectivas todas 
estas definiciones incluyendo el nuevo conjunto en la lista Conjuntos de respuestas múltiples. Se­
leccionando un conjunto previamente añadido a esta lista, los botones Borrar y Cambiar permiten 
eliminarlo o modificarlo. 

Para definir un conjunto de dicotomías múltiples utilizando los datos de la Figura 3.6: 

> Seleccionar la opción Respuesta múltiple> Definir conjuntos de variables del menú Analizar. 

> Trasladar las variables autobús, metro, tren y taxi a la lista Variables del conjunto. 

> Marcar la opción Dicotomías del recuadro Las variables están codificadas como e introducir el 
valor 1 en el cuadro de texto Valor contado. 
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>- Para asignar nombre y etiqueta al nuevo conjunto, escribir trans _ d en el cuadro de texto 
Nombre y Transporte público (dicotomías) en el cuadro de texto Etiqueta (el sistema añade 
automáticamente el símbolo"$" delante del nombre asignado al conjunto). 

>- Pulsar el botón Añadir para trasladar (y con ello definir) el conjunto a la lista Conjuntos de 
respuestas múltiples. 

Para definir un conjunto de categorías múltiples: 

>- Trasladar las variables resp _l, resp _2 y resp _3 a la lista Variables del conjunto. 

>- Marcar la opción Categorías del recuadro Las variables están codificadas como e introducir los 
valores 1 y 4 en los cuadros de texto Rango y hasta. 

>- Para asignar nombre y etiqueta al nuevo conjunto de categorías múltiples, escribir trans_c 
en el cuadro de texto Nombre y Transporte público (categorías) en el cuadro de texto Etiqueta 
(el sistema añade automáticamente el símbolo"$" delante del nombre asignado al conjunto). 

>- Pulsar el botón Añadir para trasladar (y con ello definir) el conjunto a la lista Conjuntos de 
respuestas múltiples. 

A partir de este momento, los conjuntos recién creados ( $trans _ d y $trans _c) estarán disponibles 
en los cuadros de diálogo asociados a la opción Respuesta múltiple del menú Analizar y podrán uti­
lizarse para obtener tablas de frecuencias y tablas de contingencias. 

Cómo obtener tablas de frecuencias 

Para obtener tablas de frecuencias con variables de respuesta múltiple: seleccionar la opción 
Respuestas múltiples> Frecuencias del menú Analizar para acceder al cuadro de diálogo Frecuencias 
de respuestas múltiples. La lista Conjuntos de respuestas múltiples ofrece un listado de todos los 
conjuntos previamente definidos en el cuadro de diálogo Definir conjuntos de respuestas múltiples 
(ver apartado anterior). En este listado no aparecen los conjuntos definidos con otras opciones. 
Para obtener distribuciones de frecuencias basta con trasladar a la lista Tablas para el conjunto o 
conjuntos que se desea describir. 

La opción Excluir casos según lista dentro de las dicotomías excluye del análisis los casos con 
valor perdido en cualquiera de los conjuntos dicotómicos seleccionados; con esta opción desac­
tivada se eliminan del análisis de cada conjunto únicamente los casos con valor perdido en ese 
conjunto; un caso se considera un valor perdido cuando no puntúa (valor contado) en ninguna 
de las variables dicotómicas del conjunto. 

La opción Excluir casos según lista dentro de las categorías excluye del análisis los casos con 
valor perdido en cualquiera de los conjuntos categóricos seleccionados; con esta opción desac­
tivada se eliminan del análisis de cada conjunto únicamente los casos con valor perdido en ese 
conjunto. Un caso se considera un valor perdido cuando no contiene valores dentro del rango 
definido en ninguna de las variables categóricas del conjunto. 

Para obtener tablas de frecuencias basadas en los dos conjuntos de respuestas múltiples 
definidos en el apartado anterior: 

>- Seleccionar la opción Respuestas múltiples > Frecuencias del menú Analizar para acceder al 
cuadro de diálogo Frecuencias de respuestas múltiples. 

>- Seleccionar uno de los dos conjuntos previamente definidos, $trans _do $trans _e (ver apar­
tado anterior) y trasladarlo a la lista Tablas para (con ambos conjuntos se obtienen resulta­
dos idénticos). 

Capítulo 3. Análisis descriptivo de variables categóricas 83 

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestra la Tabla 3.9. Estos resul­
tados corresponden al conjunto de dicotomías múltiples $trans _ d, el cual se basa en las variables 
autobús, metro, tren y taxi. El número de respuestas indica cuántos sujetos han elegido cada tipo 
de transporte público. El porcentaje de respuestas indica el porcentaje que cada número de res­
puestas (10, 14, 13 y 5) representa sobre el total de respuestas (42). El porcentaje de casos se 
refiere al porcentaje que cada número de respuestas (10, 14, 13, 5) representa sobre el número 
total de casos (20). El llamativo porcentaje de la última fila (210 %) indica el porcentaje que 
representa el número total de respuestas (42) sobre el número total de casos. 

Tabla 3.9. Frecuencia de uso del transporte público terrestre (dicotomías múltiples) 

Respuestas Porcentaje 
Nº Porcentaje de casos 

Transporte p.¡iblico Autobús 10 23,8% 50,0% 
(dicotomías) Metro 14 33,3% 70,0% 

Tren 13 31,0% 65,0% 
Taxi 5 11,9% 25,0% 

Total 42 100,0% 210,0% 

a. Conjunto de dicotomias múltiples tabulado en el valor 1. 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

3.1. En la siguiente tabla de frecuencias de la variable X faltan los nombres de las columnas. A partir 
de las características de los datos, asignar a cada columna el símbolo que le corresponde y su 
significado. 

X 

2 

3 

4 

a 

5 

30 

45 

50 

b 

0,10 

0,50 

0,30 

0,10 

c 

5 

25 

15 

5 

d e 

10 0,10 

60 \ 0,60 

90 0,90 

100 1,00 

f 
10 

50 

30 

10 

3.2. Siguiendo con la tabla de frecuencias del ejercicio anterior: 

a. Construir el diagrama de barras correspondiente a las frecuencias no acumuladas. 
b. ¿Cuál es la moda de la distribución? 
c. Calcular el índice de variación cualitativa. 

3.3. A continuación se ofrece la tabla de frecuencias (incompleta) obtenida al encuestar a una muestra 
de 200 personas sobre su actitud hacia la eutanasia (X). Completar los valores que faltan (entre 
paréntesis). 
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Actitud n; P; %, na1 Pa1 %a, 

Muy en contra 20 

En contra 50 

Indiferente 30 

A favor 80 

Muya favor 20 

3.4. A continuación se ofrecen tres tablas de frecuencias (incompletas) obtenidas en tres estudios dis-
tintos. Completar los valores que faltan (entre paréntesis) e indicar si en alguna tabla hay algún 
dato digno de ser destacado. 

X n; na¡ X P, Pa, X n, P, Pa1 

10 1 0,15 0,20 

2 15 2 0,35 2 0,30 ( ) 

3 59 3 0,85 3 ( ) 0,50 

4 60 4 ( ) 4 ( ( ) 

Total Total Total 100 

3.5. Completar la siguiente tabla (valores entre paréntesis) teniendo en cuenta que se ha obtenido al 
clasificar una muestra de 80 sujetos. 

X n, P, %; na, Pa, %a, 

8 

2 0,15 

3 ( ) 0,60 

4 ( ) 25 ( ) 

5 ( ) ( ) ( ) 

3.6. Un test está formado por 1 O preguntas, cada una de las cuales consta de 2 alternativas de respues­
ta de las que solamente una es correcta. Teniendo en cuenta que la respuesta que se da a cada 
pregunta es independiente de la respuesta que se da a las demás: 

a. Si un sujeto responde al azara las 10 preguntas del test, ¿qué valores puede tomar la variable 
n1 ="número de aciertos" y qué probabilidad tiene asociada cada uno de ellos? 

b. ¿Cuál es el valor esperado de n1? ¿Y la varianza? 
c. ¿Cuál es la probabilidad de acertar, por azar, más de 7 preguntas? 

d. Si una muestra aleatoria de 200 sujetos responde al azar a las 1 O preguntas, ¿cuántos sujetos 
cabe esperar que acierten más de 7 preguntas? 

3.7. Con un tratamiento convencional de la adicción al alcohol se viene obteniendo un 40% de re­
sultados positivos. Un nuevo tratamiento en fase experimental ha conseguido 14 recuperaciones 
al aplicarlo a 20 pacientes con adicción al alcohol. ¿Qué sugiere este resultado? 

3.8. 
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Se sabe que, en una determinada población, la prevalencia de una enfermedad concreta es del 
30%. Se cuenta con una prueba diagnóstica con una sensibilidad (ofrece un diagnóstico positivo 
cuando la persona padece la enfermedad) del 90% y una especificidad (ofrece un diagnóstico 
negativo cuando la persona no padece la enfermedad) del 80%. 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que la prueba ofrezca un diagnóstico incorrecto? (ver ejercicio 
2.13) .. 

b. Si se aplica la prueba a una muestra aleatoria de 30 sujetos, ¿cuántos diagnósticos incorrectos 
cabe esperar encontrar? 

c. En esa muestra aleatoria de 30 sujetos, ¿cuál es la probabilidad de que no haya más de 2 diag­
nósticos incorrectos? 

3.9. Un examen de la asignatura Análisis de Datos consta de 20 preguntas con 5 alternativas de res­
puesta de las que solamente una es correcta. Para seleccionar un punto de corte con el que apro­
bar a los estudiantes se ha utilizado un criterio basado en el número de aciertos por azar. En con­
creto, se tiene intención de aprobar a los estudiantes que tengan más aciertos que los que cabe 
esperar simplemente respondiendo al azar. Para ello se ha decidido colocar el punto de corte allí 
donde obtener por azar un número de aciertos igual o mayor que ese punto tenga una probabilidad 
menor que 0,05. ¿Dónde habrá que colocar el punto de corte? 

3.10. Un test consta de kpreguntas dicotómicas (verdadero, falso) e independientes entre sí. Las pre­
guntas acertadas se puntúan con un 1 y las falladas con un O. La puntuación total en el test se 
obtiene sumando las puntuaciones de las k preguntas. Señalar la(s) alternativa(s) correcta(s) 
sabiendo que la varianza de una suma es la suma de las varianzas: 

a. La varianza del test vale O. 
b. La varianza del test vale 0,25. 
c. La varianza del test vale k(0,25). 
d. La varianza máxima del test vale k(0,25). 
e. La varianza del test depende de la relación que exista entre las preguntas-. -

3.11. Al encuestar a una muestra aleatoria de 20 personas, ¿cuál es la probabilidad de que más de la 
mitad se manifieste en contra de la eutanasia sabiendo que, en la población de donde procede esa 
muestra, el 40% de las personas está en contra de la eutanasia? 



Análisis descriptivo 
de variables cuantitativas 

Ya hemos se,ñalado que, cualquiera que sea el tipo de análisis que finalmente se tenga 
intención de llevar a cabo para poder cubrir los objetivos de un estudio, lo primero que 
conviene hacer con un conjunto de datos es formarse una idea lo más completa posible 
acerca de sus características. Esto sigue siendo válido cuando se trabaja con datos cuan­
titativos. Por tanto, antes que nada, lo primero que conviene hacer es familiarizarse con 
las herramientas que permiten formarse esa primera idea sobre las características de los 
datos, es decir, con las herramientas diseñadas para explorar los datos y obtener infor­
mación descriptiva. 

Acabamos de ver que un resumen tan simple como una tabla o distribución de fre­
cuencias contiene gran parte de la información necesaria para caracterizar una variable 
categórica; la propia naturaleza de la variable hace innecesario realizar cálculos más 
allá de un recuento o un porcentaje. Con variables cuantitativas, sin embargo, una tabla 
de frecuencias no es más que un listado que no resume nada o casi nada y, consecuen­
temente, una herramienta muy poco útil: demasiados valores distintos y, si la medida 
utilizada es lo bastante precisa, muy pocas repeticiones. Organizar y resumir (es decir, 
describir) los valores de una variable cuantitativa requiere utilizar herramientas algo 
más sofisticadas. Pero sigue siendo necesario prestar atención a tres propiedades bási­
cas: centro, dispersión y forma de la distribución. 

Los estadísticos diseñados para identificar el centro de una variable suelen agru­
parse bajo la denominación de medidas de tendencia central. Los estadísticos que per­
miten cuantificar el grado de dispersión (alejamiento) de las puntuaciones respecto de 
su centro suelen agruparse bajo la denominación de medidas de dispersión, aunque tam-
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bién pueden encontrarse con la denominación de medidas de variación o de varia­
bilidad. Y los estadísticos que sirven para describir !a forma de la distribución suelen 
prestar atención a dos características: asimetría y curtosis. 

En este capítulo se presentan los estadísticos habitualmente utilizados para describir 
el centro, la dispersión y la forma de la distribución de las variables cuantitativas, más 
otro tipo de estadísticos cuyo objetivo principal no es el de resumir la información, sino 
el de ubicar a los sujetos individualmente considerados en la posición relativa que ocu­
pan respecto del resto de sujetos de su grupo: los cuantiles. 

Cuantiles 
Aunque la mayoría de las herramientas descriptivas que estudiaremos en éste y en otros 
capítulos están diseñadas para organizar y resumir conjuntos de datos, existe un tipo 
particular de herramientas que, además de ayudar a organizar y resumir conjuntos de 
datos, también sirven para describir datos individuales. 

¿Por qué decimos que un cociente intelectual de 140 puntos es alto, o que un juga­
dor de baloncesto que mide 175 cm es bajo? La respuesta es clara: porque muy pocas 
personas alcanzan un conciente intelectual de 140 puntos, y porque la mayoría de los 
jugadores de baloncesto mide más de 175 cm. Es decir, afirmamos que una puntuación 
es alta o baja porque la comparamos con el resto de puntuaciones del conjunto al que 
pertenece. 

Comparar puntuaciones entre sí permite ordenarlas por su tamaño. Y, una vez orde­
nadas, es posible conocer la posición relativa que ocupa cada una dentro del conjunto. 
De hecho, existen varios estadísticos que cumplen con esta función de posicionamien­
to relativo tomando como referencia la ordenación (ranking) de las puntuaciones. Estos 
estadísticos reciben el nombre genérico de cuantiles. 

Los cuantiles son cada uno de losJ valores que dividen la distribución enJ+ 1 par­
tes iguales. Algunos cuantiles tienen nombre espe9ífico. Así, la mediana es un valor 
que divide la distribución en dos partes iguales (la mitad de los casos en cada parte; vol­
veremos enseguida sobre ella). Los cuartiles son tres valores (Q1, Q2 , Q3) que dividen 
la distribución en cuatro partes iguales (el 25% de los casos en cada parte). Los deciles 
son nueve valores (D1, D2, ••• , D9) que dividen la distribución en diez partes iguales (el 
10% de los casos en cada parte). Los centiles son noventa y nueve valores ( C1, C2 , ••• , 

C99) que dividen la distribución en cien partes iguales (el 1 % de los casos en cada parte). 
El concepto de cuantil está estrechamente relacionado con el de frecuencia porcen­

tual acumulada. La mediana, por ejemplo, es el valor que acumula el 50% de los ca­
sos; el primer cuartil (Q1) es el valor que acumula el 25% de los casos; el octavo decil 
(D8) es el valor que acumula el 80% de los casos; el quinto centil (C5) es el valor que 
acumula el 5 % de los casos; etc. De ahí que, al trabajar con cuantiles, lo habitual sea 
utilizar percentiles (PJ, que son, precisamente, valores que acumulan un determinado 
porcentaje de casos: el percentil Pk es el valor que acumula el k% de los casos. 

Conviene advertir que los cuantiles no son porcentajes, sino valores de la variable. 
Si se está trabajando con la variable edad, un cuantil es una edad. Así, si el percentil 25 
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(?25) de las édades de un grupo de sujetos vale 32,75 años (es decir, ? 25 =32,75), en­
tonces el 25% de los sujetos de ese grupo tiene menos de 32,75 años (o el 75% de los 
sujetos más de 32,75 años). 

Aunque algunos cuantiles tienen nombre concreto (mediana, cuartiles, deciles, cen­
tiles), lo ci.erto es que todos ellos pueden concebirse como percentiles: la mediana es el 
percentil 50; los cuartiles son los percentiles 25, 50 y 75; los deciles son los percenti­
les 10, 20, ... , 90; los centiles son los percentiles 1, 2, 3, ... , 99. Por tanto, para conocer 
el valor de un cuantil cualquiera, basta con calcular el correspondiente percentil. Ahora 
bien, no existe una única manera de calcular percentiles. Existen al menos cinco mé­
todos distintos de cálculo. No obstante, el más extendido (el que utilizan programas 
informáticos como el SPSS) se ajusta a una sencilla regla. Se comienza ordenando los 
casos de forma ascendente por su valor en Y, y calculando i = k(n + 1)/100; a conti­
nuación: 

Si i es un número entero, entonces Pk = Y; 

Si ies un número decimal, entoncesPk = (1-d)Y;+ (d)Y;+1 

[4.1.a] 

[4.1.b] 

donde k es el porcentaj~ de casos acumulados que se busca; Y; es el valor de la varia­
ble que ocupa la posición correspondiente a la parte entera de i; y des la parte decimal 
de i. 

Veamos cómo se calcula el percentil 25 (?25) o primer cuartil (Q1) con las edades 
de la Tabla 4.1. Para c~lcular la edad que corresponde al P25 en el grupo de hombres, 
comenzamo:;; calculando la posición que corresponde a ese percentil en ese grupo: 

i = 25(11+1)/100 = 3 

Como el valor de i es un número entero, ? 25 = Y;= Y3 • Es decir, el percentil 25 es el va­
lor (la edad) que ocupa la 3ª posición; por tanto, en el grupo de hombres, P25 = 20 años. 

Para obtener el P25 en e( grupo de mujeres comenzamos calculando la posición que 
corresponde al P 2:3 en ese grupo: 

i = 25(14+ 1)/100 = 3,75 

Como el valor de i no es un rt(¡mero entero, es necesario interpolar mediante [ 4.1.b] 
tomando i=3 y d= 0,75: 

P25 = (1- 0,75)Y3 + (0,75)Y4 = (0,25)21 + (0,75)22 = 21,75 

Tabla 4.1. Edades de dos grupos de sujetos (puntuaciones ordenadas para el cálculo de los cuantiles) 

Grupos Edades nj 

Hombres 18 19 20 22 24 26 29 31 35 45 61 11 

Mujeres 19 20 21 22 23 24 25 27 28 29 30 31 32 35 14 

Posición (i) 1 a 2ª 3ª 4ª 5" 6ª 7ª 8ª 9ª 10ª 11ª 12ª 13ª 14ª 
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Por tanto, en el grupo de mujeres, P25 = 21,75 años. Este método de cálculo se conoce 
como haverage y, según hemos señalado ya, no es el único disponible1 _No obstante, 
con todos ellos se obtienen resultados muy parecidos. 

Una de las principales aplicaciones de los cuantiles tiene que ver con la elaboración 
de tablas de clasificación o baremos. Por ejemplo, si los resultados de una prueba diag­
nóstica (o las alturas de un grupo de sujetos, o sus pesos, etc.) se transforman en percen­
tiles, a partir de ese momento cada resultado individual podrá ser ubicado (clasificado) 
en la posición relativa que le corresponde en el conjunto de los resultados de la prueba 
(o en el conjunto de las alturas del grupo, o en el conjunto de los pesos, etc.). 

Los cuantiles también sirven para comparar posiciones relativas entre grupos, lo 
cual es especialmente útil cuando se comparan distribuciones que no son idénticas o 
variables con distinta métrica. Así, si un estudiante obtiene un 6 en matemáticas en un 
grupo donde pocos sujetos superan esa nota y otro estudiante obtiene también un 6 en 
matemáticas en un grupo donde la mayoría de los sujetos superan esa nota, al primer 
estudiante le corresponderá un percentil más alto que al segundo, lo que estará indican­
do que el primer estudiante ocupa en su grupo una posición más alta que el segundo en 
el suyo (volveremos sobre este asunto en el próximo capítulo al hablar de las puntua­
ciones típicas). 

Tendencia central 

Una buena manera de identificar el centro de una variable consiste en elegir el valor que 
mejor representa al resto de valores. En el capítulo anterior hemos elegido como mejor 
representante de una variable categórica el valor que más se repite (la moda). Pero en 
una variable cuantitativa se dan muy pocas repeticiones (sobre todo si se mide con la 
suficiente precisión) y el valor que más se repite no tiene por qué estar en el centro; con­
secuentemente, la moda, además de no aportar información útil, puede resultar enga­
ñosa. 

El centro de una variable cuantitativa hay que intentar encontrarlo de otra manera. 
Y lo cierto es que existen diferentes formas de hacerlo; todo depende de qué aspectos 
de la variable se consideren relevantes: puede prestarse atención a todos los valores de 
la variable o a parte de ellos; si se decide no prestar atención a todos los valores, la deci­
sión puede atender a distintos criterios; pueden ponderarse todos los valores por igual 
o pueden asignarse ponderaciones distintas a valores distintos, etc. No existe un estadís­
tico perfecto para describir el centro de todas las variables en el sentido de que no existe 
ningún estadístico capaz de captar toda la complejidad de una variable cuantitativa; cada 
estadístico se centra en un aspecto de la variable y ese detalle le confiere sus fortalezas 
y sus debilidades. Según tendremos ocasión de comprobar, una de las principales tareas 
que tendremos que acometer será la de aprender a elegir el estadístico apropiado. 

1 Además del método haverage, el programa SPSS incluye (disponibles mediante sintaxis) otros cuatro métodos de 
cálculo de cuantiles: waverage, round, empírica/ y aempirical (ver, en el Apéndice 4, al final del capítulo, el aparta­
do Métodos para el cálculo de cuantiles ). 
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·Media aritmética 

La media aritmética (o, simplemente, media) es, sin duda, el estadístico de tendencia 
central más utilizado. Se define como la suma de todas las puntuaciones dividida por 
el número de puntuaciones y se representa con el nombre de la variable coronado con 
un guión. Así, la media de la variable Y se representa y define mediante 

LY; 
Y= -­

n 
[4.2] 

Consideremos de nuevo los dos grupos de edades de la Tabla 4.1. Llamando Yh a la edad 
de los hombres e Ym a la de las mujeres, la edad media de cada grupo se obtiene de la 
siguiente manera: 

yh = (18+19+20+··-+61)/11 30,00. 

Ym = (19+20+21 +. · · - +35)/14 26,14. 

Estos valores indican dór¡de se encuentra el centro de la distribución de las edades de 
cada grupo: en el de hombres se encuentra en tomo a 30 años; en el de mujeres, en tomo 
a 26 años (debe tenerse en cuenta que el valor de la media no tiene por qué coincidir 
exactamente con ninguno· de los valores concretos que toma la variable). 

La media está identifi~ando el valor de la distribución en tomo al cual cabe esperar 
encontrar más valores. Pero, por sí sola, tiene una capacidad descriptiva bastante limi­
tada2. Por un' lado, el valor de la media no dice nada acerca de lo bien o mal que está re­
presentando al resto de valores; para saber algo sobre esto hace falta recabar informa­
ción adicional relacionada rnn el grado de dispersión del conjunto de valeres (la media 
será tanto mejor representante del resto de valores cuanto menos dispersos -más con­
centrados- se encuenlten 'éstos). Por ótro lado, el hecho de que en el cálculo de la media 
intervengan todos los valores hace de ella un estadístico muy sensible a la presencia de 
asimetría en la distribución, es decir, a la presencia de valores muy alejados del centro 
por uno de los dos extremos de la distribución (enseguida veremos algunos estadísticos 
que intentan obterier el centro de una variable sin tener en cuenta todos sus valores). 

Propiedades de la media 

A pesar de sus limitaciones descriptivas, la media posee algunas importantes propie­
dades. Una de ellas, que interesa destacar de forma especial porque tiene relación con 
operaciones que se realizan con mucha frecuencia al analizar datos, se refiere a las 
diferencias entre cada puntuación y la media: 

y= Y-Y [4.3] 

2 Según tendremos ocasión de compro bar repetidamente, la media aritmética tiene excelentes propiedades inferenciales 
que hacen de ella un estadístico esencial en el contexto de Ja estimación de parámetros y del contraste de hipótesis. 
No obstante, dese el punto de vista descriptivo tiene algunas limitaciones que conviene conocer. 
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A estas diferencias se les llama puntuaciones diferenciales o puntuaciones de desvia­
ción. Las representamos con letras minúsculas para distinguirlas de las puntuaciones 
originales o puntuaciones directas (Y). Las puntuaciones diferenciales tienen una im­
portante propiedad: su suma vale cero. Esto significa que las desviaciones negativas (las 
asociadas a los valores menores que la media) se anulan con las positivas (las asociadas 
a los valores mayores que la media); es decir, la suma de las puntuaciones diferenciales 
negativas (en valor absoluto) es idéntica a la suma de las puntuaciones diferenciales 
positivas. Esta propiedad de la media permite concebirla como el centro de gravedad 
de la variable: las desviaciones de la media pesan exactamente lo mismo a cada lado de 
la media. 

Volvamos a los datos de la Tabla4.l, referidos alas edades de dos grupos. La edad 
media del grupo de hombres (la hemos calculado unos párrafos más arriba) vale 30. 
Aplicando la ecuación [4.3] a esas 11 edades se obtiene 

y 1 = 18 - 30 = -12 y 5 = 24 - 30 = -6 
y2 = 19 - 30 = -11 y 6 = 26 - 30 = -4 
y 3 = 20 - 30 = -1 O y1 = 29 - 30 = -1 
y4 = 22 - 30 = -8 y 8 = 31 - 30 = 1 

Y9 = 35 - 30 = 5 
y 10 = 45 - 30 15 
y 11 =61-30=31 

LY; =-12+(-ll)+(-10)+(-8)+(-6)+(-4)+(-;-1)+1+5+15+31 =o. 
i 

Dedicar tiempo a este sencillo cálculo no tiene otra finalidad que la de poder constatar 
y grabar bien en la memoria que, efectivamente, unas puntuaciones diferenciales son po­
sitivas y otras negativas, y que se anulan al sumarlas. Estas puntuaciones son muy útiles 
al analizar datos y tendremos ocasión de volver repetidamente sobre ellas. 

Otra interesante propiedad de la media tiene que ver con los cambios que experi­
menta cuando se transforman las puntuaciones originales. En concreto, si a las puntua­
ciones de una variable se les multiplica y/o se les suma una constante, la media de la 
variable también queda multiplicada y/o sumada por esa misma constante. 

Veamos con algo más de detalle en qué consiste esta propiedad. Siendo a, by c tres 
constantes cualesquiera: · 

Si X = a + Y, entonces X = a + Y [4.4.a] 

Es decir, si a las edades de los 11 hombres de la Tabla 4.1 (cuya media vale 30) se les 
suman 1 O años, la media de las nuevas edades pasa a valer 30+1 O= 40. 

Si X= bY, entonces X= bY [4.4.b] 

Es decir, si las edades de los 11 hombres de la Tabla 4.1 (cuya media vale 30) se mul­
tiplican por 5, la media de las nuevas puntuaciones pasa a valer 30 x 5 = 150. La com­
binación de las dos reglas anteriores tiene como resultado una nueva regla: 

Si X = a + b Y, entonces X = a + b Y [4.4.c] 

Es decir, si las edades de los 11 hombres de la Tabla 4.1 (cuya media vale 30) se multi­
plican por 5 y al producto resultante se le suma 1 O, la media de las nuevas puntuaciones 
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pasa a valer 1O+30 x 5 = 160. Esta propiedad relativa a los cabios que experimenta la 
media cuando se transforman las puntuaciones originales se mantiene incluso cuando 
se combinan dos o más variables: 

Si X= a V+ bY+ · · · + cZ, entonces}(·= a V+ bY + · · · + cZ [4.4.d] 

Si las constantes se igualan a 1 se entenderá fácilmente esta regla: la media de una suma 
de variables es la suma de las medias de las variables. Si, además, las variables sumadas 
se multiplican por una constante distinta de 1, la media de esas variables quedará mul­
tiplicada por la constante y esto quedará igualmente reflejado en la media combinada 
(debe tenerse en cuenta que esta regla asume que todas las variables están medidas en 
el mismo conjunto de casos; otra cosa no tendría sentido). 

Media ponderada 

Cuando se trabaja con v~ios grupos resulta útil conocer la correspondencia existente 
entre las medias de los grupos y la media total (la media de todas las puntuaciones). Si 
todos los grupos tienen el mismo tamaño, la media total coincide con la media de las 
medias de los grupos. Si los grupos tienen distinto tamaño, no se da esta corresponden­
cia. En estos casos, la media total es la media ponderada de las medias de los grupos. 
Así, siendo J el número de grupos y n1, n2, ••• , nj, ... , n J el tamaño de los grupos, la me­
dia ponderada viene dada por: 

- , n1 Y1 + n2 Y2 + · · · + n JYJ 
Yponderada: = [4.5] 

(el subíndice j se refiere a cada uno de los grupos: j = 1, 2, ... , J). En los datos de la 
Tabla4.1hay11 hombres con una edad media de 30,00 años y 14mujeres con una edad. 
media de 26, 14 años. Para obtener la edad media de los 25 sujetos a partir de las medias 
de los grupos es necesario utilizar la media ponderada: 

y = 11 (30,00) + 14(26,14) = 27 84 
ponderada ( 11 + 14) - ' 

Este valor coincide con el que se obtiene a partir de las edades individuales de los 25 
sujetos, pero es distinto del que se obtiene promediando las medias de los dos grupos 
sin tener en cuenta el tamaño de cada uno: (30,00+26,14)/2=28,07. No obstante, si los 
tamaños son parecidos o las medias difieren poco entre sí, con ambas estrategias se 
obtendrá un resultado similar. 

Mediana 

La mediana (Mdny) de una variable (Y) es el centro de la variable en sentido literal: es 
el valor que ocupa la posición central cuando los casos están ordenados. La mediana 
es, por tanto, el valor que deja por debajo de sí el mismo número de casos que por en-
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cima. Con otras palabras, el valor que deja por debajo de sí el 50% de los casos; es 
decir, el percentil 50. 

A pesar de su aparente simplicidad conceptual, los métodos disponibles para cal­
cular la mediana son muy diversos, lo cual está indicando que el cálculo de la mediana 
no está, ni mucho menos, libre de problemas (particularmente cuando existen valores 
empatados en tomo al centro de la variable). No obstante, el método de cálculo más 
extendido3 se ajusta a una regla bastante simple (en todo momento se está asumiendo 
que las n puntuaciones están ordenadas de menor a mayor: Y1 :::; Y2 :::; ••• :::; Y;:::; ... :::; Yn): 

- Si el número de casos es impar, la mediana es el valor que ocupa la 
posición i = (n + 1)/2; [4.6] 

Si el número de casos es par, la mediana es el punto medio (media 
aritmética) entre los dos valores que ocupan las posiciones i1 = n/2 e 
i2 = (n/2) + l. 

Para ilustrar el cálculo de la mediana, la Tabla 4.2 ofrece cuatro grupos de puntuaciones 
ordenadas de menor a mayor. Consideremos los grupos 1 y 3. Dado que el número de 
casos del primer grupo es impar (n1 =11), Ja mediana es el valor que ocupa Ja posición 
i = (11+1 )/2 = 6 (es decir, la 6ª posición); por tanto, Mdnycii = 25. Y dado que el nú­
mero de casos del tercer grupo es par (n3 =14), la mediana es la media aritmética de los 
dos valores que ocupan las posiciones i1 = 14/2 = 7 e i2 = (14/2) + 1 = 8 (posiciones 7ª y 
8ª); por tanto, Mdnyc3) = (25 + 27)/2 = 26. 

Tabla 4.2. Edades de cuatro grupos de sujetos 

Grupos Edades ...!!L. 
19 20 22 23 24 25 26 27 28 29 33 11 

2 18 19 20 22 24 26 29 31 35 45 61 11 

3 19 20 21 22 23 24 25 27 28 29 30 31 32 35 14 

4 18 19 20 22 24 26 29 33 35 36 41 43 59 74 14 

Posición (i) 1 ª 2ª 3ª 4ª 5ª 6ª 7ª 8ª 9ª 10ª 11ª 12ª 13ª 14ª 

Estadísticos resistentes 

Se dice que un estadístico es resistente cuando es poco sensible a la presencia de ano­
malías en los datos. Esta propiedad es particularmente útil cuando se trabaja con distri­
buciones asimétricas, es decir, con distribuciones que contienen casos muy alejados del 
centro por uno de los dos extremos de la distribución. 

3 Esta forma de calcular la media..'la se conoce como método haverage y es el método que utilizan por defecto la mayo­
ría de los programas informáticos. Pero estos programas suelen incluir otros métodos de cálculo. El SPSS, por ejemplo, 
incluye (mediante sintaxis) otros cuatro métodos. Ver, en el Apéndice 4, al final del capítulo, el apartado Métodos para 
el calculo de cuantiles. 
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La media aprovecha las propiedades cuantitativas (de intervalo o razón) de los 
datos. La mediana, sin embargo, únicamente aprovecha sus propiedades ordinales. Las 
implicaciones de esta diferencia son importantes. La mediana del primer grupo de eda­
des de la Tabla 4.2 no se altera si el valor 33 se cambia, por ejemplo, por el valor 74. 
Sin embargo, ese cambio hace que la media del grupo 1 pase de 25,09 a 28,82. Es decir, 
mientras que el cambio de un único dato altera la media en más de tres puntos y medio, 
la mediana permanece inalterada (el cambio en la media podría ser incluso mayor sin 
que la mediana experimentara ningún tipo de alteración). La mediana, por tanto, es un 
estadístico más resistente que la media. Pero la mediana no es el único estadístico de los 
llamados resistentes. · 

Media recortada 

La media recortada o truncada (del inglés trimmed mean; ver Hoaglin, Mosteller y 
Tukey, 1983) se obtiene calculando la media aritmética tras eliminar de los extremos 
de la distribución un determinado porcentaje de casos. La media recortada al k% es la 
media aritmética calculada tras eliminar el k% de los casos con valores más pequeños 
y el k% de los casos con valores más grandes4 (k es un porcentaje que suele oscilar entre 
5 y 25; cuanto mayor es el porcentaje de casos que se recorta, más resistente es el esta­
dístico a la presencia de anomalías en los datos). E_l _objetivo de esta corrección es ha­
cer que el resultado sea menos sensible (más resistente) a Ja presencia de valores atípi­
cos por uno de los dos extremos de la distribución. Así, mientras la media aritmética de 
las puntuaciones del cuarto grupo (Tabla 4.2) vale 34,21, Ja media recortada al 5% vale 
32,90 (un valor más cercano a la mediana5

, que en este grupo de puntuaciones vale 31). 
Obviamente, el valor de la media recortada será tanto más parecido al de la media arit-
mética cuanto más simétrica sea la distribución. - - · 

Media winsorizada 

La media winsorizada (Miller, 1986) se parece a la recortada, pero en lugar de eliminar 
un determinado porcentaje de casos de los extremos, sustituye los valores de esos casos 
por el valor adyacente a ellos. Así, la media winsorizada al k% se obtiene calculando 

4 Si t = kn/IOO es un número entero, la media recortada se obtiene eliminando del análisis los t valores más pequeños 
y los t valores más grandes. Si t no es un número entero, se separa la parte entera (t,) de la parte decimal (t,), se elimi­
nan del análisis los t, valores más pequeños y los t, valores más grades, y los dos valores extremos no eliminados se 
ponderan con 1 - td. Así, para obtener la media recortada al 5% del grupo 4 de la Tabla 4.2 se comienza calculando 
t= 5(14)/100 = 0,7. La parte entera de tvale O; por tanto, no hay que eliminar ningún valor. La parte decimal de tvale 
0,7; por tanto, la media recortada se obtiene ponderando los valores extremos 18 y 74 con 1 - 0,7 = 0,3: 

f. = 18(0,3)+19+···+59+74(0,3) = 414,6 = 3290 
SY. 14(100-2(5))/100 12,6 ' 

El denominador de la media recortada se obtiene multiplicando n por la proporción de casos que intervienen en el 
análisis: n(l - 0,02k). En el ejemplo, el denominador se obtiene muitiplicando 14 x 0,90. 
5 En realidad, la mediana puede concebirse como una media recortada al 50%, es decir, como una media que se cal­
cula después de eliminar los casos que quedan por encima y por debajo del valor central. 
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Ja media aritmética tras sustituir el k% de los valores más pequeños por el valor más pe­
queño de los restantes y el k% de Jos valores más grandes por el valor má1l grande de 
los restantes. Con esta estrategia se obtiene un estadístico (Y w) más resistente que Ja 
media aritmética pero algo menos resistente que la media recortada. 

Trimedia 

La trimedia (ver Hoaglin, Mosteller y Tukey, 1983) es un estadístico muy resistente cu­
yo nombre deriva de su propia definición: se obtiene promediando tres valores: los tres 
cuartiles6

• La trimedia también puede encontrarse con el nombre de BESA (best easy 
systematic average) y con el de mediana recortada. Se calcula dando al segundo cuartil 
(la mediana) doble peso: 

Q [4.7] 

Estimadores M 

Los estimadores M son un grupo de estadísticos resistentes basados en el método de 
máxima verosimilitud (de ahí la M). También se les conoce como estimadores robustos 
centrales. Un estimador M no es más que una media ponderada en Ja que los pesos 
asignados a los casos dependen de la distancia de cada caso al centro de la distribución: 
los casos próximos a la posición central reciben un peso de 1 y los demás valores reci­
ben un peso tanto menor cuanto más alejados se encuentran de la posición central. 

Existen varios estimadores M que difieren entre sí por la forma concreta de asignar 
pesos a los casos. El SPSS incluye cuatro de estos estimadores en el procedimiento Ex· 
plorar: Huber, Tukey, Rampe! y Andrews (puede encontrarse una descripción detallada 
y asequible de todos ellos en Norusis y SPSS Inc., 1993, págs. 192-194; y en Palmer, 
1999, págs. 124-162). Andrews, Bickel, Hampel y cols. (1972) recomiendan utilizar el 
estimador M de Andrews y el de Hampel, al tiempo que desaconsejan el uso del de Hu­
ber. Al igual que ocurre con el resto de estadísticos resistentes, los estimadores M son 
menos sensibles que la media aritmética a la presencia de valores extremos. Por tanto, 
cuando las distribuciones son asimétricas, estos estimadores robustos suelen captar el 
centro de la distribución mejor de lo que lo hace la media aritmética. 

Comparación entre estadísticos de tendencia central 

De lo estudiado hasta ahora en este capítulo cabe deducir que uno de los principales 
objetivos del análisis descriptivo consiste en identificar el centro de una variable. Pero 
acabamos de ver que este objetivo puede alcanzarse utilizando diferentes estrategias 

6 La formulación original de la trimedia no se basa en los cuartiles, sino los cuartos o bisagras de Tukey (1977). El 
primer cuarto o bisagra es el valor que ocupa la posición intermedia entre la mediana y el valor más pequeño; el segun­
do es la mediana; el tercero es el valor que ocupa la posición intermedia entre la mediana y el valor más grande. 
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(diferentes estadísticos7
). El grado de parecido entre estos estadísticos depende, bási­

camente, de la forma de la distribución de la variable: si la distribución es simétrica, 
todos los estadísticos toman el mismo valor; la diferencia entre ellos va aumentando 
conforme aumenta el grado de asimetría. 

La media aritmética utiliza las propiedades cuantitativas de los datos y se basa en 
una ponderación uniforme de todos ellos. Esto la convierte en un estadístico muy sen­
sible (poco resistente) a la presencia de asimetría en la distribución de Jos datos. Las 
medias recortada y winsorizada intentan corregir Ja falta de resistencia de la media 
aritmética modificando el tratamiento que dan a un determinado porcentaje de casos de 
los extremos de la distribución; esta modificación, lógicamente, implica una pérdida de 
información que no puede pasarse por alto a Ja ligera pues, ocasionalmente, se podría 
estar desechando información relevante. La mediana lleva al límite esa modificación del 
tratamiento que se da a los valores más extremos: elimina del análisis todos los casos 
menos el(los) que ocupa(n) Ja posición central; de este modo, su resistencia a la presen­
cia de anomalías en los datos es máxima. Y los estimadores M están a medio camino 
entre la modificación que aplican las medias recortada y winsorizada y la que aplica la 
mediana: todos ellos aprovechan las propiedades cuantitativas de Jos datos pero dando 
menos peso a los valores que más se alejan del centro; aunque no eliminan del análisis 
tantos casos como lamediana, asignan pesos muy pequeños a los que se alejan mucho 
del centro. 

Los resultados de la Tabla 4.3 ilustran el comportamiento de todos estos estadísticos 
de tendencia central. Están calculados con los cuatro grupos de edades de la Tabla 4.2. 
Las distribuc;iones de las edades de los grupos 1 y 3 son razonablemente simétricas; las 
distribuciones de los grupos 2 y 4 son sensiblemente asimétricas (más adelante, en este 
mismo capítulo, se estudian detenidamente estos conceptos). Puede comprobarse que 
el grado de parecido entre los diferentes estadísticos depende del gradüáe asiinetria de 
la distribución. En los grupos 1 y 3, que tienen distribuciones aproximadamente simé­
tricas, los valores obtenidos oscilan entre 24,82 y 25,09 en el grupo 1 (una diferencia de 
0,27 años) y entre 26,00 y 26,14 en el grupo 3 (una diferencia de 0,14 años). En los gru­
pos 2 y 4, que tienen distribuciones sensiblemente asimétricas, los valores obtenidos 
oscilan entre 25,45 y 30,00 en el grupo 2 (una diferencia de 4,55 años) y entre 29,63 y 
34,21 en el grupo 4 (una diferencia de 4,58 años). 

7 Existen otros estadísticos de tendencia central que, aunque escasamente utilizados en el contexto de las ciencias de 
la salud, pueden encontrarse en otros ámbitos. Nos referimos a las medias armónica y geométrica La media armónica 
suele utilizarse con distribuciones muy asimétricas: 

y = _n_ 
""" I; Y,-1 

(no tiene sentido utilizarla si algún valor de Y es igual a cero, pues la división por cero no está definida en el campo 
de los números reales). La media geométrica suele utilizarse para promediar proporciones: 

Y = [II Y]l/n geom i 

(no tiene sentido utilizarla si algún valor de Y es negativo o cero). Promediando los logaritmos de los valores de la 
variable se obtiene el logaritmo de la media geométrica. 
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También puede comprobarse que, en estos grupos, la media aritmética es el esta­
dístico más sensible a la presencia de asimetría en la distribución (es, de todos ellos, el 
que toma el valor más alto). 

Tabla 4.3. Estadísticos de tendencia central aplicados a los datos de la Tabla 4.2 

Estadísticos Grupo 1 Grupo2 Grupo 3 Grupo4 

Media aritmética 25,09 30,00 26,14 34,21 

Mediana 25,00 26,00 26,00 31,00 
Media recortada ( 5 % ) 24,99 28,94 26,05 32,90 

Media winsorizada (5%) 24,82 28,73 26,00 33,29 
Trimedia 25,00 26,75 26,00 31,25 
Estimador M de Andrews 24,92 25,46 26,01 29,64 
Estimador M de Rampe! 24,90 26,63 26,00 31,23 
Estimador M de Huber 25,00 26,71 26,00 30,98 
Estimador M de Tukey 24,92 25,45 26,01 29,63 

Así las cosas, ¿qué estadístico de tendencia central conviene elegir para informar del 
centro de una distribución? Para responder a esta pregunta hay que sopesar varios argu­
mentos. 

El primero de ellos tiene que ver con los objetivos del estudio. La fase descriptiva, 
con frecuencia, únicamente representa el comienzo del análisis. Lo habitual es que, ter­
minada la fase descriptiva, se pase a la inferencia! para, entre otras cosas, efectuar com­
paraciones. Y, según veremos, las herramientas disponibles para efectuar comparaciones 
se basan, sobre todo, en la media aritmética. Por tanto, la media aritmética debe incluir­
se en el informe descriptivo porque, normalmente, hará falta para después: aunque desde 
el punto de vista descriptivo posee algunas limitaciones, sus propiedades inferenciales 
son excelentes. 

Pero ya hemos señalado que la media es un estadístico demasiado sensible a la pre­
sencia de anomalías en los datos; y esto nos lleva al segundo argumento: el centro de 
una variable hay que intentar identificarlo mediante estadísticos resistentes (ver Wilcox 
y Keselman,2003). Aunque en condiciones de simetría todos los estadísticos de ten­
dencia central son equivalentes, en condiciones de asimetría los estadísticos resistentes 
(las medias modificadas, la mediana, los estimadores M) son preferibles a los no resis­
tentes (la media). Ahora bien, como la media y la mediana es deseable que figuren en 
cualquier informe descriptivo porque son los estadísticos más conocidos y utilizados, 
el resto de estadísticos de tendencia central podrían utilizarse para recomendar a cuál 
de los dos, media o mediana, conviene prestar atención para identificar el centro de la 
distribución (en el caso de que tomen valores distintos). 

Resumiendo, generalmente será suficiente con informar de la media y de la media­
na; el resto de estadísticos se puede utilizar para decidir si el centro de la distribución 
se parece más al valor de la media o al valor de la mediana. 
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Dispersión 

Describir un conjunto de datos a partir de un solo número conlleva, obviamente, una im­
portante pérdida de información: un estadístico·de tendencia central informa sobre el 
centro de la distribución pero no dice nada sobre el resto de los valores. La consecuen­
cia de esta limitación es que un mismo valor puede ser el centro de conjuntos de datos 

. muy diferentes. 
Los datos de la Tabla 4.4 pueden ayudar a entender esta idea. Se trata de las edades 

de tres grupos de sujetos. Aunque los tres grupos tienen el mismo centro (tanto la media 
como el resto de estadísticos de tendencia central valen 50), el grado de parecido (o el 
grado de dispersión) entre las edades del mismo grupo es muy distinto. En el primer 
grupo, todas las edades están muy próximas al centro; se trata de una variable con muy 
poca dispersión; existe gran parecido entre las puntuaciones. En el segundo grupo, la 
mayoría de las edades son distintas del centro pero se encuentran próximas a él; existe 
más dispersión que en el primer grupo pero no parece ser muy alta. En el tercer grupo, 
la mayoría de las edades son distintas del centro y además se encuentran muy alejadas 
de él; la dispersión en este grupo es mucho mayor que en los otros dos. 

Tabla 4.4. Tres grupos de edades con el mismo centro y distinta dispersión 

Grupos Edades 

19 49 49 49 50 50 51 51 51 51 

2 42 44 46 48 50 50 52 54 56 58 

3 10 20 30 40 50 50 60 70 80 90 

Lo que interesa destacar de este sencillo ejemplo es que, a pesar de las evidentes dife­
rencias existentes entre estos tres grupos de edades, conocer únicamente la edad prome­
dio de cada grupo no permite-identificar el grupo del que se está hablando (pues todos 
tienen la misma edad promedio): es necesario conocer, además, el grado de dispersión, 
es decir, el grado de parecido eritre los datos en el sentido de concentración o aleja­
miento entre ellos. 

Además, conocer el grado de dispersión de un conjunto de datos permite precisar 
si el centro de una distribución es o no un buen representante del resto de valores. Cuan­
do la mayoría de los valores se encuentran próximos al centro, la dispersión es baja; 
cuando la mayoría de los valores se encuentran alejados del centro, la dispersión es alta. 
Consecuentemente, el grado de representatividad del centro de una distribución será tan­
to mayor cuanto menor sea la dispersión de la distribución. 

Ahora bien, aunque con pocos datos (como ocurre, por ejemplo, en la Tabla 4.4), 
una inspección visual de los mismos podría servir para formarse una idea sobre el grado 
de dispersión, con más datos una inspección visual resulta, además de subjetiva, com­
pletamente insuficiente. En estos casos es necesario recurrir a algún resumen capaz de 
cuantificar el grado de dispersión. Pero, al igual que los estadísticos de tendencia cen-
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tral, los de dispersión también son variados: unos utilizan todos los valores de la varia­
ble, otros solamente unos pocos; unos toman como referencia el centro de la variable, 
otros prescinden de él; los que toman como referencia el centro de la variable difieren 
en el centro que eligen; etc. En los apartados que siguen se han agrupado estos estadís­
ticos en tres bloques atendiendo al criterio de dispersión en el que se basan. 

Amplitudes 

El estadístico de dispersión más simple de todos consiste en calcular la diferencia en­
tre el valor más grande (Ymáx) y el más pequeño (Yrnin). A esta diferencia se le llama 
amplitud total (Ar), aunque también puede encontrarse como rango, recorrido o, sim­
plemente, amplitud: 

[4.8] 

Calculada en los tres grupos de edades de la Tabla 4.4, la amplitud toma los siguientes 
valores: A1 = 51 - 49 = 2; A2 = 58 - 42 = 16; A3 = 90 - 1 O = 80. 

Estos valores parecen reflejar la dispersión baja (2 años), media (16 años) y alta (80 
años) que anteriormente hemos intuido tras una inspección visual de los datos. Pero no 
hay que olvidar que en este estadístico únicamente intervienen los dos valores extre­
mos, lo cual significa que no se está prestando atención a la disposición de los valores 
intermedios. Y esto tiene dos consecuencias indeseables. En primer lugar, puede ocurrir 
que conjuntos de datos muy diferentes tengan la misma amplitud total; basta con que 
los dos valores extremos sean los mismos. En segundo lugar, la presencia de un único 
caso muy distante del resto es capaz de alterar sensiblemente el valor de la amplitud 
total (por muy parecidos entre sí que sean el resto de los valores). Se trata, por tanto, de 
un estadístico muy poco resistente. No obstante, al estar expresado en la misma métrica 
que la variable, su interpretación es muy sencilla. Y con distribuciones simétricas per­
mite formarse una idea muy rápida (y podríamos decir, también, acertada) del grado de 
dispersión. 

Otro estadístico basado en la misma lógica que la amplitud total, pero más resisten­
te que ésta, es la amplitud intercuartil (A1Q)- Se basa en la distancia existente entre los 
cuartiles primero y tercero: A1Q = Q3 - Q1 • La amplitud intercuartil mide el grado de 
dispersión del 50% de los casos centrales (normalmente, los más representativos del 
conjunto de datos) y, de esta manera, resuelve los problemas derivados de prestar aten­
ción únicamente a los dos casos más extremos; pero no puede pasarse por alto el hecho 
de que, al prestar atención únicamente al 50 % de los casos centrales, se puede estar 
desechando información relevante. Más adelante, en este mismo capítulo, veremos que 
uno de los gráficos más interesantes para describir la forma y otras propiedades de una 
distribución (el diagrama de caja) se basa justamente en este estadístico. En ocasiones 
se utiliza otro estadístico llamado amplitud semi-intercuartil (la amplitud intercuartil 
dividida entre 2), pero su significado es menos claro que el de la amplitud intercuartil 
(aunque, lógicamente, es algo más resistente). 
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·Desviaciones promedio 

Además de los estadísticos basados en el concepto de distancia entre dos valores, exis­
ten otros que, no solo permiten expresar el grado de dispersión en la misma métrica de 
la variable.( como hacen las amplitudes), sino que lo hacen utilizando todos los valores. 

Es claro que la desviación que una puntuación experimenta respecto del centro 
(media) de su distribución está expresando el grado de dispersión de esa puntuación. 
Para resaltar esta idea, la Tabla 4.5 ofrece las desviaciones (puntuaciones diferenciales: 
y= Y- Y) correspondientes a los tres grupos de edades de la Tabla 4.4. Sabemos por 
la amplitud total (y por la simple inspección visual de los datos) que las edades del 
segundo grupo están más dispersas que las del primero; también sabemos que las edades 
del tercer grupo están más dispersas que las de los otros dos grupos. Esta diferencia en 
las dispersiones queda clarame!lte reflejada en las puntuaciones diferenciales recogidas 
en la Tabla4.5: las edades del grupo 1 toman valores entre -1 y l; las del grupo 2 entre 
-8 y 8; y las del grupo 3 entre -40 y 40. 

Tabla 4.5. Puntuaciones diferenciales correspondientes a las edades de la Tabla 4.4 

Grupos Puntuaciones diferenciales (y.= Y. - Y) 
l l LJY¡I Ll 

-1 -1 -1 -1 o o 1 1 8 8 
2 -8 -6 -4 -2 o o 2 4 6 8 40 240 

3 -40 -30 -20 -10 o o 10 1 20 30 40 200 6000 

Ahora bien, si la desviación que una puntuación individual experimenta-Fespecto de la 
media de su distribución está expresando el grado de dispersión de esa puntuación, la 
suma de todas las desviaciones de un conjunto de datos debería estar expresando la dis­
persión total del conjunto. Sin embargo, sabemos que esto no es así porque la suma de 
las desviaciones de la media vale cero (recordemos que las desviaciones positivas se 
anulan con las negativas). Para evitar este problema basta con aplicar algún tipo de 
transformación que haga tomar a todas las desviaciones un valor positivo (de hecho, 
puesto que una distancia entre dos elementos no puede ser negativa, lo recomendable, 
desde el punto de vista de la dispersión, es expresar las distancias a la media en valor 
positivo). Las transformaciones más habituales consisten en tomar el valor absoluto de 
las desviaciones o en elevarlas al cuadrado. 

En la media de las desviaciones (Y
1
desv

1
), también llamada desviación media y 

desviación media absoluta, las desviaciones se toman en valor absoluto y su suma se 
divide por el número de puntuaciones para obtener la desviación promedio: 

[4.9] 
.n n 

La media de las desviaciones recoge la idea de dispersión respecto del valor central (la 
media) y representa el promedio del conjunto de distancias a la media. Calculada sobre 
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los tres grupos de edades de la Tabla 4.4 (la Tabla 4.5 ofrece la suma de los valores ab­
solutos de las puntuaciones diferenciales) se obtienen los siguientes resultados: 

Yldesvl (!) 

Yldesvl(2) 

8/10 = 0,8 

40/10 = 4 

Yldesvl(3) = 200/10 = 20 

Puesto que la media de las desviaciones viene expresada en la misma métrica que la 
variable original, los valores obtenidos reflejan la dispersión de cada grupo en unidades 
de edad (es decir, en años). Por tanto, las edades del primer grupo se desvían de su me­
dia, en promedio, algo menos de un año; las del segundo grupo, 4 años; y las del tercer 
grupo, 20 años. 

Estudiar la dispersión a partir de las desviaciones del centro no implica tener que 
trabajar necesariamente con Ja media aritmética. Debe tenerse en cuenta que Ja media 
de las desviaciones sigue siendo una media y que, como tal, adolece de excesiva sensi­
bilidad a la presencia de valores extremos por una de las dos colas de la distribución 
(asimetría). Este problema puede resolverse utilizando estadísticos resistentes como la 
mediana. Esto es precisamente lo que hace un estadístico denominado mediana de las 
desviaciones (Mdn ldesvl) o mediana de las desviaciones absolutas: 

Mdnldesvl = Mdn !Y; - Mdny¡ [4.10] 

La mediana de las desviaciones es la mediana de las distancias a la mediana (diferencias 
en valor absoluto). Si la distribución es simétrica, la mediana de las desviaciones tomará 
un valor parecido al de la media de las desviaciones (puesto que la media y la mediana 
de una distribución simétrica son iguales, también lo serán las distancias a la media y 
a la mediana). Pero, conforme la distribución se vaya haciendo más asimétrica, el valor 
de la media de las desviaciones se verá más alterado que el de la mediana de las des­
viaciones. 

Calculando la mediana de las desviaciones en Jos tres grupos de edades de la Ta­
bla 4.4 se obtiene: 

Mdnldesvj(l) = Mdn [O, O, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] = 1 

Mdn JdesvJ <2l = Mdn [O, O, 2, 2, 4, 4, 6, 6, 8, 8] = 4 

Mdn¡desvj(Z) = Mdn[O, O, 10, 10, 20, 20, 30, 30, 40, 40] = 20 

Puesto que las tres distribuciones de edad son simétricas, los valores obtenidos con Ja 
mediana de las desviaciones son casi idénticos a los obtenidos con la media de las des­
viaciones. Sin embargo, introduciendo un dato anómalo en el segundo grupo (cambian­
do, por ejemplo, 58 por 90), la media de las desviaciones pasa de 4 a 8,08, mientras que 
la mediana de las desviaciones no se altera. 

La mediana de las desviaciones se encuentra, al igual que la media de las desviacio­
nes, en la misma métrica que la variable original. Por tanto, los valores obtenidos refle­
jan el grado de dispersión en la misma métrica de la variable (en nuestro ejemplo, años). 
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Varianza y desviación típica 

La media de las desviaciones y la mediana de las desviaciones no son los únicos esta­
dísticos que intentan cuantificar la dispersión a partir de las desviaciones del centro de 
la distribución. Puesto que esas desviaciones representan la esencia del concepto de 
dispersión, es lógico que se les haya prestado especial atención. En este apartado se es­
tudian dos de los estadísticos de dispersión más utilizados. Ambos se basan en las des­
viaciones de la media, pero, para evitar que su suma valga cero, en lugar de tomar esas 
desviaciones en valor absoluto (estrategia utilizada por la media de las desviaciones), 
se elevan al cuadrado. 

La varianza (Fisher, 1918) es el promedio de las desviaciones cuadráticas de la me­
dia, es decir, el promedio de las desviaciones de la. media elevadas al cuadrado. Se trata, 
por tanto, de una media de cuadrados (o, como suele denominarse en algunos contextos, 
una media cuadrática). Se define y representa mediante 

[4.11] 
n 

Puesto que el numerador de la varianza recoge las desviaciones de la media (es decir, 
las puntuaciones diferenciales; ver ecuación [4.3]), la varianza también puede expre­
sarse como 

~2 

8
2 _ L..,Y; 
Y(n) - -n- [ 4.12] 

El subíndice Y identifica a la variable; el subíndice n indica el val.or del denominador. 
Prestar atención explícita al valor del denominador tiene su explicación. Ocurre que, 
cuando se utiliza la varianza muestra! para hacer inferencias sobre la varianza poblacio­
nal (trataremos esta cuestión en el Capítulo 7), utilizar n en el denominador da como 
resultado un valor muestra! que tiende a ser menor que el valor poblacional. Este ses­
go desaparece simplemente restando 1 al tamaño muestra! en el denominador. A esta 
modificación de la varianza_ se le suele llamar varianza insesgada (también puede 
encontrarse con el nombre de cuasivarianza): 

" -2 "2 

8
2 _ 

8
2 _ L., cy; - Y) _ L..,Y; 

Y(n-1) - Y - n - l - ~ [4.13] 

Cuando se utiliza un programa informático como el SPSS para calcular la varianza, el 
resultado que se obtiene es, siempre, la varianza insesgada. Por tanto, para evitar con­
fusiones, a partir de ahora únicamente haremos referencia a la varianza insesgada, lo 
cual permitirá identificarla simplemente como s;. 

Aplicando la ecuación [ 4.13] a los tres grupos de edades de la Tabla 4.4 (la Tabla 
4.5 recoge las puntuaciones diferenciales y la suma de sus cuadrados) se obtiene: 
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s;lgrupol = ((-1)2 +(-1)2 + ... +(1)2]/(10-1) 8/9 = 0,89 

s;lgrupo2 = ((-8)2 + (-6)2 + ... + (8)2]/(10 -1) 240/9 = 26,67 

s;lgrupo3= ((-40)2 +(-30)2 + .. ·+(40)2]/(10-l) = 6.000/9 = 666,67 

Probablemente, la primera reacción que se tiene al observar el valor de la varianza es 
preguntarse por su significado. El valor obtenido en el primer grupo se parece al obte­
nido con la desviación media (0,89 frente a 0,8); pero esto es solamente porque, en ese 
grupo, las distancias a la media no superan el valor 1. En el segundo grupo se ha ob­
tenido un valor claramente mayor que el obtenido con la desviación media (26,67 frente 
a 4). Y en el tercer grupo se ha obtenido un valor muchísimo mayor (666,67 frente a 
20). Ahora bien, si se tiene en cuenta que las edades del segundo grupo oscilan entre 42 
y 58 (16 años), no parece que una dispersión de 26,67 esté reflejando algo real. Y menos 
real todavía se antoja el resultado obtenido en el tercer grupo: 666,67 es un número que 
no tiene nada que ver con la edad. 

Lo cierto es que la varianza no permite formarse una idea acertada del grado de dis­
persión de una variable. La razón de esto es que las distancias a la media están elevadas 
al cuadrado: es como intentar medir la distancia física entre dos puntos utilizando una 
medida de superficie en lugar de una medida de longitud. La varianza puede servir para 
comparar entre sí distintos grupos (lógicamente, en la misma variable) y saber en cuál 
de ellos hay mayor dispersión, pero no sirve para formarse una idea sobre el grado de 
dispersión. Por esta razón, lo que suele hacerse es utilizar la raíz cuadrada de la va­
rianza. Es decir, 

(4.14] 

(siempre se toma la raíz positiva, pues la dispersión puede ser nula o positiva, pero no 
negativa). A este valor se le llama desviación típica o desviación estándar (Pearson, 
1894). Como en el denominador se está utilizando n - 1, en realidad se trata de la des­
viación típica insesgada. Y como se trata de la raíz cuadrada de valores previamente 
elevados al cuadrado, el resultado está más en consonancia con la métrica original de 
la variable cuya dispersión se está intentando cuantificar. 

Aplicando (4.14] a los tres grupos de edades de la Tabla 4.4 se obtienen las raíces 
cuadradas de los valores ya obtenidos con (4.13]: 

Sy¡ grupo i 

Sy¡ grupo2 

SYlgrupo3 

</0,89 = 0,94 

</26,67 = 5,16 

</666,67 = 25,82 

Al igual que ocurre con la media de las desviaciones, la desviación típica es un pro­
medio basado en las desviaciones de la media. Cabría esperar, por tanto, que el valor 
de la desviación típica se pareciera al de la media de las desviaciones; pero lo cierto es 
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que esto solamente ocurre cuando se trabaja con distribuciones simétricas. La conse­
cuencia de elevar al cuadrado las desviaciones de la media es que las desviaciones más 
grandes reciben mayor peso que las pequeñas (aunque después se tome la raíz cuadra­
da del promedio de esas desviaciones cuadrática_s, la desigual ponderación de las des­
viaciones más grandes ya está hecha y queda reflejada en el resultado). Por tanto, la 
desviación típica tomará un valor tanto más alejado del de la media de las desviaciones 
cuanto más asimétrica sea la distribución. No obstante, pensar en la desviación típica 
como en un promedio de distancias a la media permite formarse una idea sobre su sig­
nificado sin distorsionarlo seriamente. 

Comparación entre estadísticos de dispersión 

La dispersión es un concepto esencialmente positivo: o todos los valores de la variable 
son iguales y, consecuentemente, no existe dispersión (en cuyo caso no estaríamos ha­
blando de una variable sino de una constante), o unos valores son distintos de otros y, 
consecuentemente, existe di~persión (en cuyo caso hay que cuantificar si es baja, me­
dia o alta; pero nunca negativa). Esta idea es lo bastante importante como para no 
pasarla por alto, pero no ayuda a elegir un estadístico de dispersión: todos ellos valen 
cero cuando no hay dispersión y toman un valor pqsitivo cuando sí la hay. 

Otro aspecto de la dispersión que conviene no pasar por alto es la forma en que 
cambia cuando se efectúan transformaciones en los datos. En relación con esto es im­
portante señalar que la dispersión no se altera cuando a los valores de una variable se. 
les suma o resta una constante. Imaginemos que las edades de las que venimos ha­
blando (Tabla 4.4) vuelven a registrarse pasados 3 años. Todos los sujetos tendrán 3 
años más (es decir, la edad media habrá aumentado 3 años), pero la dispei:sión entre las 
edades seguirá siendo la misma porque el grado de concentración o alejamiento entre 
ellas no se habrá alterado. De nuevo se trata de un aspecto importante, pero que no 
permite distinguir entre los estadísticos propuestos: todos ellos permanecen inalterados 
cuando a una variable se le suma una constante. 

Pero, ¿;qué ocurre cuando, en lugar de sumar una constante, se multiplica o divide8? 
Lo que ocu~e es que la dispersión queda multiplicada o dividida por esa constante. 
Por ejemplo, ¿qué ocurre si toda_s las edades se multiplican por 3 años? Pues que la dis­
persión se triplica. Si se multiplican por 3 las edades del primer grupo, la edad más baja 
( 49) pasa a 14 7 y la más alta ( 51) pasa a 153. Con ello, la amplitud inicial de 2 años 
aumenta hasta 6 años. Pues bien, todos los estadísticos estudiados, excepto la varian­
za, reflejan correctamente este cambio en la dispersión; es decir, todos ellos, excepto 
la varianza, triplican su valor cuando los valores originales de la variable se multipli­
can por 3 (lo que ocurre con la varianza es que queda multiplicada por el cuadrado de 
Ja constante; por tanto, estaría indicando que la dispersión ha aumentado 9 veces en 
lugar de 3). 

8 Multiplicar o dividir una variable por una constante es una tarea relativamente frecuente. Por ejemplo, si una prueba 
diagnóstica arroja puntuaciones de O a 20 y se prefiere transformarlas en una métrica de O a 100 (simplemente porque 
se considera una métrica más fácil de entender), bastará con multiplicar las puntuaciones originales por 5. 
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Otro aspecto más al que conviene prestar atención tiene que ver con la métrica en 
la que viene expresado cada estadístico. Los estadísticos cuyos valores se encuentran 
en la misma métrica que la variable original tienen la ventaja de que son más fáciles de 
interpretar; por tanto, son más útiles para formarse una idea sobre el grado de disper­
sión de una variable. Y ocurre que, de nuevo, a excepción de la varianza, todos los esta­
dísticos estudiados cuantifican la dispersión en la misma métrica que la variable original 
(salvando las matizaciones ya hechas sobre la desviación típica). 

Parece, por tanto, que la varianza no se encuentra entre los estadísticos que convie­
ne elegir para cuantificar la dispersión9

: no solo no se encuentra en la misma métrica de 
la variable original, sino que no refleja correctamente el cambio que experimenta la dis­
persión cuando se aplican algunas transformaciones simples a los datos. 

Ahora bien, descartada la varianza, ¿cómo elegir entre el resto de estadísticos? Al 
igual que ocurre con las medidas de tendencia central, la clave se encuentra de nuevo 
en laforma de la distribución. Ya sabemos que las amplitudes (total, intercuartil) se 
basan en la distancia existente entre solamente dos valores; también sabemos que las 
desviaciones promedio (media de las desviaciones, mediana de las desviaciones y des­
viación típica) se basan en las distancias al centro de la distribución. Pues bien, el he­
cho mismo de disponer de estadísticos basados en criterios tan dispares ya parece estar 
recomendando que siempre se informe con uno de cada tipo: una amplitud y una des­
viación. 

Pero, ¿cómo elegir entre las amplitudes? Ya hemos señalado que la amplitud total 
adolece de serios inconvenientes: puede tomar el mismo valor con conjuntos de datos 
muy distintos y es extremadamente sensible a la presencia de casos anómalos (un único 
caso anómalo basta para alterar por completo su valor). Por tanto, la amplitud total sola­
mente debería utilizarse con distribuciones simétricas o aproximadamente simétricas. 
Si no se da esta circunstancia, es preferible utilizar la amplitud intercuartil. Aunque sin 
olvidar que la amplitud intercuartil desecha una parte importante de los.datos (el 25% 
de cada lado de la distribución) y que también esto tiene sus inconvenientes. Por su­
puesto, saber qué interesa conocer exactamente de una variable puede ayudar a elegir 
entre ambas amplitudes; pero, independientemente de dónde se sitúe el interés descrip­
tivo, las amplitudes poseen importantes debilidades que no deben pasarse por alto. 

Y ¿cómo elegir entre las desviaciones? Ya hemos visto que los estadísticos que se 
basan en las desviaciones del centro no son igualmente sensibles al grado de asimetría 
de la distribución. Aunque en una distribución simétrica todos ellos toman valores pare­
cidos, en presencia de asimetría la desviación típica es menos resistente que la media 
de las desviaciones y ésta menos resistente que la mediana de las desviaciones. Elegir 
el estadístico más resistente, por tanto, no parece una tarea complicada. 

Pero ocurre que la desviación típica, a pesar de ser la desviación menos resistente, 
posee una serie de propiedades que hacen de ella un estadístico especialmente intere­
sante. Entre otras cosas, la desviación típica constituye la base de unas transformaciones 

9 A pesar de sus evidentes limitaciones desde el punto de vista descriptivo, lo cierto es que la varianza (o, mejor, Ja 
varianza insesgada) posee, según tendremos ocasión de comprobar, excelentes propiedades inferenciales que la 
convierten en un estadístico esencial en el contexto de Ja estimación de parámetros y del contraste de hipótesis. 
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llamadas puntuaciones típicas que poseen una extraordinaria utilidad para conocer, por 
ejemplo, la posición relativa que ocupa cada caso dentro de su grupo (se estudian en 
el próximo capítulo). Además, cuando se tiene intención de pasar de la fase descriptiva 
a la inferencia! para efectuar comparaciones y estudiar relaciones, la desviación típica 
adquiere (tendremos ocasión de comprobarlo) un protagonismo que no puede s~r asu­
mido por el resto de los estadísticos de dispersión. Por tanto, por los mismos argumentos 
que, según hemos visto ya, es tarea obligada informar del valor de la media aritmética 
a pesar de su baja resistencia, también lo es informar de la desviación típica (esta razón, 
unida al hecho de que ambos estadísticos están expresados en la misma métrica, es la 
que justifica Ja práctica habitual de ofrecer juntas la media y la desviación típica en los 
informes de resultados). 

La información que ofrece la Tabla 4.6 puede ayudar a aclarar el comportamiento 
de todos estos estadísticos. Están calculados con las edades de Ja Tabla 4.2. Recorde­
mos que las edades de los grupos 1 y 3 se distribuyen de forma aproximadamente si­
métrica, mientras que las de los grupos 2 y 4 se distribuyen de forma sensiblemente 
asimétrica. Debido a que los estadísticos propuestos se basan en diferentes criterios de 
dispersión, los valores que toman son muy distintos. Por lo que se refiere a las ampli­
tudes, en condiciones de simetría y poca dispersión (grupos 1 y 3), la amplitud total es 
aproximadamente el doble de la intercuartil. Sin embargo, en condiciones de asimetría 
y mayor dispersión (grupos 2 y 4), la amplitud total alcanza aproximadamente el triple 
de la intercuartil. Con las desviaciones ocurre algo parecido. En condiciones de sime­
tría (grupos 1 y 3), las tres desviaciones toman valores parecidos: oscilan entre 3 y 4, 11 
en el grupo 1 :(una diferencia de 1,11 años) y entre 4 y 4,90 en el grupo 3 (una diferencia 
de 0,90 años), siendo la desviación típica la que toma los valores más altos. En condi­
ciones de asimetría (grupos 2 y 4), los valores de las distintas desviaciones ~a!llbian de 
forma considerable: oscilan entre 6 y 13,02 en el grupo 2 (una diferencia de 7,02 años) 
y entre 9,50 y 16,10 en el grupo 4 (una diferencia de 6,60 años). 

Entre todos estos estadísticos de dispersión, el que se muestra más resistente es la 
mediana de las desviaciones; y el que se muestra menos resistente es la desviación tí­
pica. 

Tabla 4.6. Estadísticos de dispers)ón aplicados a los datos de la Tabla 4.2 

Estadísticos Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3 Grupo4 

Amplitud total 14,00 43,00 16,00 56,00 

Amplitud intercuartil 6,00 15,00 8,50 20,00 

Media de las desviaciones 3,19 9,45 4,14 11,82 

Mediana de las desviaciones 3,00 6,00 4,00 9,50 

Desviación típica 4,11 13,02 4,90 16,10 

Varianza 16,89 169,40 23,98 259,26 

Coeficiente de variación (media) 16,38 43,38 18,73 47,06 

Coeficiente de variación (mydiana) 16,44 52,60 18,84 60,48 
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Coeficientes de variación 

Cuantificar la dispersión es útil, no solo para conocer el grado de dispersión de una va­
riable (con lo que ello implica de caracterización de la variable, valoración del grado de 
representatividad del centro de la distribución, etc.), sino para comparar la dispersión 
de diferentes grupos o variables. Los estadísticos de dispersión estudiados permiten ha­
cer ambas cosas, pero con sus limitaciones. 

Las desviaciones típicas de la Tabla 4.6 indican que las edades de los grupos 1, 2, 
3 y 4 se distancian de sus respectivos centros, en promedio, en torno a 4, 13, 5 y 16 
años, respectivamente. ¿Permite esto afirmar que el grupo 1 es el menos disperso y el 
grupo 4 el más disperso? En principio, sí, pues todas las medidas de dispersión coin­
ciden en señalar ese hecho y los cuatro grupos de puntuaciones se refieren a la misma 
variable (la edad). Pero cuando se compara la dispersión de distintos grupos debe tener­
se en cuenta la magnitud de los valores que se comparan, pues con valores pequeños 
cabe esperar encontrar menos dispersión que con valores grandes. Esto se comprende­
rá fácilmente si se considera la edad medida en meses y en años; los valores expresados 
en meses serán mucho más grandes que los expresados en años (12 veces más grandes) 
y las desviaciones del promedio en meses serán mucho mayores que las del promedio 
en años. Además, cuando se compara la dispersión de variables distintas es importan­
te prestar atención a su métrica (es decir, a las unidades de medida utilizadas); por ejem­
plo, al comparar la dispersión de un conjunto de alturas y de un conjunto de pesos no 
podrá pasarse por alto el hecho de que se están comparando cm con kg. 

Para facilitar la comparación entre grupos y variables se han diseñado estadísticos 
de dispersión relativa. El más utilizado de éstos, el coeficiente de variación basado en 
la media (CVMectiJ, expresa la desviación típica como un porcentaje del valor absoluto 
de la media: 

CVMedia 
s -I- 100 
IYI 

[4.15] 

El coeficiente de variación basado en la mediana ( CV Mediana) se obtiene de la siguiente 
manera: se calculan las desviaciones de la mediana, se elevan al cuadrado, se promedian 
utilizando n - 1 (se tiene así una especie de varianza basada en la mediana), se obtiene 
la raíz cuadrada de ese promedio y el resultado se divide entre el valor absoluto de la 
mediana. Todo ello se multiplica por 100 para expresar el resultado final como un 
porcentaje: 

s 
CVMediana = ~ 100 

IMdnl 
[ 4.16] 

Aunque con distribuciones simétricas o aproximadamente simétricas ambos coeficientes 
ofrecen resultados parecidos (ver Tabla 4.6, grupos 1 y 3), en distribuciones asimétricas 
pueden ofrecer resultados muy distintos (ver Tabla 4.6, grupos 2 y 4). Si los valores más 
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alejados del centro se encuentran en la parte alta de la distribución, el coeficiente basado 
en la mediana será mayor (incluso mucho mayor) que el basado en la media; si los va­
lores más alejados del centro se encuentran en la parte baja de la distribución, el coefi­
ciente basado en la mediana será menor (inclus.o mucho menor) que el basado en la 
media. 

Una dispersión razonable va asociada a coeficientes de variación menores que 50. 
Coeficientes de variación mayores de 50 indican mucha dispersión. Coeficientes mayo­
res que 100 están delatando, generalmente, fuertes anomalías en los datos. 

Forma de la distribución 

Al reflexionar acerca de las fortalezas y debilidades de los diferentes estadísticos de ten­
dencia central y de dispersión nos liemos visto obligados a hacer constantes referen­
cias a la forma de la distribución (particularmente al grado de asimetría). Pero la forma 
de la distribución, además de ayudar a elegir entre estadísticos de tendencia central, 
también es útil por sí misma: no solamente permite formarse una idea rápida acerca de 
las características de la variable sino que ayuda a detectar valores anómalos (valores que 
no se parecen al resto) y a descubrir inconsistencias en los datos (valores que se repi­
ten demasiado o valores que ~o aparecen). En realidad, conocer la forma de una dis­
tribución tiene un interés comparable al de identificar su centro o al de cuantificar su 
dispersión. Y estudiar la forma de una distribución implica, básicamente, valorar dos 
característica.S: asimetría y curtosis. 

La asimetría se refiere a la forma en que se distribuyen los datos por encima y por 
debajo del centro. En una distribución simétrica, la disposición de los -da:tos-a·cada la­
do del centro es la misma; un lado es espejo del otro. La simetria se rompe cuando exis­
ten casos que se alejan del centro más por uno de los extremos que por el otro. Cuando 
los casos más alejados del centro se encuentran en la zona alta de la distribución, 
decimos que existe asimetría positiva; cuando se encuentran en la zona baja, asimetría 
negativa. 

La curtosis se define por comparación con una distribución teórica llamada curva 
normal (estudiaremos esta curva en el próximo capítulo; de momento basta con saber 
que se trata de una distribución simétrica y con curtosis media). La curtosis expresa el 
grado en que una distribución acumula casos en sus colas en comparación con los casos 
que acumulan las colas de una distribución normal con la misma media y con la misma 
desviación típica10

• Una distribución leptocúrtica acumula en sus colas más casos que 
una distribución normal. Una distribución platicúrtica acumula en sus colas menos 
casos que una distribución normal. A la curva normal, referente de curtosis media, se 
le llama mesocúrtica. 

10 El concepto de curtosis es algo confuso (de esta confusión no se libran muchos manuales de estadística y de análisis 
de datos). Una distribución leptocúrtica acumula en sus colas más casos que una curva normal y, además, suele ser 
más puntiaguda que ésta. Una distribución platicúrtica acumula en sus colas menos casos que una curva normal y, 
además, es más aplastada que ésta (ver Figura 4.3). 



11 O Análisis de datos (vol. /) 

Para valorar el grado de asimetría y de curtosis de una distribución contamos con 
dos tipos de herramientas: gráficos y estadísticos. En los dos aparados siguientes se es­
tudian ambas cosas. 

Gráficos para variables cuantitativas 

Entre los gráficos disponibles para describir la forma de la distribución de una variable 
cuantitativa los más utilizados son: el histograma, el polígono de frecuencias, el diagra­
ma de tallo y hojas, y el diagrama de caja. 

Histograma 

Un histograma es un gráfico parecido al de barras ya estudiado en el capítulo anterior, 
pero con las barras juntas, dando así una impresión de continuidad que no da el diagra­
ma de barras. 

Se construye sobre el plano definido por dos ejes cartesianos: en el eje horizontal 
se colocan los valores de la variable ordenados de menor a mayor (comenzando por la 
izquierda), en el vertical se colocan las frecuencias (número d~ veces que se repite cada 
valor) y sobre cada valor se levanta una barra o rectángulo de altura proporcional a su 
frecuencia (la anchura de las barras no es relevante, pero todas deben tener la misma). 

Puesto que entre los valores de una variable cuantitativa se dan muy pocas repeti­
ciones, lo habitual es formar intervalos agrupando unos pocos valores consecutivos y 
utilizar esos intervalos en el eje horizontal (en lugar de cada valor individual). 

La Figura 4.1 ofrece varios ejemplos de histogramas. En los dos de la mitad supe­
rior están representados los datos de una muestra de 997 sujetos. Ambos histogramas 
corresponden a distribuciones aproximadamente simétricas, pero con una pauta algo 
distinta. En el primero de ellos, las frecuencias (la altura de las barras) van disminu­
yendo rápidamente conforme los valores se alejan del centro de la distribución (tendre­
mos ocasión de constatar más adelante que este tipo de distribuciones se dan con mucha 
frecuencia en el mundo real); en el segundo, la disminución de las frecuencias es más 
lenta, dando la impresión, incluso, de que los extremos están recortados (enseguida ve­
remos que esta pauta es típica de las distribuciones platicúrticas). 

Los dos histogramas de la mitad inferior representan datos correspondientes a 109 
países. Ambos muestran distribuciones con asimetría positiva: los casos tienden a con­
centrarse en la zona baja de la distribución o, lo que es lo mismo, los casos más alejados 
del centro se encuentran en la zona alta de la distribución. Pero Ja asimetría del segundo 
histograma es mucho más acusada que la del primero; en el segundo se observan cla­
ramente algunos casos muy distanciados del resto. 

La asimetría de una distribución es más fácil de observar que la curtosis. Para valo­
rar la curtosis de una distribución es necesario compararla con la curva normal (aunque 
más adelante, en el próximo capítulo, se estudia detenidamente esta curva -ver el apar­
tado Curva normal-, para los propósitos de este apartado basta con saber que se trata 
de una curva simétrica y mesocúrtica). 
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Figura 4.1. Histogramas de las variables altura, edad, tasa de muertes al nacer y tasa de sida 
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La Figura 4.2 muestra el histograma de una distribución aproximadamente normaljuntv 
con una curva normal superpuesta. Lógicamente, la valoración de la curtos_is_es más 
fácil cuando se toma como referencia esta curva teórica. 

Figura 4.2. Histograma con curva normal 

Los histogramas de la Figura 4.3 pueden ayudar a precisar el concepto de curtosis. Los 
tres de la mitad superior representan distribuciones simétricas con distinto grado de cur­
tosis: el histograma de la izquierda muestra una distribución leptocúrtica (en ambas co­
las de la distribución hay más casos que en las de la curva normal), el del centro muestra 
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una distribución mesocúrtica (se parece a la curva normal) y el de la derecha muestra 
una distribución platicúrtica (en ambas colas de la distribución hay menos casos que en 
las colas de la curva normal). Los tres histogramas de la mitad inferior representan dis­
tribuciones asimétricas con distinto grado de curtosis: el histograma de la izquierda 
muestra una distribución leptocúrtica (en la cola derecha hay más casos que en la curva 
normal), el del centro muestra una distribución mesocúrtica (sus colas acumulan más 
o menos los mismos casos que las de la curva normal), y el de la derecha muestra una 
distribución platicúrtica (en ambas colas de la distribución hay menos casos que en las 
de la curva normal). 

Dicho esto, quizá no esté de más advertir que, de estas dos características, la sime­
tría suele interesar más que la curtosis. Entre otras cosas, el grado de curtosis no afecta 
al centro de la distribución como lo hace el grado de asimetría. 

Figura 4.3. Histogramas correspondientes a distribuciones con distinto grado de asimetría y curtosis 

Simétrica leptocúrtica Simétrica mesocúrtica Simétrica platicúrtica 

Asimétrica leptocúrtica Asimétrica mesocúrtica Asimétrica platicúrtica 

P~ligono de frecuencias 

Uniendo con una línea los puntos medios de los bordes superiores de las barras de un 
histograma (Figura 4.4, gráfico de la izquierda) se obtiene el polígono de frecuencias 
(Figura 4.4, gráfico de la derecha). 

La información de este gráfico es prácticamente idéntica a la de un histograma. 
Según veremos, en estadística inferencia! es bastante habitual representar la forma de 
las distribuciones mediante polígonos de frecuencias suavizados (como si los intervalos 
creados para dibujar el correspondiente histograma fueran infinitamente pequeños; ver 
Figura 4.2). 
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Figura 4.4. Histograma y polígono de frecuencias de la variable altura 
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Diagrama de tallo y hojas 

Si las barras del histograma se sustituyen por los valores de la variable se obtiene un 
gráfico llamado diagrama de tallo y hojas (stem and leafplot; Tukey, 1977) que infor­
ma simultáneamente de los valores que toma la yariable y de la forma de la distribución. 

Este gráfico ofrece la misma información que un histograma, pero más detallada: 
permite comprobar si existen valores que se repiten mucho o valores que no aparecen. 
Suele representarse en horizontal, no en vertical como el histograma. La Figura 4.5 
muestra el diagrama de tallo y h~jas de la variable altura (se corresponde con el primer 
histograma de la Figura 4.1 y con el polígono de frecuencias de la Figura 4.4). La Figura 
4.6 muestra el diagrama de la variable muertes por cada mil nacimientos (se corres­
ponde con el tercer histograma de la Figura 4.1 ). 

Al igual que ocurre en un histograma, la longitud de las líneas reflstl.¡i ~l número de 
casos que pertenecen a cada intervalo de valores (la frecuencia exacta con la que se 
repite cada valor viene indicada en la primera columna del gráfico). Y cada caso o gru­
po de casos está representado por un número que permite identificar el valor concreto 
de ese caso en la variable. 

Cada valor se descompone en dos partes: el primer o primeros dígitos forma(n) el 
tallo (stem; valor ubicado inmediatamente antes del punto) y los dígitos que siguen al 
tallo forman las hojas (leaf, valores ubicados inmediatamente después del punto). Así, 
por ejemplo, el valor 23 se descompone un tallo de 2 y en una hoja de 3; el valor 178 
se descompone en un tallo de 17 y en una hoja de 8; etc. 

Cada tallo puede ocupar una sola fila o varias. Si ocupa una sola fila, sus hojas con­
tienen dígitos del O al 9; si ocupa dos filas, las hojas de la primera fila contienen dígitos 
del O al 4 y las de la segunda fila dígitos del 5 al 9; etc. Los tallos de la Figura 4.5 (ex­
cepto el primero y el último) ocupan cinco filas: la primera fila (primera hoja) contiene 
los dígitos O y 1; la segunda, los dígitos 2 y 3; la tercera, los dígitos 4 y 5; la cuarta, los 
dígitos 6 y 7; y la quinta, los dígitos 8 y 9. Los tallos de la Figura 4.6 ocupan una sola 
fila. Cuando la anchura del tallo vale 1 O (como ocurre en los ejemplos de las Figuras 4.5 
y 4.6), los dígitos de las hojas son unidades; cuando la anchura del tallo vale 100, los 
dígitos de las hojas son decenas; cuando la anchura del tallo vale 1.000, los dígitos de 
las hojas son centenas; etc. La anchura del tallo (Stem width) se indica en la parte infe-
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rior del diagrama y es un dato imprescindible para interpretarlo correctamente. En el 
ejemplo de la Figura 4.5 el tallo tiene una anchura de 1 O, lo que significa que los valores 
del tallo hay que multiplicarlos por 1 O. Así, un tallo de 15 vale 150, un tallo de 18 vale 
180, etc. 

Figura 4.5. Diagrama de tallo y hojas de la variable altura 
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Stem width: 10,00 
Each leaf: 3 case(s) 
& denotes fractional leaves. 

Figura 4.6. Diagrama de tallo y hojas de la variable tasa de muertes al nacer 
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Las hojas completan la información del tallo. Un tallo de 15 con una hoja de 4 repre­
senta una altura de 154 cm; un tallo de 18 con una hoja de O representa una altura de 
180 cm; etc. El número de casos que representa cada hoja (cada hoja puede representar 
a más de un caso) se indica en la parte inferior del diagrama ( each lea/). Así, en la Figu-
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ra 4.5, each leaf = 3 significa que cada hoja representa a 3 casos; en la Figura 4.6, each 
leaf = 1 caso. 

Las filas primera y última del diagrama muestran (si los hay) el número de casos 
con valores extremos (extremes) y los valores qµe toman esos casos (entre paréntesis). 
Así, por ejemplo, en el diagrama de la Figura 4.5 aparecen 2 casos extremos con alturas 
iguales o menores que 149 cm y 5 casos extremos con alturas iguales o mayores que 192 
cm. En el diagrama de la Figura 4.6 aparece 1 caso extremo con un valor mayor o igual 
que 168. 

Diagrama de caja 

Un diagrama de caja y bigotes (box and wiskers plot) o, simplemente, diagrama de 
caja, es un ingenioso gráfico que permite formarse una idea muy rápida sobre las tres 
propiedades esenciales de una distribución: centro, dispersión y forma. Incluye la me­
diana, los percentiles11 25 y 75, y una serie de puntos que representan a los valores que 
se alejan excesivamente del centro (Tukey, 1977). 

La Figura 4.7 muestra los detalles de un diagrama de caja (el diagrama de caja es 
la parte incluida dentro de la línea de puntos): 

La mediana informa sobre el centro de la distribución (debe tenerse en cuenta que 
el diagrama se inscribe denvo de un plano cartesiano con los valores de la vari.able 
en el eje vertical). La elección de la mediana para identificar el centro de la distri­
bución es muy acertada: cuando la distribución es simétrica, cualquier estadístico 
de tendencia central es válido (por tanto, la mediana es tan buena elección como 
cualquier otra); cuando la distribución es asimétrica, es preferible i~_gtific.ar el cen­
tro mediante estadísticos resistentes (y la mediana es, recordemos, uno de los más 
resistentes). 

La altura de la caja y Ja longitud de los bigotes permiten valorar el grado de disper­
sión y de asimetría. Los bigotes se extienden hasta lo que podríamos llamar una 
dispersión razonable; volveremos sobre es•'J ). 

Los círculos y los asteriscos, en el caso de que existan, delatan casos excesiva­
mente alejados del centro. 

Para ayudar a interpretar un diagrama de caja, la Figura 4.8 muestra las distribuciones 
ya representadas en los histogramas de la Figura 4.1. En primer lugar intentamos iden­
tificar el centro de la distribución: puesto que en el eje vertical del diagrama está repre­
sentada la escala de Ja variable, Ja mediana permite saber que el centro de Ja distribución 
de la altura se encuentra en tomo a 170 cm, que el centro de la distribución de Ja edad 
se encuentra en tomo a 50 años, etc. 

11 En realidad, los diagramas de caja no se construyen con los percentiies 25 y 75, sino con las bisagras primera y 
tercera de Tukey (valores muy parecidos a Jos percentiles 25 y 75 pero no siempre idénticos). La primera bisagra es 
el valor que ocupa Ja posición intermedia entre Ja mediana y el valor más pequeño; la terce·a bisagra es el valor que 
ocupa la posición intermedia entre Ja mediana y el valor más grande. 
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Figura 4.7. Detalles de un diagrama de caja 
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En segundo lugar, para valorar el grado de dispersión hay que interpretar correctamen­
te la altura de la caja y la longitud de los bigotes; para ello, debe tenerse en cuenta que 
los diagramas están dibujados ocupando toda la altura de su correspondiente recuadro; 
por tanto, la altura total del gráfico es irrelevante; donde hay que fijarse es en la longi­
tud relativa de los bigotes, es decir, en la longitud de los bigotes comparada con la altura 
de la caja; si el bigote se extiende todo lo que puede extenderse (1,5 amplitudes inter­
cuartiles; es decir, 1,5 veces la altura de la caja), es que hay casos que llegan hasta ahí; 
si el bigote no alcanza su longitud máxima, es que no existen casos en esa dirección. 
Sabemos, por ejemplo, que la dispersión de la distribución de la altura es mayor que 
la dispersión de la distribución de la edad (ver histogramas de la Figura 4.1). Esta di­
ferencia en la dispersión está reflejada, por un lado, en la longitud de los bigotes (los 
bigotes alcanzan su longitud máxima en la distribución de la altura, pero no en la de la 
edad) y, por otro, en la presencia de casos atípicos y extremos (círculos y asteriscos por 
encima y por debajo de los bigotes) en la distribución de la altura. 

Por último, la longitud de los dos bigotes de cada diagrama y la presencia o no de 
casos atípicos y extremos están informando de la forma de la distribución. En la distri­
bución de la altura se observan bigotes de igual longitud y un número aproximadamente 
igual de casos atípicos y extremos en ambas colas de la distribución; esto indica que se 
trata de una distribución aproximadamente simétrica. Lo mismo vale decir de la distri­
bución de la edad (bigotes de igual longitud y mismo número -ninguno- de casos atí-
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picos o extremos). Esta pauta es muy distinta de la que ofrecen los dos diagramas de la 
parte inferior: en ambos ocurre que el bigote superior es mucho mayor que el inferior, 
lo cual indica que las distribuciones son claramente asimétricas; pero, además, el núme­
ro de casos atípicos y extremos es mucho maypr en la distribución de la tasa de sida, 
lo que indica que esta distribución es mucho más asimétrica que la de la tasa de muertes 
al nacer. 

Figura 4.8. Diagramas de caja de las variables altura, edad, muertes al nacer y tasa de sida 
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En los diagramas de caja de la Figura 4.9 están representadas las mismas distribuciones 
que en los histogramas de la Figura 4.3. Los diagramas de la mitad superior representan 
tres distribuciones simétricas (bigotes de igual longitud) con distinto grado de curtosis: 
el diagrama de la izquierda muestra una distribución leptocúrtica (muchos casos fuera 
de los bigotes), el del centro una distribución mesocúrtica (solamente unos pocos casos 
fuera de los bigotes) y el de la derecha una distribución platicúrtica (no hay casos fuera 
de los bigotes). Los diagramas de la mitad inferior representan tres distribuciones 
asimétricas (bigotes de longitud desigual) con distinto grado de curtosis: el diagrama de 
la izquierda muestra una distribución leptocúrtica (casos atípicos y extremos únicamente 
en la parte superior), el del centro una distribución mesocúrtica (casos atípicos úni­
camente en la parte superior) y el de la derecha una distribución platicúrtica (ni casos 
atípicos ni casos extremos). 
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Figura 4.9. Diagramas de caja: distribuciones con distinto grado de asimetría y curtosis 
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Aunque la inspección de un gráfico (histograma, diagrama de caja) ya permite formar­
se una primera idea sobre el grado de asimetría y curtosis de una distribución, utilizar 
estadísticos permite valorar ambas características con mayor precisión. 

Para cuantificar el grado de asimetría y de curtosis de una distribución se han pro­
puesto múltiples índices (puede encontrarse una buena recopilación en Solanas, Sala­
franca, Fauquet y Núñez, 2005, págs. 321-327 y 353-358). De todos ellos, aquí única­
mente mencionaremos los dos que ofrece el SPSS. Ambos se basan en el concepto de 
momento respecto a la media (importante concepto estadístico relacionado con las des­
viaciones de la media, es decir, con las puntuaciones diferenciales o de desviación). El 
momento de orden r respecto a la media se define de la siguiente manera: 

[4.17] 

El momento de orden 1 vale cero (recordemos que las desviaciones de la media suman 
cero; ver ecuación [4.3]). El momento de orden 2 es el numerador de la fórmula de la 
varianza. El momento de orden 3 constituye la base de un índice de asimetría pro­
puesto inicialmente por Fisher y que en el SPSS se calcula mediante 

(n -l)(n -2)Si 
[4.18] 
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(Bliss, 1967, pág. 144). Y el momento de orden 4 constituye la base de un índice de 
curtosis también propuesto originalmente por Fisher y que en el SPSS se calcula me­
diante 

2 n(n + l)M4 - 3 (n - l)M2 

(n -l)(n -2)(n -3)s; 
[ 4.19] 

Ambos índices valen cero cuando la distribución es simétrica y mesocúrtica. Índices de 
asimetría (g1) mayores que cero indican asimetría positiva; índices menores que cero in­
dican asimetría negativa. Índices de curtosis (g2) mayores que cero indican leptocurto­
sis; índices menores que cero indican platicurtosis. En las distribuciones representadas 
en las Figuras 4.3 y 4.9 se obtienen los resultados que muestra la Tabla 4.7. 

Con distribuciones son aproximadamente simétricas (las tres primeras), los índices 
de asimetría toman valores próximos a cero (en nuestro ejemplo, entre -0, 104 y 0,088); 
con distribuciones asimétricas (las tres últimas), toman valores más alejados de cero (en 
nuestro ejemplo, entre 0,437 y 1,519). 

Con distribuciones son aproximadamente mesocúrticas (la segunda y la quinta), los 
índices de curtosis toman valores próximos a cero (en nuestro ejemplo, -0,087yO,166); 
con distribuciones Ieptocúrticas' (la primera y la cuarta), toman valores positivos ale­
jados de cero (en nuestro ejemplo, 2,570 y 3,436); cuando las distribuciones son pla­
ticúrticas (la tercera y la sext;'.l), toman valores negativos alejados de cero (en nuestro 
ejemplo, -1,175 y -0;637). 

Tabla 4.7. Índices de asimetría (g1} y curtosis (g;¡ calculados en las distribuciones de las Figs. 4.3 y 4.9 

Simétrica Simétrica Simétrica Asimétrica Asimétrica Asimétrica 
leptocúrtica mesocúrtica platicúrtica leptocúrtica mesocúrtica platicúrtica 

g¡ 0,088 0,050 -0,104 1,519 0,437 0,543 

gz 2,570 -0,087 -1,175 3,436 0,166 -0,637 

Expresiones del tipo "un valor próximo a cero" o "un valor más alejado de cero" ayudan 
poco a tomar una decisión sobre el grado de asimetría o curtosis de una distribución. Pa­
ra resolver este problema puede recurrirse a una sencilla estrategia que, aunque todavía 
no podemos explic¡µ- con detalle (se basa en conceptos inferenciales que estudiaremos 
más adelante), permite tomar decisiones muy rápidas. La estrategia consiste en dividir 
el índice de asimetría (o el de curtosis) entre su desviación típica. Si el resultado se 
encuentra entre - 2 y 2 puede asumirse que la distribución es simétrica (o mesocúrtica); 
si es mayor que 2, puede afirmarse que la distribución es asimétrica positiva (o leptocúr­
tica); y si es menor que -2, puede afirmarse que la distribución es asimétrica negati­
va (o platicúrtica). Las desviaciones típicas de los índices de asimetría y curtosis (las 
cuales, simplemente por estar referidas a estadísticos cambian el nombre de desviación 
típica por el de error típico), pueden obtenerse mediante: 
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(n-3)(n+5) 

4(n 2 -l)S2 
g, 6n(n -1) 

[4.20] 
(n +l)(n -2)(n +3) 

Estas ecuaciones ofrecen un valor de 0,077 para el error típico del índice de asimetría 
y un valor de 0,155 para el del índice de curtosis (son los mismos para las seis distri­
buciones porque todas ellas tienen 1.000 casos). 

En la distribución simétrica y mesocúrtica de la Figura 4.9 (la segunda), el cociente 
entre el índice de asimetría y su error típico vale 0,050/0,077 = 0,65; y el cociente entre 
el índice de curtosis y su error típico vale -0,087JO,155 = -0,56. Puesto que ambos va­
lores se encuentran entre - 2 y 2, confirman lo que ya sabíamos: se trata de una distri­
bución simétrica y mesocúrtica. 

En la distribuCión asimétrica y leptocúrtica de la Figura 4.9 (la cuarta), el cociente 
e~tre el índice de asimetría y su error típico vale 1,519/0,077 = 19,72; y el cociente en­
tre el índice de curtosis y su error típico vale 3,436/ O, 155=22,17. Ahora, ambos valo­
res son mucho mayores que 2 y esto permite confirmar lo que ya sabíamos: se trata de 
una distribución con una fuerte asimetría positiva y muy leptocúrtica. 

Análisis descriptivo de variables cuantitativas con SPSS 

Aunque la mayoría de los procedimientos incluyen opciones que permiten obtener los 
estadísticos descriptivos más comúnmente utilizados, hay algunos procedimientos que 
están específicamente diseñados para obtener este tipo de estadísticos. No existe, sin 
embargo, ningún procedimiento SPSS que incluya todos los estadísticos estudiados en 
este capítulo. 

El procedimiento Frecuencias, además de tablas de frecuencias y gráficos de barras 
y sectores (herramientas ya estudiadas en el capítulo anterior para describir variables 
categóricas), también permite obtener algunos de los estadísticos estudiados en este ca­
pítulo (algunos estadísticos de tendencia central como la media y la mediana; algunos 
de dispersión como la amplitud total, la varianza y la desviación típica; algunos estadís­
ticos y gráficos sobre la forma de la distribución como el índice de asimetría, el de cur­
tosis y los histogramas; y todos los estadísticos de posición o cuantiles ), pero no permite 
obtener otros muchos. 

Para poder obtener los estadísticos estudiados en este capítulo vamos a revisar los 
procedimientos Explorar y Razón centrándonos únicamente en la información descriptiva 
que ofrece cada uno de ellos. El procedimiento Explorar incluye algunas opciones no dis­
ponibles en otros procedimientos. En relación con las herramientas descriptivas, a los 
estadísticos y gráficos que ofrece el procedimiento Frecuencias añade la media recortada, 
los estimadores robustos centrales o estimadores M (Andrews, Hampel, Huber y Tukey), 
la amplitud intercuartil, el diagrama de tallo y hojas, y el diagrama de caja. Además, 
permite obtener todos estos estadísticos y gráficos para los subgrupos definidos por una 
variable categórica. 
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El procedimiento Razón ofrece dos estadísticos de dispersión que no se encuentran 
en los procedimientos Frecuencias y Explorar: el coeficiente de variación basado en la 
media y el basado en la mediana. Aunque el procedimiento Razón está diseñado para 
analizar el cociente entre dos variables, colocando en el denominador una variable cu-

. yos valore~ sean "unos" puede utilizarse para analizar variables individuales. Es~e pro­
cedimiento también permite obtener resultados para los subgrupos definidos por una 
variable categórica. 

Ejemplo. Tendencia central, dispersión y forma de Ja distribución con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo utilizar el SPSS para obtener los estadísticos y gráficos es­
tudiados en este capítulo. El análisis se basa en el archivo Datos de empleados, el cual 
puede encontrarse entre los archivos de ejemplo que se instalan con el SPSS (también 
puede descargarse de ,la página web de este manual). 

La mayor parte de los estadísticos estudiados en este capítulo pueden obtenerse con 
el procedimiento Explorar. Para los estadísticos no incluidos en Explorar utilizaremos el 
procedimiento Razón. El procedimiento Frecuencias ya lo hemos aplicado en el capítulo 
anterior y, en lo relativo a la d.7scripción de variables cuantitativas, no añade nada al 
procedimiento Explorar. Para aplicar el procedimiento Explorar: 

>- Seleccionar la opción Estadísticos descriptivos > Explorar del menú Analizar para ac­
ceder al cuadro de diálogo Explorar y trasladar la variable salario (salario actual) 
a la lista, Dependientes y la variable sexo (sexo del empleado) a la lista Factores. 

>- Pulsar el botón Estadísticos para acceder al subcuadro de diálogo Explorar: Estadís­
ticos y marcar las opciones Descriptivos (está marcada por defecjQ}, ~stimadores 
robustos centrales, Valores atípicos y Percentiles. Pulsar el botón Continuar para volver 
al cuadro de diálogo principal. 

>- Pulsar el botón Gráficos para acceder al subcuadro de diálogo Explorar: Gráficos y 
seleccionar la opción Dependientes juntas del recuadro Diagramas de caja y la opción 
Histograma del recuadro Descriptivos. Pulsar el botón Continuar para volver al cuadro 
de diálogo principal. 

Aceptando estas selecciones el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 4.8 
a 4.13 y las Figuras 4.1 O y 4.11. Ya sabemos que, para describir correctamente la varia­
ble salario actual (al igual que cualquier otra variable cuantitativa), debemos prestar 
atención a tres propiedades básicas: centro, dispersión y forma de la distribución. 

Los estadísticos que permiten identificar el centro de la distribución están reparti­
dos entre las Tablas 4.8 y 4.9. Comenzando con la distribución de los hombres, se ob­
serva que la media es el estadístico que mayor salario asigna al centro de la distribución 
(41.441,78), la media recortada al 5% asigna un valor algo inferior (39.445,87) y la me­
diana un valor sensiblemente inferior (32.850). Los estimadores M de la Tabla 4.9 osci­
lan entre 31.722,27y34.820,15, lo cual está indicando que el valor de la mediana per­
mite identificar el centro de la distribución del salario mejor de lo que lo hacen la media 
y la media recortada. 
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Los estadísticos de dispersión indican que las distancias a la media valen, en prome­
dio, 19.500 dólares (desv. típ .. = 19.499,21). Quizá este valor no permita formarse una 
idea precisa acerca del grado de dispersión existente, pero en esto puede ayudar la am­
plitud total, que toma un valor en tomo a 115.000 dólares (rango= 115.350,00). Si se, 
tiene en cuenta que el 50 % de los casos centrales se encuentra en un rango de unos 
22.500 dólares (amplitud intercuartil = 22.675,00), entonces una amplitud de 115.000 
dólares está delatando la presencia de una gran dispersión (más tarde, cuando revise­
mos los gráficos y los casos con valores más extremos habrá que matizar este resultado). 
La varianza, finalmente, toma un valor desprovisto por completo de utilidad descriptiva; 
en una distribución cuyo centro se encuentra situado no lejos de 35.000 dólares, un va­
lor de 380.219.336,30 no tiene ningún significado. 

Tabla 4.8. Estadísticos descriptivos del procedimiento Explorar 
Salario actual 

Sexo Estadístico Error tío. 
Hombre Media 41.441,78 

Media recortada al 5% 39.445,87 
Mediana 32.850,00 
Varianza 380.219.336,30 
Desv. típ. 19.499,21 . 

Mínimo 19650,00 
Máximo 135000,0 
Rango 115.350,00 
Amplitud intercuartil 22.675,00 

Asimetría 1,64 ,15 
Curtosis 2,78 ,30 

Mujer Media 26.031,92 

Media recortada al 5% 25.248,30 
Mediana 24.300,00 
Varianza 57.123.688,27 
Desv. típ. 7.558,02 
Mínimo 15750,00 
Máximo 58125,00 
Rango 42.375,00 
Amplitud intercuartil 7.012,50 
Asimetría 1,86 ,17 
Curtosis 4,64 ,33 

Tabla 4.9. Estimadores robustos centrales (estimadores M) 
Salario actual 

Estimador-M Biponder~~o Estimador-M Onda de 
Sexo de Huberª de Tuke de Hamoelc Andrewsd 
Hombre 34.820,15 31.779,76 34.020,57 31.732,27 
Mujer 24.606,10 24.015,98 24.419,25 24.005,82 

a. La constante de ponderación es 1,339. 
b. La constante de ponderación es 4,685. 
c. Las constantes de ponderación son 1,700, 3,400 y 8,500. 
d. La constante de ponderación es 1,340*pi. 
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En relación con la forma de la distribución, la Tabla 4.8 ofrece los índices de asi­
metría y curtosis con sus respectivos errores típicos. El índice de asimetría (asimetría 
= 1,64) dividido por su error típico (error típ. = 0,15) vale 10,93, lo cual significa que 
existe un elevado grado de asimetria positiva (pues 10,9 > 2); esto es algo que ya po­
dríamos haber anticipado al conocer que la media tomaba un valor sensiblemente mayor 
que la mediana. Y el índice de curtosis (curtosis = 2,78) dividido entre su error típico 
(error típ. = 0,30) vale 9,3, lo cual significa que nos encontramos ante una distribución 
leptocúrtica (9 ,3 > 2), es decir, una distribución en la que una de sus colas (ya sabemos 
que la distribución es asimétrica) concentra más casos de los que concentra la corres­
pondiente curva normal. 

En la distribución de las mujeres se observa una pauta muy similar a la que se ob­
serva en la de los de hombres, pero menos pronunciada. La media sigue siendo el esta­
dístico que mayor valor asigna al centro de la distribución (26.031,92), pero su dife­
rencia con la media recortada al 5% (25.248,30) y con la mediana (24.300,00) es mucho 
menor que la encontrada en la distribución de los hombres. También la dispersión es 
ahora menor que en el caso de los hombres (desv. típ. = 7.558,02; rango= 42.375,00), 
pero sigue tratándose de una distribución muy asimétrica (1,86/0, 17 = 10,94) y lep­
tocúrtica (4,64/0,33 = 14;1). 

De todo lo anterior cabe resumir que la variable salario en la distribución de los 
hombres tiene un centro situado en tomo a 33 .000 dólares, con mucha dispersión y fuer­
te asimetría; y, en la de las mujeres, un centro situado en tomo a 24.300 dólares, con 
menor dispersión pero también con una fuerte asimetría. Los gráficos que veremos a 
continuación, (Figuras 4.1 O y 4.11) permitirán completar esta primera impresión. 

La Tabla 4.10 ofrece algunos percentiles y los cuartos o bisagras de Tukey (si se 
desea obtener percentiles distintos de los que ofrece el procedimientomlgr¡¡r, puede 
utilizarse el procedimiento Frecuencias). Recordemos que los percentiles sirven, por un 
lado, para ubicar a cada sujeto en la posición relativa que ocupa en su grupo de referen­
cia (a modo de baremos o tablas de clasificación) y, por otro, para comparar entre sí 
puntuaciones individuales de distintos grupos o variables. ¿Qué puede decirse de un em­
pleado cuyo salario es de 24.000 dolares? Pues, si es un hombre, se trata de un emplea­
do que se encuentra por debajo del percentil 10 (P10 = 25.500 dólares); por tanto, más 
del 90% de los empleados de su mismo sexo tienen salarios mayores que el suyo. Sin 
embargo, si es una mujer, se trata de una empleada situada aproximadamente en el cen­
tro de su grupo (P50 = 24.300 dólares). Las bisagras o cuartos de Tukey coinciden con 
los cuartiles: la segunda bisagra siempre coincide con la mediana; las bisagras primera 

Tabla 4.10. Percentiles y bisagras de Tukey 
Salario actual 
~ 

Percentiles 

Sexo 5 10 25 50 75 90 95 
Hombre Promedio pond. 23.212,50 25.500,00 28.050,00 32.850,00 50.725,00 69.325,00 81.312,50 

Bisagras de Tukey 28.050,00 32.850,00 50.550,00 

Mujer Promedio pond. 16.950,00 18.660,00 21.487,50 24.300,00 28.500,00 34.890,00 40.912,50 

Bisagras de Tukey 21.525,00 24.300,00 28.500,00 
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y tercera coinciden con el primer y tercer cuartil, pero pueden diferir ligeramente (es 
muy raro encontrar informes en los que se utilicen las bisagras de Tukey en lugar de los 
cuartil es). 

La Tabla 4.11 (la tabla original se ha pivotado para adaptarla a las dimensiones de 
la página) ofrece un listado de los valores más pequeños y más grandes ( 5 de cada tipo) 
de cada grupo. Aunque el SPSS los llama atípicos, en realidad se trata de los 5 valores 
más pequeños y de los 5 más grandes; lo cual no significa que sean atípicos en el sen­
tido de anómalos o muy alejados del centro; en una distribución simétrica y platicúrtica, 
podrían ser valores cercanos al centro. Este listado sirve, en primer lugar, para detectar 
posibles errores en los datos: valores excesivamente pequeños o excesivamente grandes 
como consecuencia de, por ejemplo, haber puesto un cero de más o un cero de menos 
en el salario, aparecerán en este listado. También sirve este listado para comprobar si 
existe algún valor que, aun no siendo un error, se encuentra excesivamente alejado de 
los demás. Entre los valores más grandes del grupo de hombres se observa un valor sen­
siblemente mayor que los restantes (el caso 29 tiene un salario de 135.000 dólares; el 
segundo valor mayor es de 110.625); en el grupo de mujeres no se observa este salto. 
Tampoco se observan saltos entre los 5 valores más pequeños (ni en el grupo de hom­
bres ni en el de mujeres). Eliminar el caso 29 del análisis podría mejorar nuestra caracte­
rización del salario de los hombres, pues tanto la dispersión como la asimetría quedarian 
reducidas. 

Tabla 4.11. Valores atípicos 

Salario actual 

Sexo 1 2 3 4 5 
Hombre Mayores Número del caso 29 32 18 343 446 

Valor 135000,0 110625,0 103750,0 103500,0 100000,0 
Menores Número del caso 192 372 258 22 65 

Valor 19650,00 21300,00 21300,00 21750,00 21900,00 
Mujer Mayores Número del caso 371 348 468 240 72 

Valor 58125,00 56750,00 55750,00 54375,00 54000,00 
Menores Número del caso 378 338 411 224 90 

Valor 15750,00 15900,00 16200,00 16200,00 16200,00 

Figura 4.10. Histogramas de salario actual para hombres (izquierda) y mujeres {derecha) 
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Los histogramas de la Figura 4.1 O no hacen otra cosa que confirmar visualmente lo que 
ya nos han dicho los números. Ya sabemos que tanto el centro como la dispersión del 
salario son mayores en la distribución de los hombres que en la de las mujeres; y 
también sabemos que ambas distribuciones son muy asimétricas y leptocúrticas. Pues 
bien, los valores del eje horizontal del histograma indican que tanto el centro como la 
dispersión de las distribuciones son mayores en el caso de los hombres que en el de mu­
jeres. En relación con el centro de la distribución, el punto de equilibrio del histograma 
de los hombres se encuentra a medio camino entre 20.000 y 60.000 dólares, mientras 
que en el caso de las mujeres se encuentra mucho más cerca de 20.000 dólares. Por lo 
que se refiere a la dispersión, en la distribución de los hombres se observan muchos 
casos por encima de 60.000 dólares, con algunos llegando a sobrepasar los 100.000, 
mientras que en la de las mujeres no hay casos por encima de los 60.000. Por último, 
los histogramas también están indicando,que en ambos casos se trata de distribuciones 
muy asimétricas (asimetría positiva) y leptocúrticas12

. 

Finalmente, los diag{amas de caja de la Figura 4.11 corroboran lo que venimos ob­
servando. En primer lugar, las medianas (líneas horizontales que atraviesan las cajas) 
indican que el centro de la distribución de los hombres es mayor que el de la distribu­
ción de las mujeres. En segundo lugar, la altura de las cajas y la longitud de los bigotes 
está indicando que la distribución de los hombres es mucho más dispersa que la de las 
mujeres (a las distribuciones con dispersión similar les corresponden cajas de altura si­
milar y bigotes de longitud similar). Por último, la presencia de casos atípicos y ex­
tremos en la parte alta de la distribución (valores por encima del bigote superior) y los 
bigotes cortos en la parte baja de la distribución, están indicando que se trata, en ambos 
casos, de distribuciones con asimetría positiva. 

El procedimiento Explorar no incluye los coeficientes de variación ~b~sado en la 
media y el basado en la mediana). Para obtener estos coeficientes es necesario utilizar 

Figura 4.11. Diagramas de caja de salario actual para hombres y mujeres 
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12 La valoración del grado de asimetría y curtosis de una distribución a partir de su histograma es más fácil si al his­
tograma se le superpone una curva normal. Esto puede hacerse entrando en el Editor de gráficos (pinchando dos veces 
sobre el gráfico que se desea editar) y seleccionando la opción Mostrar curva de distribución del menú Elementos. 
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el procedimiento Razón. Ahora bien, puesto que este procedimiento está diseñado para 
trabajar con dos variables, antes de poder utilizarlo para analizar una sola variable hay 
que crear una variable cuyos valores sean todo "unos"13

• Hecho esto: 

>- Seleccionar la opción Estadísticos descriptivos > Razón del menú Analizar para ac­
ceder al cuadro de diálogo Estadísticos de la razón. 

>- Trasladar la variable salario (salario actual) al cuadro Numerador y la variable cuyos 
valores son todo "unos" (la variable que hemos creado nosotros) al cuadro Denomi­
nador (estos cuadros de selección de variables únicamente admiten variables con 
formato numérico). 

>- Trasladar al cuadro Variable de agrupación la variable sexo (sexo del empleado). 

>- Pulsar el botón Estadísticos para acceder al subcuadro de diálogo Estadísticos de la 
razón: Estadísticos y, de todas las opciones disponibles, marcar únicamente CDV cen­
trado en la media y CDV centrado en la mediana. Pulsar el botón Continuar para volver 
al cuadro de diálogo principal. 

Aceptando estas selecciones el Visor ofrece los resultados que muestra la Tabla 4.12. 
El coeficiente de variación basado (centrado) en Ja media indica que el salario de los 
hombres es, en términos relativos, más disperso (47,1 %) que el de las mujeres (29,0%). 
El coeficiente de variación basado (centrado) en la mediana indica exactamente Jo 
mismo. En esta comparación se está teniendo en cuenta el hecho de que el salario medio 
de los hombres es mayor que el de las mujeres (cosa que no se había hecho con el resto 
de estadísticos de dispersión). Puesto que el salario medio de los hombres es mayor que 
el de las mujeres, es razonable esperar que Ja dispersión de los salarios sea mayor en el 
grupo de hombres que en el de mujeres. Los coeficientes de variación indican que esa 
diferencia en las dispersiones se mantiene incluso cuando se anula el efecto de la 
diferencia entre las medias. Dado que Ja distribución del salario es asimétrica positiva, 
el coeficiente basado en Ja media es menor que el basado en la mediana14

• 

Tabla 4.12. Media de las desviaciones absolutas y coeficientes de variación 

Coeficiente de variación 
Centrado en Centrado en 

Grupo la media la mediana 
Hombre 47,1% 64,9% 
Mujer 29,0% 31,9% 
Global 49,6% 62,2% 

13 Esta variable puede crearse fácilmente mediante Ja opción Calcular del menú Transformar utilizando como expre­
sión numérica la constante l. 
14 El SPSS no calcula directamente algunos de los estadísticos incluidos en este capitulo (no tiene cuadros de diálogo 
con opciones para calcularlos). En concreto, no calcula la media winsorizada, la trimedia, la media de las desviacio­
nes y la mediana de las desviaciones. No obstante, en el caso de que interese calcular estos estadísticos, es posible ha­
cerlo utilizando la sintaxis del programa. En la página web del manual se puede encontrar un archivo con Ja sintaxis 
SPSS necesaria para obtener estos cuatro estadísticos. 
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Análisis descriptivo y exploratorio 

A lo largo de este capítulo hemos intentado enfatizar la idea de que describir correcta­
mente una variable cuantitativa requiere prestar atención a tres propiedades básicas de 
su distribución (centro, dispersión y forma) y hemos presentado las herramientas des­
criptivas más utilizadas para abordar el estudio de esas tres propiedades. Esto es, sin du­
da, la esencia del análisis descriptivo. 

Pero las herramientas descriptivas, además de ofrecer una caracterización apropia­
da de los datos, poseen una utilidad añadida. Independientemente de la complejidad de 
los datos disponibles y del procedimiento estadístico que finalmente se tenga intención 
de aplicar, una exploración ~inuciosa de los datos con herramientas descriptivas, pre­
via al inicio de cualquier otro tipo de análisis, posee importantes ventajas que un ana­
lista de datos no puede pasar por alto (ver Behrens, 1997). Una exploración descriptiva 
de los datos permite identificar, entre otras cosas, posibles errores (datos mal introduci­
dos, respuestas mal codificadas, etc.), valores atípicos (valores que se alejan demasiado 
del resto), pautas extrañas en los datos (valores que se repiten demasiado o que no apa­
recen nunca, etc.), variabilidad no esperada (demasiada concentración en tomo a deter­
minado valor, demasiados casos en una de las dos colas de la distribución), etc. 

Las influyentes obras de Tukey (1977) y Hoaglin, Mosteller y Tukey (1983) han 
llamado la atención de Ja comunidad científica sobre Jos importantes beneficios de es­
ta exploración inicial de Jos datos. Por esta razón, en este capítulo sobre análisis des­
criptivo de variables cuantitativas hemos recogido, además de los estadísticos clásicos 
diseñados para describir el centro, la dispersión y Ja forma de la distribución, algunas 
de las herramientas exploratorias (estadísticos resistentes, diagramas de tallo y hojas, 
diagramas de caja, etc.) que, además de ayudar a describir los datos;-permiten efectuar 
una exploración de Jos mismos con el objetivo no solo de describirlos, sino de detectar 
posibles anomalías. 

Apéndice 4 

Reglas del sumatorio 

Entender muchas de las fórmulas que se utilizan en estadística requiere estar familiarizado con 
el símbolo del sumatorio (:E). Este apartado describe su significado y las reglas básicas a las que 
se ajusta. 

Recordemos que las variables se representan con letras latinas mayúsculas (X, Y, Z, etc.) y 
los valores concretos que toman con letras latinas mayúsculas acompañadas de un subíndice (X;, 
Y;, Z1, etc.). El subíndice no tiene nada que ver con los valores concretos que toma Ja variable sino 
con la posición que ocupan esos valores: Y1 se refiere al valor que toma el primer elemento; Y2 

al valor que toma el segundo elemento; Yn al valor que toma el último elemento. Así, si la varia-
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ble Y toma los valores 3, 7, 9, 12 y 15, entonces: Y1 =3, Y2 =7, ... , Y5= Yn= 15. En este caso, el 
subíndice i toma los valores 1, 2, 3, 4 y 5, lo cual se representa mediante: i = 1, 2, ... , 5. Para 
sumar esos 5 valores se utiliza la expresión 

5 

LY¡ 
i=l 

Por tanto, esta expresión (que se lee "suma o sumatorio de Y") significa: 

5 

L Y; = Y1 + Y2 + Y3 + Y4 + Y5 = 3+7+9+12+15 = 46 
i=l 

Del mismo modo que el signo de la suma ( +) indica que hay que sumar dos valores, el símbolo 
del sumatorio (I:) indica que hay que sumar un determinado número de valores. Si una variable 
toma valores de 1 an (es decir, i = 1, 2, ... , n), la suma de los n valores se expresa de la siguiente 
manera: 

n 

LY; = Y1 +Y2 +Y3 +···+Y" 
f:;:l 

El subíndice y el superíndice del símbolo del sumatorio indican que hay que sumar comenzan­
do con el primer valor (i = 1) y terminando con el último (n). Cuando se quiere expresar la suma 
de todos los elementos (desde i = 1 hasta i = n) pueden eliminarse.el subíndice y el superíndice 
del sumatorio: 

n 

LY¡ = LY; 
¡,,,1 

Conocer una sencillas reglas ayuda a simplificar bastante el trabajo con el símbolo del sumatorio. 
La primera de ellas puede formularse así: el sumatorio de una constante es igual a n veces esa 
constante: 

:Le= ne 

Otra regla útil es que el sumatorio de una variable multiplicada por una constante es igual al 
producto de la constante por el sumatorio de la variable: 

Además, el sumatorio de una suma es la suma de los correspondientes sumatorios: 

Esto no ocurre con el sumatorio de un producto; en general, el sumatorio de un producto es dis­
tinto del producto de los correspondientes sumatorios: L:(Xj Y;) =F L:X; L:Y; (salvo coincidencia). 
Combinando las tres reglas anteriores se deduce, por ejemplo, que 

Y también de las reglas anteriores se deduce que 
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En general, la suma de los valores elevados al cuadrado es distinta del cuadrado de la suma de 
los valores; es decir, L:Y? =F (L:Y;)2 (salvo coincidencia). 

Cuando una variable se mide en varios grupos es necesario utilizar dos subíndices para poder 
identificar cada valor de la variable. La Tabla 4.13 puede ayudar a entender esto. Identificar la 
posición de un valor dentro de un grupo requiere utilizar, como hasta ahora, el subíndice i. Iden­
tificar a qué grupo pertern;:ce ese valor requiere utilizar un subíndice adicional; suele utilizarse 
el subíndice j. Así, la puntuación Yij se refiere a la puntuación que ocupa la posición i en el gru­
po j. Llamando J al número de grupos, el subíndice j tomará valores desde 1 hasta J; es decir, 
j = 1, 2, ... ,J. En el ejemplo de la Tabla 4.13,j = 1, 2, 3; J= 3. 

Tabla 4.13. Edades de tres grupos de sujetos 

Grupos Edades nj 

j=l 19 20 22 23 24 25 26 27 28 .9 
j=2 18 19 20 22 24 26 29 31 35 45 61 11 
j=3 18 19 20 22 24 26 29 33 35 36 41 43 12 

Posición i=l i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9 i=lO i=ll i=l2 

Cada grupo puede tener el mismo o distinto tamaño, por tanto, el subíndice i, en el primer grupo, 
tomará valores desde 1 hastan1; en el segundo grupo, desde 1 hastanú en elj-ésimo grupo (esta 
es la forma de referimos a uno cualquiera de los grupos), desde 1 hasta nj; en el último grupo, 
desde 1 hasta nJ. De acuerdo con esta notación, la suma de las puntuaciones del primer grupo 
vendrá representada por 

El subíndice i indica que hay que sumar todas las puntuaciones desde i = 1 haslifn1;-el subíndice 
j indica que esa suma hay que hacerla únicamente en el primer grupo U= 1). La suma de las 
puntuaciones del segundo grupo vendrá dada por 

"2 

:Ey;2 
i=I 

El subíndice i indica que hay que sumar todas las puntuaciones desde i = 1 hasta n2; el subíndice 
j indica que esa suma hay que hacerla únicamente en el segundo grupo U= 2). El sumatorio de 
las puntuaciones de los restantes grupos se representa siguiendo la misma lógica. Así, en el 
ejemplo de la Tabla 4.13: 

n¡ 

¿y;¡= 19+20+22+23+24+25+26+27+28 214 
i=l 

"2 
:¿ y;2 = 18+19 +20 +22 +24 +26 +29 +31 +35 +45 +61 
Jo;;l 

n, 
330 

:¿ y;3 = 18+19 +20 +22 +24 +26 +29 + 33 +35 +36 +41 +43 = 346 
i=1 

Para representar la suma de las puntuaciones de un grupo cualquiera se utiliza la expresión 
general 
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La suma de todas las puntuaciones requiere combinar dos símbolos de sumatorio: 

El sumatorio con el subíndice i indica que deben sumarse todos los valores i de cada grupo; el 
sumatorio con el subíndice j indica que deben sumarse los resultados de cada grupo. En el ejem­
plo de la Tabla 4.13, la suma de todas las puntuaciones de la tabla se expresa mediante: 

J n 

Etr;j = 214+330+346 = s90 
j=I i=I 

Métodos para el cálculo de cuantiles 

El SPSS incluye cinco métodos para el cálculo de cuantiles. El método haverage es el que se 
aplica por defecto (ver ecuaciones [4.La] y [4.Lb]). El método waverage es idéntico en todo al 
haverage excepto en un detalle: i = kn/1 OO. El método round asigna al cuantil buscado el valor 
que ocupa la posición entera más próxima a i = knll OO. El método empirical asigna el valor que 
ocupa la posición i = kn/100 cuando i es un número entero y el que ocupa la posición siguiente 
a la parte entera de i cuando i = kn/100 es un número decimal. El método aempirical asigna la 
media de Y; e Y ;,.1 cuando i = kn/100 es un número entero y el que ocupa la posición siguiente a 
la parte entera de i cuando i = kn/100 es un número decimal. 

Para aplicar estos distintos métodos de cálculo de cuantiles es necesario utilizar la sintaxis 
(desde los cuadros de diálogo solamente es posible aplicar el método haverage). Ejecutando las 
siguientes sentencias se obtienen los percentiles 5, 10, 25, 50, 75, 90 y 95 de la variable salario 
(salario actual) del archivo Datos de empleados: 

EXAMINE VAR =salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) HAVERAGE. 
EXAMINE VAR =salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) WAVERAGE. 
EXAMINE VAR =salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) ROUND. 
EXAMINE VAR =salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) EMPIRICAL. 
EXAMINE VAR =salario /PERCENTILES (5, 10, 25, 50, 75, 90, 95) AEMPIRICAL. 

La Tabla 4.14 ofrece los resultados obtenidos con cada método de cálculo. Estos resultados 
permiten apreciar el grado de parecido entre los cinco métodos. 

Tabla 4.14. Valores de algunos percentiles de la variable salario actual 

Métodos Percentiles 

de cálculo 5 10 25 50 75 90 95 

Haverage 19200 21000 24000 28875 37162 59700 70218 
Waverage 19200 21500 24000 28800 36825 59390 70000 
Round 19200 21000 24000 28800 37050 59400 70000 
Empírica! 19200 21000 24000 28800 37050 59400 70000 
Aempirical 19200 21000 24000 28875 37050 59400 70000 
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Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

4.1. El objetivo del análisis descriptivo es el de formarse una idea lo más exacta posible acerca de las 
características de un conjunto de datos. Esto se consigue prestando atención a tres propiedades 
de los datos: su centro, su dispersión y la forma de su distribución. En este ejercicio y en los dos 
siguientes vamos a intentar formarnos una idea lo más exacta posible acerca de las puntuaciones 
obtenidas al aplicar una prueba de selección (Y) a los 20 candidatos a un puesto de trabajo: 

Candidatos 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ,13 14 15 16 17 18 19 20 

y 2 7 1 o 11 13 14 15 15 16 16 17 17 17 18 18 18 18 19 19 20 

(las puntuaciones ya están ordenadas de menor a mayor para facilitar los cálculos). Se trata de 
una variable cuantitativa de la que hay que intentar formarse una idea lo más exacta posible. Para 
ello, vamos a comenzar averiguando cuál es su centro calculando: 

a. La media aritmética. 
b. La media recortada al 5%. 
c. La mediana. 
d. La trimedia. 
e. Ofrecer una estimación del centro de la variable basada en los estadísticos calculados. 

4.2. El centro de una variable no nos sirve de mucho si no va acompañado de alguna medida de dis­
persión. El grado de dispersión ayuda a precisar en qué medida el centro de la variable es un 
buen representante del resto de los valores. Con las puntuaciones de los 20 candidatos del 
ejercicio anterior, calcular: 

a. La amplitud total. 
b. La amplitud intercuartiL 
c. La varianza y la desviación típica. 
d. El coeficiente de variación basado en la media. 
e. Comentar los resultados obtenidos. 

4.3. Siguiendo con los datos del ejercicio 4.1, vamos a ocuparnos, por último, de la forma de la dis­
tribución. Es la mejor manera de detectar la presencia de asimetrías y de posibles anomalías en 
los datos. Obtener: 

4.4. 

a. El histograma (sin agrupar datos en categorías). 
b. El diagrama de caja. 
c. El índice de asimetría. 
d. El índice de curtosis. 
e. Los errores típicos de los índices de asimetría y curtosis. 
f El cociente entre los índices de asimetría y curtosis y sus respectivos errores típicos. 
g. Comentar los resultados obtenidos. 

El siguiente conjunto de puntuaciones procede de una muestra de 10 pacientes a los que se ha 
administrado la escala de depresión de Hamilton antes (Y,.,,,.,,) y después (Ydcspue,;) de recibir un 
tratamiento antidepresivo: 
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Pacientes 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Y antes 9 8 21 14 3 17 14 33 22 19 

Ydespu6> 10 2 11 6 3 10 3 15 8 12 

Calcular, en ambos momentos: 

a. La media aritmética. 
b. La desviación típica. 
c. Los tres cuartiles del momento antes. 

4.5. V amos a repasar algunas propiedades de la media aritmética utilizando los datos del ejercicio an­
terior (el lector poco familiarizado con las reglas básicas del sumatorio, puede revisar el Apén­
dice 4): 

a. Si a las puntuaciones del momento antes se les resta su media, ¿cuánto vale la suma de las 
diferencias? 

b. Si las puntuaciones del momento antes se multiplican por 1 O y a los productos resultantes se 
les suma 5, ¿cuánto vale la media de las nuevas puntuaciones? 

c. Si calculamos las diferencias entre los momentos antes y después, ¿cuánto vale la media de 
esas diferencias? 

d. Si las puntuaciones del momento después se multiplican por una constante, la media de las 
nuevas puntuaciones vale 24. ¿Cuál es esa constante? 

e. Al sumar una constante a las puntuaciones del momento después, la media de las nuevas pun­
tuaciones vale 13. ¿Qué constante se ha sumado? 

4.6. La siguiente tabla ofrece las calificaciones obtenidas por 30 estudiantes en una asignatura cual­
quiera (las calificaciones ya están ordenadas de menor a mayor para facilitar los cálculos): 

Sujetos 1 o 2º 3º 4º 5º 6º 7° 8º 9º 10º 11º 12º 13º 14º 15º 

Calificaciones 2,5 2,8 3,2 3,5 3,8 4 4,5 4,7 5 5 5 5 5,2 5,5 5,5 

Sujetos 16º 17° 18º 19° 20º 21° 22º 23° 24º 25° 26º 27° 28º 29º 30º 

Calificaciones 5,5 5,8 6 6,2 6,4 7 7,5 7,6 7,8 8 8 8,2 8,6 9 9,5 

a. Si el responsable de la asignatura decide que haya un 25% de suspensos, un 40% de apro-
hados, un 25 % de notables y un 10% de sobresalientes, ¿dónde debe colocar los puntos de 
corte? 

b. Entre qué calificaciones se encuentra el 50% de los casos centrales. 

4. 7. Un educador ha administrado en tres aulas de 4° de enseñanza secundaria una prueba de inteli­
gencia general para obtener el cociente intelectual (CI) de los estudiantes. En la siguiente tabla 
se ofrece, para cada una de las tres aulas, el cociente intelectual medio obtenido y el número de 
estudiantes: 

Aulas A B C 

Nº de estudiantes 22 30 28 

Clmedio 98 103 100 
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a. ¿Cuánto vale el CI medio de todos los estudiantes tomados juntos? 
b. Al añadir una cuarta aula con un CI medio de 105, el CI medio de todos los estudiantes ha 

subido a 102. ¿Cuántos estudiantes tiene la cuarta aula? 

4.8. Una muestra aleatoria de sujetos obtiene una media· de 60 en una variable cuyo rango de posi­
bles valores va de O a 1 OO. Si comprobamos que por encima de la puntuación ·60 se encuentra el 
60% de los sujetos: 

a. ¿Es posible saber si la distribución es simétrica o asimétrica? 
b. Si la distribución es asimétrica, ¿es asimétrica positiva o asimétrica negativa? 

4.9. La media aritmética de dos números vale 10 y uno de ellos es tres veces mayor que el otro. 
¿Cuáles son esos dos números? 

4.10. Las puntuaciones de una variable se han multiplicado por la constante 10 y a los productos re­
sultantes se les ha sumado la constante 5. Sabemos que la desviación típica de las puntuaciones 
transformadas vale 150. ¿Cuánto vale la desviación típica de las puntuaciones originales? 

4.11. Un grupo de personas obtiene una varianza de 10 en la variable X y una varianza de 20 en la 
variable Y. ¿Puede afirmarse que el grado de dispersión de la variable Y es mayor que el de la 
variable X? 

4.12. El percentil 25 de un conjunto de puntuaciones vale 12, la mediana vale 15 y el percentil 75 vale 
20. La distribución de las puntuaciones ¿es simétrica., asimétrica negativa o asimétrica positiva? 

4.13. La varianza de las puntuaciones Y= {O, 1, 3, 5, Y5, 12} vale 22. Sabiendo que el coeficiente de 
variación ba5ado en la media vale 93,81, calcular el valor de la puntuación que falta (Y

5
) y el 

percentil 25 de las 6 puntuaciones. 

4.14. En un pub escocés reza la siguiente leyenda: "Cuando un escocés emigra a Inglaterra mejora el 
cociente intelectual de los ingleses ... y el de los escoceses". ¿Es esto posible? Razonar la res­
puesta. 

4.15. Una propiedad de la media que no hemos mencionado es que la suma de las desviaciones cua­
:iráticas de la media (las desviaciones de la media elevadas al cuadrado) es menor que la suma 
de las desviaciones cuadráticas respecto de cualquier otro valor, es decir: 

L cr;.-, Y) 2 < L (Y;- c)2 (para e =f. Y) 
i 

Supongamos que una variable medida en 20 sujetos tiene una media de 1 O. Si la suma de las des­
viaciones cuadráticas de la media vale 130, ¿cuánto vale la suma de las desviaciones cuadráticas 
respecto del valor 15? 
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Puntuaciones típicas 
y curva normal 

En el recorrido que hemos qecho por las herramientas descriptivas en los dos capítulos 
anteriores hemos puesto el énfasis en tres aspectos básicos: el centro, la dispersión y la 
forma de la distribución. Pero también hemos señalado que hay otro tipo de informa­
ción que puede resultar interesante. Con variables dicotómicas, por ejemplo, hemos 
visto que la distribución de probabilidad binomial permite obtener información adicional 
muy valiosa. Pues bien, con variables cuantitativas ocurre algo parecido; en concreto, 
hay dos herramientas estadísticas que ayudan de forma importante a completar la infor­
mación que ofrecen el centro, la dispersión y la forma de la distribución. Nos estarnos 
refiriendo a un tipo particular de transformación de los datos que suele recibir el nombre 
de tipificación y a una distribución teórica de probabilidad que sirve como referente del 
comportamiento de muchas de las variables cuantitativas que suele interesar estudiar en 
el ámbito de las ciencias sociales y de la salud: la curva normal. 

Puntuaciones típicas (Z) 

Entre las tareas más habituales que tiene que abordar un analista de datos se encuentra 
la de realizar comparaciones. Estas comparaciones se suelen hacer entre grupos de pun­
tuaciones tomando algún promedio como referente para la comparación. Ahora bien, 
aunque estas comparaciones entre promedios constituyen uno de los principales objeti­
vos del análisis de datos en la fase inferencia!, en la fase descriptiva puede interesar 
realizar comparaciones, no entre promedios, sino entre puntuaciones individuales. 



136 Análisis de datos (vol. /) 

Consideremos un grupo de sujetos en el que se ha medido la altura y el peso. ¿Es 
posible comparar una altura de 175 cm con un peso de 80 kg? En principio, no, pues se 
trata de variables con diferente métrica (diferentes unidades de medida: cm y kg). De 
hecho, si la altura se midiera en metros el resultado de la comparación sería completa­
mente distinto. 

Pero ¿qué ocurre si las variables tienen la misma métrica? La Tabla 5.1 muestra las 
calificaciones de 12 sujetos en tres asignaturas: lengua, matemáticas y filosofía. Las 
calificaciones de lengua y matemáticas tienen distinto centro pero la misma dispersión. 
¿Qué puede decirse de una calificación de 4? La respuesta depende de la asignatura: en 
lengua se trata de la peor calificación; en matemáticas, de una calificación intermedia 
(coincide exactamente con la media del grupo). Por tanto, el significado de una misma 
calificación depende de la asignatura. Esto se debe a que las distribuciones de las dos 
asignaturas tienen diferente centro. 

Las calificaciones de lengua y filosofía tienen el mismo centro pero diferente dis­
persión. ¿Qué puede decirse de una calificación de 8? De nuevo la respuesta depende 
de la asignatura: en lengua se trata de la calificación más alta; en filosofía, de una ca­
lificación que tiene varias calificaciones por encima. Por tanto, también ahora el signi­
ficado de una misma calificación depende de la asignatura. Pero, esta vez, se debe a que 
las distribuciones de las dos asignaturas tienen diferente dispersión. 

Tabla 5.1. Calificaciones de un grupo de 12 estudiantes en 3 asignaturas 

Asignaturas Calificaciones (puntuaciones directas) í SY¡ 

Lengua 4,0 4,8 5,0 5,2 5,6 6,0 6,0 6,3 6,7 7,0 7,4 8,0 6,0 1,16 

Matemáticas 2,1 2,8 3,0 3,2 3,4 3,8 4,0 4,6 4,9 5,0 5,2 6,0 4,0 1,16 

Filosofía 1,8 3,5 4,5 4,5 5,0 4,8 6,0 8,0 8,2 8,2 8,5 9,0 6,0 2,33 

Estos sencillos ejemplos sirven para llamarla atención sobre una cuestión importante: 
las puntuaciones de distribuciones distintas no admiten una comparación directa a no 
ser que esas distribuciones tengan el mismo centro, la misma dispersión y la misma mé­
trica. Sin embargo, esto no significa que haya que renunciar a. comparar las puntua­
ciones que no cumplan esos tres requisitos. Es más, para abordar esta tarea dispone­
mos de dos estrategias distintas. 

La primera de ellas ya ha sido presentada en el capítulo anterior; nos referimos a 
los percentiles. Recordemos que los percentiles permiten conocer la posición relativa 
que ocupa cada puntuación dentro de su distribución tomando como base de cálculo el 
porcentaje de casos acumulados. Con esta estrategia, las puntuaciones originales o di­
rectas (cualquiera que sea su métrica) se transforman en posiciones relativas que pasan 
a tener el mismo centro (50), la misma dispersión (O - 100) y la misma métrica (unida­
des porcentuales). Por tanto, con los percentiles es posible realizar comparaciones entre 
puntuaciones de distintos grupos o variables porque la comparación se basa, no en las 
puntuaciones directas, sino en las posiciones relativas que esas puntuaciones ocupan 
en sus respectivos grupos o variables. 
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El problema de los percentiles es que únicamente aprovechan información ordinal, 
lo cual implica que son insensibles a cambios importantes en los datos. Por ejemplo, si 
la calificación 4 en matemáticas se cambia por un 1 O (un cambio importante que alte­
ra tanto el centro como la dispersión del conjunto de calificaciones), los percentiles 
correspondientes a las primeras seis calificaciones de esa asignatura no se alteran. 

Esta limitación inherente a los percentiles puede resolverse utilizando una estrate­
gia basada, no en el porcentaje de casos acumulados, sino en las distancias al centro, 
en concreto, en las distancias a la media (es decir, en las puntuaciones diferenciales o 
de desviación). Ahora bien, las distancias a la media, en bruto, no parece que ayuden 
a resolver el problema. Ciertamente permiten comparar puntuaciones directas con dis­
tinto centro pues, en las distancias, las medias quedan igualadas a cero. Pero no resuel­
ven el problema del diferente grado de dispersión (pues la calificación 8, por ejemplo, 
se encuentra a 2 puntos de la media tanto en lengua como en filosofía a pesar de que en 
lengua ocupa la posición más alta y en filosofía ocupa una posición más bien interme­
dia) ni el problema de la diferente métrica (pues las distancias a la media están expre­
sadas en la misma métrica que las puntuaciones directas: la distancia de una altura a: su 
centro sigue expresada en cm y la de un peso a su centro en kg). 

La solución pasa por transformar las distancias a la media en puntuaciones que, 
además del mismo centro (pues la media de las distancias a la media vale cero), también 
tengan la misma dispersión y la misma métrica. Pues bien, esto es justamente lo que 
hacen las puntuaciones típicas o puntuaciones Z simplemente dividiendo las distan­
cias a la media entre la desviación típica: 

Z = Y- y 
Sy 

[5.1] 

Al dividirlas entre la desviación típica, las distancias a la media quedan expresadas en 
unidades de desviación típica (en unidades de dispersión) y con ello se obtienen unas 
nuevas puntuaciones que cumplen los tres requisitos necesarios para comparar puntua­
ciones de distintos grupos o variables, es decir, se obtienen puntuaciones con el mis­
mo centro, la misma dispersión y la misma métrica. En efecto, con la tipificación se 
obtienen: 

1. Puntuaciones con el mismo centro: cualquiera que sea la media de la variable origi­
nal, la media de las nuevas puntuaciones Z vale cero, pues no son más que trans­
formaciones lineales de puntuaciones cuya media ya vale cero1 (recuérdese que la 
suma de las desviaciones de la media vale cero; ver ecuación [3.3]). Las puntua­
ciones Z positivas corresponden a puntuaciones directas mayores que la media; las 
puntuaciones Z negativas corresponden a puntuaciones directas menores que la me­
dia; a la media de las puntuaciones directas siempre le corresponde una puntuación 
Z de cero. 

1 z = _E (Y- f)/(nSy) O/(nSy) o [5.2] 
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2. Puntuaciones con la misma dispersión: cualquiera que sea el grado de dispersión 
de la variable original, la varianza y la desviación típica2 de las nuevas puntuacio­
nes Z vale uno. 

3. Puntuaciones con la misma métrica: cualquiera que sea la métrica original de la 
variable tipificada, la métrica de las nuevas puntuaciones Z cambia a unidades de 
desviación típica. Un cambio de una unidad en la nueva métrica siempre está in­
dicando un cambio de una desviación típica3

• 

Por tanto, las puntuaciones Z siempre tienen una media de cero y una desviación típica 
de uno (sin importar la métrica de las puntuaciones originales o directas). Y, aunque, 
en teoría, no tienen límite mínimo y máximo, sabemos que suelen tomar valores com­
prendidos ente -3 y 3. Independientemente de las características de la distribución ori­
ginal, las puntuaciones Z mayores que 3 o menores que - 3 suelen estar delatando casos 
atípicos (casos cuyas puntuaciones se encuentran excesivamente alejadas del centro). 

La Tabla 5.2 muestra las puntuaciones típicas correspondientes a las calificacio­
nes de la Tabla 5.1. Estas puntuaciones se han obtenido aplicando la ecuación [5.1]. 
Así, por ejemplo, a una calificación de 4 en lengua (asignatura con media= 6 y desvia­
ción típica= 1, 16) le corresponde una puntuación típica de 

4-6 
z0engua~4) = -- = -1,73 

1,16 

Retomemos ahora las preguntas formuladas al principio de este apartado. ¿Qué podemos 
decir de una calificación de 4 en lengua y en matemáticas? Sabemos que la calificación 
4 está en la parte inferior de las calificaciones de lengua y en la parte intermedia de las 
de matemáticas. Pues bien, las puntuaciones típicas reflejan correctamente estas 
posiciones relativas asignándole un valor de -1,73 en lengua y de O en matemáticas. 
Esto significa que la calificación 4 en lengua se encuentra a 1,73 desviaciones típicas 
por debajo de su media (el signo negativo indica que se trata de una puntuación menor 

Tabla 5.2. Puntuaciones típicas (Z) correspondientes a las calificaciones de la Tabla 5.1 

Asignaturas Calificaciones (puntuaciones típicas) 

Lengua -1,73 -1,04 -0,86 -0,69 -0,35 o o 0,26 0,6 0,86 1,21 1,73 

Matemáticas -1,64 -1,04 -0,87 -0,69 -0,52 -0,17 o 0,52 0,78 0,87 1,04 1,73 
Filosofia -1,80 -1,07 -0,64 -0,64 -0,43 -0,51 o 0,86 0,94 0,94 1,07 1,29 

2 si ; :Lcz-z)2 
; ¿z 2 

; :LCY-:f)2 

n - 1 n - 1 s; (n - 1) 

s2 
y ; 1 

s; [5.3] 

3 
No debe confundirse una puntuación típica (Z) con una desviación típica (Sy). Una puntuación típica igual a 1 indica 

que la correspondiente puntuación directa se aleja una desviación típica de su media Pero una puntuación típica es 
un valor individual (a cada puntuación directa le corresponde una puntuación típica), mientras que una desviación 
típica es un valor grupal (a todo el conjunto de puntuaciones Je corresponde una única desviación típica). 

.l 

Capítulo 5. Puntuaciones típicas y curva normal 139 

que su media) y que la calificación 4 en matemáticas se encuentra justamente en el cen­
tro de su distribución (pues solamente a la media le corresponde una puntuación típica 
de cero). 

Y ¿qué puede decirse de una calificación de 8 en lengua y en filosofia? La califi­
cación 8 ocupa la posición más alta en lengua y una posición media-alta en filo.sofia. 
Las correspondientes puntuaciones típicas (1, 73 en lengua y 0,86 en filosofia) reflejan 
correctamente estas posiciones relativas: aunque, en términos absolutos, la distancia de 
la calificación 8 a la media vale 2 puntos tanto en lengua como en filosofia, esa distan­
cia es, en términos relativos, el doble de grande en lengua(l,73) que en filosofia (0,86). 

De todo lo anterior cabe concluir que las puntuaciones típicas sirven para comparar 
puntuaciones individuales de distintos grupos y variables con bastante solvencia. Lo 
cual no solo permite constatar, como hemos visto, que dos puntuaciones directas iguales 
pueden ocupar posiciones relativas distintas, sino también que dos puntuaciones directas 
distintas pueden ocupar posiciones relativas iguales. Así, por ejemplo, a la calificación 
5,2 en lengua le corresponde la misma puntuación típica (-0,69) que a la calificación 
3,2 en matemáticas. Cuando se da esta circunstancia (puntuaciones directas con la mis­
ma puntuación Z), decimos que esas puntuaciones son equivalentes. 

Conviene señalar que las puntuaciones Z no son la única forma de tipificación dis­
ponible. En estadística es habitual efectuar transformaciones para poder interpretar 
correctamente los datos, es decir, es habitual relativizar las puntuaciones originales, re­
ferirlas a algo, para dotarlas de sentido. El tipo de transformación aplicada depende de 
las características de los datos y del objetivo perseguido. Cuando, más adelante, estu­
diemos estadística inferencia!, veremos que todos los procedimientos utilizados para 
realizar comparaciones y estudiar relaciones no son más que una forma de tipificación 
orientada a extraer de los datos el tipo de información que más interesa en cada caso. 

Puntuaciones típicas y percentiles 

Las dos estrategias propuestas para comparar puntuaciones entre distintos grupos o va­
riables no son necesariamente equivalentes. Si dos puntuaciones directas, una de cada 
grupo o variable, tienen el mismo percentil, las correspondientes puntuaciones típicas 
solamente serán iguales cuando la forma de las dos distribuciones sea idéntica (aunque 
el centro sea distinto). Y si la forma de las dos distribuciones no es idéntica, dos pun­
tuaciones directas, una de cada distribución, con distinto percentil pueden tener puntua­
ciones típicas iguales. 

En este sentido, es importante señalar que, aunque la transformación en puntuacio­
nes Z cambia tanto el centro como la dispersión de la variable original, la forma de la 
distribución permanece inalterada (esto no ocurre con los percentiles; la transformación 
en percentiles convierte la métrica original en ordinal -posiciones relativas-y, con ello, 
se altera por completo la forma de la distribución). Por tanto, si la distribución de la 
variable original es simétrica (o asimétrica, o leptocúrtica, etc.), la distribución de las 
correspondientes puntuaciones Z seguirá siendo simétrica (o asimétrica, o leptocúrtica, 
etc.). Esta propiedad posee importantes implicaciones cuya utilidad se comprenderá en 
los siguientes apartados. 
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Escalas derivadas 

Las puntuaciones Z poseen otra interesante utilidad. Según acabamos de ver, toda varia­
ble cuantitativa, cualquiera que sea su métrica, puede ser transformada en una nueva 
variable (puntuaciones Z) con media igual a O y desviación típica igual a 1. Pues bien, 
todo conjunto de puntuaciones Z puede, a su vez, ser transformado en un nuevo conjun­
to de puntuaciones con media y desviación típica conocidas. 

Sabemos (ver ecuación [4.4.c]) que si a una variable se le multiplica y suma una 
constante, la media queda alterada; en concreto, si X= a+ b Y, entonces X = a+ b Y. 
También sabemos (ver, en el capítulo anterior, el apartado Comparación entre esta­
dísticos de dispersión) que la desviación típica no se altera por la constante sumada 
pero sí por la multiplicada; en concreto, si X= a+ b Y, entonces S x = 1b1 Sr. En conse­
cuencia, la transformación 

T=a+bZ [5.4] 

tendrá una media T = a (pues la media de las puntuaciones Z vale cero) y una desvia­
ción típica Sr= 1b1 (pues la desviación típica de las puntuaciones Z vale uno). 

Esto significa que toda variable cuantitativa, cualquiera que sea su métrica, puede 
ser trasformada en otra variable equivalente con media y desviación típica conocidas 
(las puntuaciones transformadas son equivalentes a las originales porque a cada valor 
transformado le corresponde la misma puntuación típica que a su correspondiente valor 
origínal). 

Este tipo de transformaciones sirven para que un conjunto de puntuaciones (por 
ejemplo, las puntuaciones de un test) puedan expresarse en la métrica deseada. Supon­
gamos que las puntuaciones de un test oscilan entre 9 y 45; multiplicando las corres­
pondientes puntuaciones típicas por 20 y sumándoles 50 se obtendría una escala deri­
vada equivalente a la original con una media de 50 y un rango de puntuaciones com­
prendido entre, aproximadamente, O y 100 (lo cual suele entenderse mejor tanto por las 
personas que responden al test como por las que leen el informe de resultados). 

La transformación puede hacerse utilizando cualquier valor para a y b, pero hay 
algunos valores que suelen utilizarse más que otros. Una de las transformaciones más 
conocidas consiste en sumar a= 100 y multiplicar b = 15 para obtener la escala de CJ 
(cociente intelectual). En los ejercicios 5. l .c, 5 2.e y 5 .9 .d pueden practicarse este tipo 
de transformaciones. 

Curva normal 

Ya hemos tenido ocasión de comprobar (ver Capítulo 3) que conocer la distribución 
teórica de probabilidad de una variable permite obtener información adicional a la que 
ofrecen su centro, dispersión y forma; en concreto, permite conocer las probabilidades 
asociadas a cada posible resultado muestra!. Así, si se conocen las características po­
blacionales de una variable categórica (es decir, las frecuencias relativas asociadas a 
cada valor de la variable; por ejemplo, la proporción de fumadores), puede utilizarse 
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la distribución binomial para conocer la probabilidad concreta asociada a cada resul­
tado muestra! (por ejemplo, la probabilidad de encontrar un determinado número de 
fumadores al extraer una muestra aleatoria de tamaño n de esa población). 

Con variables cuantitativas ocurre algo parecido, pero el escenario es algo más com­
plejo porque existen múltiples distribuciones posibles derivadas de combinar el grado 
de asimetria con el de curtosis. En un intento por abarcar todas esas posibilidades, se 
han diseñado muchas distribuciones teóricas que se utilizan como modelos para repre­
sentar el comportamiento de los datos reales. 

Ahora bien, aunque las distribuciones de las variables cuantitativas pueden adoptar 
formas muy diversas, muchas de las variables que medimos tienen una forma particu­
lar: la mayoría de los valores se encuentran próximos al centro de la distribución y van 
siendo menos frecuentes a medida que va aumentando la distancia al centro. Esto es lo 
que ocurre, por ejemplo, con la variable altura representada en los histogramas de la Fi­
gura 5.1. Este histograma se parece a una distribución teórica llamada curva normal. 
En una primera aproximación, la curva normal puede concebirse como una especie de 
histograma suavizado cuyas barras se han levantado sobre intervalos infinitamente pe­
queños (ver curva superpuesta en el segundo histograma de la Figura 5.1 ). 

Figura 5.1. Histograma de la altura (izquierda) con curva normal superpuesta (derecha) 

t~O 1:0 

100 100 

40 40 

'º 
1.10 150 !60 1i0 180 190 :!00 140 150 160 !70 180 190 200 

Altura Altura 

La curva normal es, probablemente, la distribución teórica más importante en estadís­
tica. Según veremos, muchos de los procedimientos estadísticos que se utilizan asumen 
que los datos proceden de poblaciones normales. Pero, además, la curva normal sirve 
como referente para describir cómo se distribuyen muchos de los datos que recogemos, 
pues muchos de los fenómenos naturales o sociales que interesa estudiar tienen distri­
buciones empíricas que se parecen a la distribución teórica normal. La justificación de 
esta regularidad se encuentra en el teorema del límite central, que, formulado en pa­
labras, afirma lo siguiente: 

Si los datos que se recogen son debidos a la suma de cierto número de causas in­
dependientes entre sí, cada una con un efecto parcial, la distribución de los datos 
recogidos se asemejará tanto más a la curva normal cuantos más datos se recojan 
(cualquiera que sea la distribución original de esos efectos parciales y siempre que 
la desviación típica de estos efectos sea finita). 



142 Análisis de datos (vol. /) 

La importancia de la distribución normal como referente teórico del comportamiento de 
muchos de las variables que interesa estudiar obliga a describir algunas de sus caracte­
rísticas. En la Figura 5.2 están representadas dos curvas normales. Aunque una es más 
estrecha y alta que la otra, ambas se generan con la misma ecuación: 

f(Y) = __ 1_ e -(Y-µyf/(2cr~) 
cry{iñ 

[5.5] 

donde n y e son constantes conocidas ( n = 3, 1416; e= 2, 71828), y µy y cr y son, respec­
tivamente, la media y la desviación típica de la distribución. La expresiónf(Y) se deno­
mina función de densidad y permite generar la curva normal de Y asignando valores a 
µy y <Jy. 

Una vez obtenida la curva es posible calcular el tamaño del área comprendida entre 
dos puntos (o entre un punto y el extremo izquierdo o el derecho) y, de esta forma, co­
nocer la proporción de valores que se encuentran en cada porción de área. 

Para indicar que una variable se distribuye normalmente utilizaremos la siguiente 
expresión: 

y N(µy, cry) [5.6] 

Cambiando los valores de µy y cry en [5.5] se obtienen distintas curvas normales. Por 
tanto, no existe una única curva normal, sino infinitas. No obstante, todas ellas com­
parten las mismas características: 

Tienen un único máximo en µy (por tanto, son unimodales). 

Tienen forma de campana (de ahí que también sean conocidas como campanas de 
Gauss, en referencia a su forma y a uno de sus autores). Esta forma implica que los 
valores centrales son más probables (tienen mayor densidad) que los que se van 
alejando del centro. 

Figura 5.2. Ejemplos de distribuciones (curvas) normales, con sus dos parámetros (µr y crr) 
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Son simétricas respecto al eje central situado en µy. Por tanto, las diferentes medi­
das de tendencia central (media, mediana, moda, medias corregidas, etc.) coinciden. 

Son asintóticas respecto al eje de abscisas (por mucho que se extiendan, nunca lle­
gan a tocarlo), por lo que los valores mínimo y máximo del eje de abscisas son -oo 
y +oo :No obstante, sabemos que el 99,73% del área total se encuentra entre ±3cry. 

Existen dos puntos de inflexión (aparte del que se produce en µy) situados a una 
desviación típica (crr) por encima y por debajo de µy. En el punto µy- crr la curva 
pasa de ser cóncava hacia arriba a cóncava hacia abajo; en el punto µy+ µy pasa de 
ser cóncava hacia abajo a cóncava hacia arriba. 

El área total bajo la curva vale 1. Todas las puntuaciones posibles se encuentran en­
tre -oo y +oo. Por tanto, la probabilidad de encontrar valores menores que -oo 
o mayores que +oo vale cero. 

Cualquier combinación lineal de variables (es decir, cualquier suma de variables 
cada una de ellas multiplicada por una constante) normalmente distribuidas también 
se distribuye según el modelo de probabilidad normal. 

La mayor parte del trabajo con la curva normal consiste en hallar el área que queda por 
debajo o por encima de cada valor del eje de abscisas. Más concretamente, el tamaño 
relativo que cada porción de área representa respecto del área total (proporción de área). 
En este contexto, hablar de proporción de área es equivalente a hablar de probabilidad: 
en la primera curva normal de la Figura 5.2, la porción de área situada por debajo del 
valor µy repn¡senta la proporción de valores menores que µy, es decir, la probabilidad 
de encontrar valores por debajo de µy. Estas probabilidades se obtienen a partir de las 
densidades que ofrece la función [5.5]. No obstante, para evitar este tipo de cálculos, 
se han construido tablas con las probabilidades (proporciones de área baJO la curva) ya 
calculadas (ver Tabla C del Apéndice final). 

Ahora bien, estas tablas recogen las probabilidades de una curva normal muy es­
pecial llamada curva norm,al tipificada o estandarizada; es decir, una curva que tiene 
media O y desviación típica 1; lo cual se expresa mediante N(O, 1 ). Por supuesto, el he­
cho de que la distribución normal tabulada tenga media O y desviación típica 1 no es un 
problema sino, de hecho, una ventaja, pues cualquier variable cuantitativa Y puede ser 
transformada en otra variable equivalente Z con media O y desviación típica 1 sin que 
se altere la forma de su distribución (a esta transformación la hemos llamado tipificación 
y, al resultado de la tipificación, puntuaciones típicas o puntuaciones Z; ver apartado 
anterior). Es decir, 

si 
[5.7] 

entonces N(O, 1) 

Una vez que una puntuación directa ha sido transformada en puntuación típica, ya es 
posible conocer la probabilidad asociada a cada puntuación directa. La Figura 5 .3 mues­
tra la equivalencia existente entre las posiciones que ocupan las puntuaciones directas 
(gráficos de la parte superior) y las que ocupan sus correspondientes puntuaciones típi-



144 Análisis de datos (vol. 1) 

cas (gráficos de la parte inferior). En estos gráficos se puede observar que la propor­
ción de área que queda por debajo (o por encima) de una puntuación directa en una 
curva N(µy, <>r) es exactamente la misma que queda por debajo (o por encima) de su 
correspondiente puntuación típica en la curvaN(O, 1). Y, como se está asumiendo que 
proporción es equivalente a probabilidad, lo que se está afirmando es que la probabi­
lidad de encontrar valores menores (mayores) que una puntuación directa es exacta­
mente la misma que la de encontrar valores menores (mayores) que su correspondiente 
puntuación típica. Es decir, 

P(Y <Y;) = P(Z < Z;) y P(Y> Y;) = P(Z> Z;) [5.8] 

Así las cosas, para conocer la probabilidad de encontrar valores menores (o mayores) 
que una puntuación directa es necesario: ( 1) transformar esa puntuación directa en pun­
tuación típica y (2) utilizar la tabla de áreas bajo la curva normal (la Tabla C del Apén-

Figura 5.3. Correspondencia entre curvas normales: Jos gráficos de la izquierda muestran la corres­
pondencia entre Ja curva N (6, 1,5) y Ja curva N (O, 1 ); los de la derecha, Ja correspondencia entre la 
curva N(2, 0,5) y Ja curva N(O, 1) 

' ' ' 
: 1 5 : 
~' 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : ' y 1 

y 
1,5 3,0 4,5 6,0 7,5 9,0 10,5 0,5 3 

' 

' 

' 
' 

: 1 1 : 1 t ·- ·-' ' ' ' ' , , ' 
' ' ' ' 
' ' ' ' ' , , ' 
' ' ' ' 
' ' ' ' 
' ' ' ' 
' ' ' ' 
' ' ' ' 
' ' z ' ' 

-3 -2 -1 o 2 3 -3 -2 -1 o 2 
z 

3 

Capitulo 5. Puntuaciones típicas y curva normal 145 

dice final) para conocer la probabilidad buscada. En el siguiente apartado se explica 
cómo utilizar la Tabla C para encontrar estas probabilidades. 

Para calcular, por ejemplo, la proporción de área que queda por debajo de la pun­
tuación 4,5 en una distribución N(6, 1,5), comenzamos transformando esa puntuación 
directa en puntuación Z siguiendo la ecuación [5.7]: 

45-6 
Z(Y~4,5) = ~ = -1 , 

En la Figura 5.3 (izquierda) se observa que, efectivamente, a la puntuación Y= 4,5 le 
corresponde una puntuación Z = - 1. Esto significa que la puntuación 4,5 en la distribu­
ción N( 6, 1,5) ocupa la misma posición relativa que la puntuación -1 en la distribución 
N(O, 1). Y esto implica que la probabilidad de encontrar valores menores (o mayores) 
que 4,5 en su distribución es la misma que la de encontrar valores menores (o mayores) 
que - 1 en la suya. Una vez que sabemos que a la puntuación directa 4,5 le corresponde 
una puntuación típica de -1, podemos utilizar la tabla de la curva normal para averi­
guar qué proporción de área queda por debajo de una puntuación típica de -1. 

Tabla de la curva normal 

La tabla de la curva normal (Tabla C del Apéndice final) recoge la probabilidad (pro­
porción de área bajo la curva) aso.ciada a cada puntuación Z. Para leer correctamente 
la tabla hay que tener en cuenta, tal como indica el dibujo que aparece en la cabecera 
de la tabla, que los valores del interior de la tabla corresponden a probabilidades acumu­
ladas. En la primera columna de la tabla aparecen las puntuaciones Z-(de :::3,0 a 3,0) 
con un solo decimal; las cabeceras de las columnas recogen el segundo decimal. 

Según esto, el primer valor de la primera fila de la tabla indica que la puntuación 
Z= -3,00 deja por debajo de sí (acumula) una probabilidad de 0,0013. El segundo va­
lor de la tercera fila indica que la puntuación Z = - 2,81 acumula una probabilidad de 
0,0025. Etc. 

La Figura 5.4 muestra tres ejemplos con las posibilidades que pueden surgir al tra­
bajar con la tabla de la curva normal. El gráfico de la izquierda indica que la puntuación 
Z = -0,82 acumula una probabilidad de 0,2061. Puesto que se trata de una probabilidad 
acumulada, el valor se obtiene directamente de la tabla buscando la intersección entre 
la fila -0,8 y la columna 2. Este resultado se expresa de la siguiente manera4

: 

P(Z < -0,82) = F(-0,82) = 0,2061 Zo,zo61 = - 0,82 

4 En una distribución continua como la normal, la probabilidad asociada a un valor concreto es nula: P(Y= Y¡)= O. 
Esto puede comprenderse fácilmente si se tiene en cuenta que toda el área bajo la curva (que se asume que vale 1) hay 
que repartirla entre los infinitos puntos que conforman el eje de abscisas. En el reparto, a cada uno de esos infinitos 
puntos le corresponde una cantidad de área infmitamente pequeña (nula). Esto no ocurre con distribuciones discretas 
como la binomial, donde cada valor tiene asociada una probabilidad concreta. Una consecuencia de esto es que, en una 
distribución continua, los signos "<"y">" son equivalentes a los signos",;;" y";;,". Es decir, P(Z <Z

1
) = P(Zs.Z

1
) 

y P(Z>Z;) = P(Z;;,Z
1
). 
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(F= probabilidad acumulada). Siempre que una puntuación Z aparezca con una proba­
bilidad como subíndice, éste estará indicando la probabilidad que acumula esa puntua­
ción Z; cuando el subíndice no se refiera a la probabilidad acumulada se colocará entre 
paréntesis. 

El gráfico del centro indica que la puntuación Z = 1,14 deja por encima de sí una 
probabilidad de O, 1271. Este valor se obtiene restando de uno la probabilidad acumulada 
hasta 1,14. O, si se prefiere (más rápido), buscando directamente la probabilidad acu­
mulada hasta -1,14; como la curva es simétrica respecto del eje que pasa por cero, la 
probabilidad acumulada hasta - 1, 14 es idéntica a la probabilidad que queda por encima 
de 1,14: 

P(Z>l,14)=P(Z<-l,14)=0,1271 -+ Z0,1211 =-l,14 -+ Z0,8729 =1,14 

El gráfico de la derecha indica que la probabilidad comprendida entre Z = 0,25 y Z = 
1, 14 vale 0,27 42. Esta probabilidad puede obtenerse de diferentes maneras, pero la más 
directa consiste en: (1) buscar las probabilidades acumuladas correspondientes a cada 
puntuación Z y (2) restar la menor de ellas a la mayor: 

P(Z < 1,14) - P(Z < 0,25) = F(l,14)- F(0,25) = 0,8729 - 0,5987 = 0,2742 

La tabla también permite conocer cuál es la puntuación Z que acumula una determina­
da probabilidad. Para saber, por ejemplo, qué puntuación Z acumula una probabilidad 
de 0,90, se comienza buscando en los valores interiores de la tabla el valor 0,90 (si no 
existe el valor exacto, se busca el más cercano). Encontramos el valor 0,8997. La pun­
tuación Z que asigna la tabla a una probabilidad acumulada de 0,8997 es 1,28. Por tanto, 
20,90 =1,28. 

Figura 5.4. Probabilidades asociadas a algunas puntuaciones Zen una curva normal 
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La Figura 5.5 muestra la proporción de área comprendida entre algunas puntuaciones 
Z; en concreto, entre una, dos y tres desviaciones típicas por encima y por debajo de la 
media (recuérdese que las puntuaciones Ztienen media O y desviación típica 1 ). Aunque 
el eje de abscisas de una curva normal admite valores desde -oo hasta +oo, la figura 
muestra que el 99,74% de los casos está comprendido entre ±3 puntaciones típicas (o, 
lo que es lo mismo, entre ±3 desviaciones típicas). Además, en una curva normal tipi­
ficada, el 90% del área bajo la curva se encuentra entre ±1,645 puntuaciones típicas; 
el 95 %, entre ±1,96 puntuaciones típicas; el 99 %, entre ±2,575 puntuaciones típicas; 
etc. Por supuesto, las probabilidades de una curva normal también pueden obtenerse me-
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<liante un programa informático (ver más adelante, en este mismo capítulo, el apartado 
Puntuaciones típicas y curva normal con SPSS). 

Figura 5.5. Proporción de área (probabilidad) entre puntuaciones Zen una curva normal 
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Aproximación de la distribución binomial a la normal 

En el Capítulo 3 hemos estudiado la distribución binomial como referente teórico de las 
probabilidades asociadas al número de éxitos observados en un conjunto de n ensayos 
o réplicas de una variable dicotómica. Y hemos visto que la tabla que ofrece las probabi­
lidades binomiales (Tabla B del Apéndice final) tiene una utilidad algo limitada porque 
solamente incluye algunos valores den (número de ensayos) y n1 (probabilidad de éxi­
to). Para valores den o n1 distintos de los que incluye la tabla es necesario_ u!i]izar un 
programa informático (ver Capítulo 3) o la estrategia que se explica en este apartado. 

Una de las consecuencias del teorema del límite central (ver más arriba) es que la 
distribución binomial (como otras muchas) se va pareciendo más y más a la distribución 
normal a medida que el tamaño muestra! va aumentando; de hecho, la distribución nor­
mal es el límite al que tiende la binomial cuando aumentan. El grado de parecido es al­
to incluso con tamaños muestrales relativamente pequeños. Si n1 toma un valor cen­
trado (próximo a 0,5), tamaños muestrales tan pequeños como 5 permiten obtener ya 
una buena aproximación; cuanto más se aleja n1 de 0,5, mayor necesita ser el tamaño 
muestra! para que la aproximación sea buena. 

Para ayudar a entender esto, los gráficos de la Figura 5 .6 muestran diferentes distri­
buciones binomiales con sus correspondientes curvas normales superpuestas. Los tres 
gráficos de la mitad superior se han obtenido con n = 20 (el valor más grande que ofrece 
la tabla de la distribución binomial del Apéndice final); los tres de la mitad inferior, con 
n = 30. Se ha utilizado n1 =O,1 O en los dos gráficos de la izquierda, n1 = 0,30 en los dos 
del centro y n1 = 0,50 en los dos de la derecha. La altura de las barras corresponde a las 
probabilidades binomiales, es decir, a las probabilidades asociadas a O, 1, 2, 3, ... , n 
éxitos en n ensayos. La curva normal superpuesta sobre las barras da una idea del grado 
de parecido existente entre las probabilidades binomiales y las que se obtendrían utili­
zando la correspondiente curva normal. 
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Figura 5.6. Grado de parecido entre las probabilidades binomiales y las probabilidades normales con 
n=20 (mitad superior) y n=30 (mitad inferior) 
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Cuando n1 toma un valor extremo (0,10) la aproximación no es demasiado buena con 
n = 20 (particularmente con los valores más pequeños), pero mejora algo con n = 30. 
Cuando n1 toma un valor más centrado (0,30) la aproximación empieza a ser muy buena 
con n =20 (en todo el rango de valores) y es todavía mejor con n =30. Cuando n1 vale 
0,50, la aproximación es excelente tanto con n = 20 como con n = 30. Por supuesto, con 
tamaños muestrales más grandes, el grado de parecido entre ambas distribuciones es to­
davía mayor. 

Justamente este parecido entre ambas distribuciones es el que justifica que las pro­
babilidades normales puedan utilizarse en lugar de las binomiales. Ahora bien, como 
para conocer las probabilidades normales es necesario utilizar la distribución normal 
tipificada, para poder utilizar las probabilidades normales en lugar de las binomiales 
es necesario comenzar tipificando la variable binomial, es decir, tipificando la variable 
n1 ="número de éxitos en n ensayos". Para ello, sabemos que el valor esperado de n1 
es nn1 y su varianza nn1 (1 - n1) (ver ecuaciones [3.7] y [3.9]). Por tanto, cualquier va­
lor de n1 puede transformarse en puntuación Z de la siguiente manera: 

Z= [5.9] 

Ahora bien, si, de acuerdo con el ya mencionado teorema del límite central, n1 tiende 
a distribuirse N(nn1 , [mt1 (1- n1)] 112 ) conformen va aumentando, entonces, de acuer­
do con [5.7], la transformación Z propuesta en [5.9] tenderá a distribuirse N(O, 1). 
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Para terminar de precisar en qué medida las probabilidades binomiales pueden pare­
cerse a las normales falta aclarar una cuestión. Al hablar de la probabilidad de obtener 
n1 éxitos en n ensayos, se está hablando de una variable discreta. Por ejemplo, en 1 O en­
sayos puede haber O, 1, 2, etc., éxitos, pero no 4,.7 éxitos. Por tanto, cuando se utilizan 
las probabilidades normales en lugar de las binomiales, se está utilizando una distribu­
ción continua (la normal) en lugar de una distribución discreta (la binomial). Para que 
el parecido entre las probabilidades de ambas distribuciones sea aún mayor se puede 
intentar hacer que, de alguna manera, los valores discretos se conviertan en continuos. 
Esto puede conseguirse aplicando lo que se conoce como corrección por continuidad, 
que consiste en considerar que obtener 3 éxitos equivale a obtener éxitos comprendidos 
entre 2,5 y 3,5; o que obtener menos de 3 éxitos equivale a obtener menos de 2,5 éxitos; 
o que obtener más de 3 éxitos equivale a obtener más de 3,5 éxitos; etc. 

Unos sencillos cálculos pueden ayudar a valorar el grado de parecido existente en­
tre las probabilidades binomiales y las probabilidades normales. Comencemos con el 
primer gráfico de la Figura 5.6, donde n = 20 y nn1 = 0,10 (el peor de los escenarios 
propuestos). Según la distribución binomial (ver Tabla B del Apéndice final), la proba­
bilidad acumulada asociada a cada número de éxitos vale 

P(n1 :-:;; O) = F(O) 0,122 

P(n1 :-:;; 1) = F(l) 0,392 

P(n1 :-:;; 2) = F(2) 0,677 

P(n1 :-:;; 3) = F(3) 0,867 
' P(n1 :-:;;4) = F(4) 0,957 ... 

Utilizando la transformación Z y la curva normal con valor esperado n7Cj = 20(O,10) 
= 2 y desviación típica [nn¡(l - n1)]

112 = [20 (0,10) (1- 0,10)]1/2 = 1,34, se obtiene 

P(n1 :-:;; O) = P[Z :-:;; (0,5 - 2)/1,34] = P(Z :-:;; -1,12) = 0,131 

P(n1 :-:;; 1) = P[Z :-:;; (1,5 - 2)/1,34] = P(Z :-:;; -0,37) = 0,356 

P(n1 :-:;; 2) = P[Z :-:;; (2,5 - 2)/1,34] = P(Z :-:;; 0,37) 

P(n1 :-:;; 3) = P[Z :-:;; (3,5 - 2)/1,34] = P(Z :-:;; 1,12) 

P(n1 :-:;; 4) = P[Z :-:;; (4,5 - 2)/1,34] = P(Z :-:;; 1,18) 

0,644 

0,869 

0,969 ... 

El parecido entre ambas soluciones es bastante evidente (la diferencia más grande vale 
0,392- 0,356 = 0,036; es decir, 36 milésimas) a pesar de tratarse del peor de los escena­
rios propuestos en la Figura 5.6 (pues el valor n1 = 0,10 está muy alejado de 0,50). En 
cualquiera de los restantes escenarios, el parecido entre ambas soluciones es todavía 
mayor. Por ejemplo, la probabilidad de encontrar valores menores o iguales que 1 (que 
es donde se observa la diferencia de 36 milésimas ya mencionada) utilizando n = 30 en 
lugar den= 20 vale, con la solución binomial5

, 0,184; y con la solución normal, O, 181 

5 Esta probabilidad puede obtenerse en el SPSS con la opción Calcular del menú Transformar, utilizando, como ex­
presión numérica: CDF.BINOM (1,30,0.1). 
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(es decir, 3 milésimas de diferencia). Con n = 30 y n1 = O, 1 O, la diferencia mayor entre 
ambas soluciones vale 30 milésimas (se da con la probabilidad de obtener 2 éxitos o 
menos). 

Aunque lo habitual es trabajar con probabilidades acumuladas, las probabilidades 
normales también pueden utilizarse para estimar probabilidades binomiales individuales. 
Consideremos, por ejemplo, la probabilidad de obtener 4 éxitos con n = 20 y n 1 =0,30. 
La distribución binomial ofrece la siguiente solución: 

F(4)-F(3) = 0,238- 0,107 = 0,131 

La curva normal puede utilizarse para obtener una estimación de ese resultado calcu­
lando la probabilidad de obtener valores comprendidos entre 3,5 y 4,5 éxitos (que son 
los límites que corresponde utilizar de acuerdo con el criterio seguido al aplicar la co­
rrección por continuidad). Así, 

P(n1 :::; 4,5) = P[Z:::; (4,5 - 6)/2,05] = P(Z:::; -073) = 0,233 

P(n1 :::; 3,5) = P[Z:::; (3,5 - 6)/2,05] = P(Z:::; -1,22) = 0,111 

La diferencia entre ambas probabilidades vale 0,122, que es un valor bastante parecido 
al que ofrece la distribución binomial (9 milésimas de diferencia). 

De todo lo anterior cabe concluir que las probabilidades de la curva normal pueden 
utilizarse para estimar (conocer de forma aproximada) las probabilidades binomiales, 
lo cual contribuye a reforzar la idea ya mencionada de que la curva normal sirve como 
referente de muchos de los eventos que interesa estudiar. 

Puntuaciones típicas y curva normal con SPSS 

A diferencia de lo que ocurre con el procedimiento Frecuencias, que contiene opciones 
para describir tanto variables categóricas como cuantitativas (ver Capítulo 3), el proce­
dimiento Descriptivos está diseñado únicamente para variables cuantitativas. Incluye 
algunos estadísticos de tendencia central (media), de dispersión (amplitud total, varianza 
y desviación típica) y de forma (asimetría, curtosis). Aunque todos estos estadísticos 
también están incluidos en el procedimiento Frecuencias, el procedimiento Descriptivos 
añade en exclusiva una opción importante: la posibilidad de obtener puntuaciones tí­
picas (puntuaciones Z). La opción Guardar valores tipificados como variables (disponible 
en el cuadro de diálogo principal) crea en el Editor de datos una nueva variable con las 
puntuaciones típicas correspondientes a cada caso del archivo6

• 

Para utilizar el procedimiento Descriptivos: (1) seleccionar la opción Estadísticos 
descriptivos> Descriptivos del menú Analizar y (2) trasladar una o más variables a la lista 

6 
Esta nueva variable recibe, por defecto, el nombre de la variable original más el prefijo Z. Si el nombre de variable 

que resulta de añadir el prefijo Zya existe, entonces el nombre que recibe la nueva variable es ZscoOJ; si durante la 
misma sesión se tipifica una segunda variable, recibe el nombre deZsco02; y así sucesivamente hasta Zsco99 (el prefijo 
Zsco proviene de Z score). 
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Variables (la especificación mínima requerida es una variable numérica; la lista de va­
riables del archivo de datos ofrece un listado de todas las variables con formato numé­
rico; las variables con formato de cadena no están disponibles). 

Por lo que se refiere a la curva normal, el SPSS incluye varias funciones para tra­
bajar con sus probabilidades. Estas funciones se encuentran en la opción Calculc;tr del 
menú Transformar. La función CDF.NORMAL(y,m,s) calcula la probabilidad acumu­
lada hasta el valor y en una distribución normal con media m y desviación típicas. Las 
probabilidades de Ja Figura 5.4 pueden obtenerse de Ja siguiente manera: 

CDF.NORMAL(-0.82, O, 1) = 0.2061 

1 - CDF.NORMAL(l.14, O, 1) = CDF.NORMAL(-1.14, O, 1) = 0.1271 

CDF.NORMAL(l.14, O, 1) - CDF.NORMAL(0.25, O, 1) = 0.2742 

Aunque en estos tres ejemplos hemos utilizado una media de O y una desviación típica 
de 1, la función CDF.NORMAL permite elegir cualquier valor tanto para la media co­
mo para la desviación típica. Además, para trabajar con la curva normal tipificada, la 
función CDF.NORMAL(y,m,s) puede sustituirse por CDFNORM(Z). En esta ver­
sión abreviada de la función únicamente hay que indicar la puntuación Z cuya proba­
bilidad acumulada se desea conocer. 

La función IDF.NORMAL(p,m,s) devuelve el valor de la puntuación que acumu­
la una probabilidad p en una distribución normal con media m y desviación típicas. Así, 
por ejemplo, 

IDF.NORMAL(0.2061, O, 1) = -0.82 

1 - IDF.NORMAL(0.1271, O, 1) = 1.14 

Por último, la función PDF.NORMAL(y,m,s) permite obtener el valor de la función de 
densidad, es decir, la densidad que la ecuación [5.5] asigna ay en una distribución nor­
mal con media m y desviación típica s. En general, esta función tie~e poca utilidad; lo 
que suele interesar a un analista de datos es conocer la proporción de área que queda por 
debajo o por encima de cada valor del eje de abscisas. 

Debe tenerse en cuenta que el separador decimal que debe utilizarse en las expre­
siones numéricas del SPSS es el punto (como en una calculadora), no la coma (como 
se hace al escribir en español). 

Apéndice 5 

Las distribuciones binomial y normal, ya estudiadas, no son las únicas distribuciones teóricas dis­
ponibles. En los próximos capítulos tendremos ocasión de comprobar que, al trabajar con algunos 
estadísticos, es necesario recurrir a otro tipo de distribuciones. Podríamos decir que, puesto que 
las distribuciones teóricas de probabilidad son modelos que intentan representar el mundo real 
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y el mundo real es diverso, para poder dar cuenta de diferentes aspectos de la realidad es nece­
sario recurrir a diferentes modelos. 

En este apéndice se describen dos de las distribuciones de probabilidad teóricas que, junto 
con la binomial y la normal, más se utilizan al analizar datos7

: la distribución x2 y la distribución 
t. En ambos casos se trata de distribuciones teóricas (también lo son la binomial y la normal) que 
no serian objeto de nuestra atención aquí si no fuera porque están estrechamente relacionadas con 
algunos de los procedimientos estadísticos que estudiaremos. 

La distribución x2 

La distribución x2 (letra griegaji al cuadrado)8
, propuesta por Pearson en 1900, se obtiene, al 

igual que el resto de distribuciones teóricas, a partir de una ecuación matemática No obstante, 
antes de ofrecer esa ecuación vamos a intentar formarnos una idea algo más intuitiva de esta dis­
tribución. 

Supongamos que la distribución poblacional de la variable Y es normal con parámetros µY 
y cr~. Es decir, supongamos que Y~ N(µr cry)- Seleccionemos aleatoriamente una observa­
ción de esa población y calculemos su puntuación típica Z elevada al cuadrado: 

2 
cry 

Llamemos x; a esta transformación. Es decir, hagamos 

[5.1 O] 

[5.11] 

(enseguida explicaremos el significado del subíndice 1). Sigamos seleccionando una a una obser­
vaciones de la población de Y hasta obtener los valores x; = Z~ correspondientes a todos los 
posibles valores Y. ¿Qué podemos decir de estas nuevas puntuaciones Xi? Sabemos que, antes 
de ser elevadas al cuadrado, las puntuaciones Z toman valores entre -oo y +00 • Sin embargo, des­
pués de elevadas al cuadrado, todas ellas se vuelven positivas: las nuevas puntuaciones X~ to-
man valores entre O y +oo. · -

Esta transformación produce un cambio sustancial en la forma de la distribución. Las curvas 
de la Figura 5.7 pueden ayudar a entender este cambio. La curva de la izquierda indica que, en 
una distribución normal tipificada, el 68,26% de las puntuaciones Z se encuentra dentro del ran­
go (-1, 1); al elevar al cuadrado estas puntuaciones (curva de la derecha), todas ellas pasan a for­
mar parte del rango (O, 1). Del mismo modo, al elevara! cuadrado el 15,87% de las puntuaciones 
Zmenores que -1yel15,87% de las mayores que 1, todas ellas (31,74%) pasan a tomar valores 
mayores que 1. 

La consecuencia más destacable de esta transformación es que, aunque la distribución de las 
puntuaciones z (curva de la izquierda) es simétrica, la distribución de las nuevas puntuaciones x; 

7 Todas estas distribuciones están relacionadas. La distribución normal representa el limite al que tiende la binomial 
conforme n va aumentando. Y las distribuciones x2 y t se derivan, ambas, de la normal. Las distribuciones binomial, 
normal y x2 pertenecen a una familia de distribuciones llamada exponencial. 
8 Lo que aquí estamos llamando ''.ji-cuadrado" (x2) también puede encontrarse en la bibliografia estadistica en español 
con el nombre "chi-cuadrado", anglicismo innecesario e incorrecto que, sin embargo, nos veremos obligados a utilizar 
por ser el que aparece en el SPSS. 
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Figura 5.7. Distribución normal tipificada (izquierda) y distribución x2 con 1 grado de libertad (derecha) 

i(z) f(x~l 

0,6 O,q 

0,6826 

0,4 0,4 0,6826 
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0,0 z 0,0 xz 
1 

-3 -2 -1 o 2 3 o 2 3 4 5 6 7 

(curva de la derecha) es muy asimétrica.9. Esta distribución recibe el nombre de ji-cuadrado con 
J grado de libertad y se obtiene, simplemente, elevando al cuadrado las puntuaciones Z de una 
distribución normal (tal como se indica en [5.10] y [5.11]). 

Supongamos ahora que en lugar de seleccionar de la población de Y valores uno a uno, los 
seleccionamos de dos en dos (Y1 e Y,) y, al igual que en [5.11], calculamos Z1

2 a partir de Y1 y 2; 
a partir de Y2• Llamemos x; a la suma de estas dos puntuaciones típicas elevadas al cuadrado. 
Es decir, hagamos 

[5.12] 

Repitiendo el proceso con todas las posibles muestras de tamaño 2 podemos obtener la distribu­
ción de las nuevas puntuaciones x;. Todas las puntuaciones x; son, al igual que las puntuacio­
nes x;, positivas. Pero la distribución de las puntuaciones x; es menos asimétrica gue la de las 
puntuaciones x; (pues la probabilidad de encontrar valores comprendidos entre O y 1 se ha redu­
cido sustancialmente). Ahora, al sumar dos puntuaciones Z 2 que.se mueven en el rango 0-1, se 
obtienen puntuaciones dentro del rango 0-2. Del mismo modo, al sumar dos puntuaciones Z 2 con 
valores mayores que 1 se obtienen puntuaciones mayores que 2. 

La distribución resultante de esta transformación adopta la forma que muestra la Figura 5.8. 
Recibe el nombre de distribución ji-cuadrado con 2 grados de libertad y se obtiene, simplemen­
te, elevando al cuadrado y sumando dos puntuaciones típicas de una distribución normal (talco-
mo se indica en [5.12]). · 

La diferencia entre las variables x; y x; está únicamente en el número de puntuaciones 
Z 2 que contribuyen al resultado. En x; solamente hay una puntuación (Y) que puede variar li­
bremente (que puede tomar cualquiera de sus posibles valores) y aportar información nueva; por 
tanto, solamente hay un dato que contribuye a generar el resultado x;. En x; hay dos puntua-

9 Para entender bien esta curva hay que tener en cuenta que una densidad no es una probabilidad. Una densidad puede 
tomar valores mayores que uno. En una curva normal tipificada (Figura 5.7, izquierda), todas las densidades son 
menores de 0,4. Sin embargo, en la distribución ji-cuadrado con 1 grado de libertad (Figura 5.7, derecha), los valores 
ji-cuadrado menores de 0,14 tienen densidades mayores que l. Ésta es la razón por la cual la curva del dibujo no toca 
el eje vertical: habria que dibujar una curva desproporcionadamente alta y estrecha para poder representar el punto de 
aproximación. Por ejemplo, un valor ji-cuadrado de 0,01 (eje horizontal) tiene una densidad de 3,97 (eje vertical); un 
valor de 0,001 tiene una densidad de 12,61; un valor de 0,0001 tiene una densidad de 39,89; un valor de 0,00001 tiene 
una densidad de 126, 16; etc. 
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Figura 5.8. Distribución x2 con 2 grados de libertad 
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ciones independientes (Y1 e Yz) que pueden variar libremente y generar informaci?n nueva; por 
tanto, hay dos datos independientes que contribuyen a generar el resultado x;. Esta es la idea 
que se recoge en el concepto de grados de libertad en una distribución ji-cuadrado: número de 
unidades (observaciones) independientes que, variando libremente dentro de su dominio, apor­

tan información nueva. 
Los subíndices que acompañan a i indican los grados de libertad de la distribución. Por 

tanto, X~ es una variable ji-cuadrado con 1 grado de libertad; y x; 'es una variable ji-cuadrado 

con 2 grados de libertad. 
Supongamos, por último, que seleccionamos n observaciones independientes de la población 

normal de puntuaciones Y y que, con cada una de ellas, efectuamos la transformación 

[5.13] 

(con i = 1, 2, ... , n). Llamemos ln a la suma de estas n puntuaciones Z;
2

. Es decir, hagamos: 

[5.14] 

Repitiendo el proceso con todas las posibles muestras de tamaño n se puede obtener la distribu­
ción de las nuevas puntuaciones ln· No obstante, para conocer esa distribución no es necesario 
seleccionar todas las posibles muestras de tamaño n. 

Sabemos que, para un tamaño muestra! n dado, la función que asigna una densidad concreta 

a cada posible valor i viene dada por 

f(i 1 n) = 1 [i]Cn/2)-1 [e 1-r/2 
2"/2 f(n/2) 

(conY;::O y n:2:1) [5.15] 

(el término r(n /2) del denominador es una función denominada gamma; ver Winer, Brown Y 
Michels, 1991, págs. 852-856). Aunque es seguro que esta ecuación puede resultar bastante de­
sagradable para muchos lectores, debe tenerse en cuenta que no será necesario trabajar con ella 
(existen tablas y programas informáticos que facilitan enormemente el trabajo). Basta con cono­

cer algunas de sus características. 
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La función [5.15] solamente tiene un parámetro, n, el cual ya sabemos que recibe el nom­
bre de grados de libertad (recordemos que la distribución normal tiene dos parámetros: µy cr; 
y la distribución binomial otros dos: n y 11). Esto significa que la forma de la distribución de x2" 
únicamente cambia cuando cambian. El resto de elementos de la ecuación, exceptuando x:;,, son 
constantes. 

Puesto que cada valor den genera una distribución distinta, no existe una única distribución 
i, sino una familia de distribuciones i. Todas estas distribuciones son asimétricas positivas 
(particularmente con pocos grados de libertad), pero el grado de asimetría se va reduciendo con­
forme va aumentando n. 

En las distribuciones representadas en la Figura 5.9 se aprecia claramente este hecho: las 
curvas se van ensanchando, aplastando y perdiendo asimetria conforme van aumentando los gra­
dos de libertad10

• 

Dadas las características de una variable x2
, es fácil comprobar que su centro o valor espe­

rado es precisamente n (sus grados de libertad) y que su varianza es el doble de n: 

2 i-- 2 E(xn) = µ 2 = L....E(x;) = n 
Xn i (5.16] 

n 

V(x:;,) = cr
2
2 = L V(x~) = 2n 

Xn i 

De la ecuación [5.14] se deduce una interesante propiedad de las variables ji-cuadrado: la suma 
de k variables ji-cuadrado es a su vez una variable ji-cuadrado cuyos grados de libertad son el 
resultado de sumar los de las k variables sumadas; es decir, 

[5.17] 

Figura 5.9. Distribuciones x2 con 5, 10, 15, 20 y 30 grados de libertad 
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10 Si se desea compararlas curvas de laFigura5.9 con las curvas de las Figuras 5.7 y 5.8 para obtener una idea lo más 
exacta posible sobre la forma de la distribución x2

, debe tenerse en cuenta que las escalas del eje horizontal y del 
vertical de esas curvas no son las mismas. Las curvas de las Figuras 5.7 y 5.8 están dibujadas utilizando la misma an­
chura en las unidades del eje horizonciI y la misma altura en las unidades del eje vertical; por tanto, sus formas son 
comparables. Pero en las curvas de la Figura 5.9 se ha cambiado la escala de ambos ejes. Las unidades del eje vertical 
se han hecho más grandes y las del eje vertical más pequeñas para evitar tener que dibujar curvas demasiado bajas y 
demasiado anchas. 
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Tabla de la distribución x,2 

Por lo general, el trabajo con la distribución i se limita a calcular la proporción de área bajo la 
curva asociada a los valores del eje horizontal o, alternativamente, el valor concreto del eje hori­
zontal asociado a una determinada proporción de área bajo la curva. Al realizar esta tarea, se asu­
me que el área bajo la curva vale 1 y, por tanto, que hablar de proporción de área es equivalente 
a hablar de probabilidad. 

La Tabla D del Apéndice final ofrece los valores i correspondientes a algunos cuantiles. 
La primera columna de la tabla recoge los grados de libertad (gl); por tanto, cada fila de la tabla 
corresponde a una curva i distinta. Los valores del interior de la tabla son los valores i del eje 
horizontal de la curva. Para leer correctamente la tabla hay que tener en cuenta, tal como se in­
dica junto al título de la tabla, que los valores de las cabeceras de las columnas se refieren a pro­
babilidades acumuladas, es decir, a la proporción de área que queda por debajo de cada valor i. 

En la tabla, el valor icorrespondiente al cruce entre la segunda fila (gl = 2) y la octava 
columna (p = 0,95) vale 5,99. Esto significa que, en la distribución i con 2 grados de libertad, 
el valor 5,99 acumula (o sea, deja por debajo o a la izquierda) una proporción de área de tamaño 
0,95. Es decir, 

P( x; < 5,99) = F(5,99) = 0,95 

Ahora bien, si por debajo del valor 5,99 queda una proporción de área de tamaño 0,95, entonces· 
la probabilidad de encontrar valores x; menores que 5,99 vale 0,95 (esto es lo que se quiere in­
dicar al decir que proporción de área es equivalente a probabilidad). Para representar este re­
sultado utilizamos la siguiente expresión: 

x;. 0 95 = 5,99 

Los dos subíndices de i suelen colocarse separados por un punto y coma para evitar confusiones 
con la coma decimal; el primero de ellos se refiere a los grados de libertad (g/); el segundo, a la 
proporción de área que deja a la izquierda cada valor i (probabilidad acumulada): La tabla 
únicamente ofrece algunas distribuciones (hasta 30 gl) y algunos cuantiles de esas distribuciones. 
Para conocer otros valores puede utilizarse un programa informático como el SPSS. 

La distribución x,2 con SPSS 

El SPSS incluye varias funciones relacionadas con la distribución i (la cual recibe el nombre 
de chi-cuadrado; del vocablo inglés chi-square). Todas ellas se encuentran en la opción Calcular 
del menú Transformar. La función CDF.CIDSQ (x,n) calcula la probabilidad acumulada hasta 
el valor x en una distribución i con n grados de libertad. Por tanto, para calcular la probabilidad 
acumulada hasta el valor 5,99 en una distribución i con 2 grados de libertad, haremos 

CDF.CHISQ(5.99, 2) = 0.95 

Restando de 1 la expresión anterior se obtiene la probabilidad que queda por encima de 5.99. Y 
restando las expresiones correspondientes a dos valores ji-cuadrado se obtiene la probabilidad 
comprendida entre ambos. La función IDF.CIDSQ(p,n) devuelve el valor del cuantil p, es decir 
el valor de la puntuación que acumula una probabilidad p en una distribución i con n grados 
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de libertad. La siguiente expresión permite conocer el valor del cuantil 95 en una distribución i 
con 2 grados de libertad11

: 

IDF.CHISQ(0.95, 2) = 5.99 

Por último, la función PDF.CHISQ (x,n) permite obtener el valor de la función de densidad, es 
decir, el valor que la ecuación 5.15 asigna ax en una distribución i con n grados de libertad. 

La distribución t 

La distribución t, propuesta por W. S. Gosset en 1908, también es conocida como distribución 
t de Student (seudónimo con el que Gosset publicó sus trabajos). La función de densidad de esta 
distribución viene dada por 

f(t) = f[(n +1)/2] (l+t2/nfCn+1)/2 
r [n/2] {ITTc 

[5.18] 

La forma de esta función de densidad únicamente cambia cuando cambia el valor de n (para un 
determinado valor de n, todos los elementos de la ecuación son co~stantes excepto los valores 
t cuya densidad se desea conocer). El único parámetro de la función es n. Y, al igual que en la 
distribución ji-cuadrado, n representa los grados de libertad. Esto significa que no existe una 
única distribución t sino una familia de distribuciones, todas las cuales se derivan de la función 
[ 5 .18] asignando valores a t; la forma exacta de esas distribuciones depende del parámetro n (los 
grados de libertad). · 

Una rápida inspección de la función [ 5 .18] permite comprobar que a los valores t que tienen 
el mismo valor absoluto se les asigna la misma densidad (pues el valor t está eJe.vado al cuadra­
do). Además, la densidad más alta corresponde al valor t = O (pues el resultado de elevar un nú­
mero a una potencia negativa es tanto mayor cuanto más próximo a cero está el número) y va dis­
minuyendo conforme t se va alejando de cero. De estas dos consideraciones se desprende que la 
curva resultante de [5.18] es simétrica respecto de su centro (que vale cero), unimodal (la densi­
dad más alta corresponde al valor central) y con forma de campana (las densidades van dismi­
nuyendo conforme se alejan del centro). Y sabemos que, aunque su centro vale cero, su varianza 
está relacionada con los grados de libertad: 

E(t) = µ, = O 

V(t) = cr; = n/(n - 2) 
[5.19] 

(paran>2) 

Es decir, todo en la distribución tes exactamente igual que en la curva normal tipificada excepto 
la varianza ( 1 frente a ni (n - 2); ver, por ejemplo, Hogg y Craig, 1970, págs. 166-167). 

La fórmula de la varianza de t revela algo muy importante: su valor es tanto menor cuanto 
mayor es el tamaño muestra! (pues la diferencia relativa entre n y n - 2 es tanto menor cuanto 
mayor es n ). De hecho, el valor de la varianza de t se va aproximando a 1 conforme va aumentan-

11 Debe tenerse en cuenta que el separador decimal que debe utilizarse en la expresiones numéricas del SPSS es el 
punto (como en una calculadora), no la coma (como se hace al escribir en español). 
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do n; y esto significa que la curva t se va pareciendo más y más a la curva normal a medida que 

va aumentando el tamaño muestral n. tra 5 
E 1 F

. 5 1 o está representada una curva t con 2 grados de libertad (t2), o con 
n a 1gura · . . (O 1) c dos de libertad, 

d de libertad (t) y una distribución normal t1p1ficadaN , · on pocos gra 
radi~~bución tes ~go más ancha y aplastada que la normal tipificada (respecto de la normal, 
la ro orción de área es mayor en las colas y menor en el centro). Pero, ~onforme aumentan l?s 
~do; de libertad, la forma de la distribución t se va aproximando ráp1~am.ente_ a la de la dis­
tribución normal. A partir de 1 o grados de libertad (ver Figura 5.11 ), la d1stnbuc1ón t apenas se 

distingue de Ja normal tipificada. . . ¡ d" 
Existen algunas transformaciones muy utilizadas al analizar ~atos qu~ se aJus:a11 .ª ~ 1s-

tribución teórica que se deriva de la función [5.18]. Por ejemplo, s1 una_vanable Z d1str:b~1daN 
(O, l) y una variable l distribuida según ji-cuadrado con n grados de libertad, ambas m epen-

dientes, se combinan de la siguiente manera: 

z 
T=--

{Z,,/n 

[5.20] 

btiene una variable Tcuya función de densidad es la definida en [5.18]. De_ hecho, no es in­
:e~uente encontrar que para definir la distribución t, se utiliza la transformación prop~esta en 
[
5

.
20

]. Más adelante s~ discuten algunos detalles relacionados con esta transformación (ver 

Apéndice 9). 

Figura 5.1 o. Distribución normal tipificada junto con dos distribuciones t (2 y 5 grados de libertad) 

fil) 

Figura 5.11. Distribución normal tipificada junto con dos distribuciones t (10 y 20 grados de libertad) 
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Tabla de la distribución t 

Al igual que con el resto de distribuciones estudiadas, el trabajo con la distribución t suele limi­
tarse a calcular la proporción de área bajo la curva asociada a diferentes valores del eje horizontal 
o, alternativamente, a encontrar el valor concreto del ·eje horizontal asociado a una determinada 
proporción de área bajo la curva. Para esta tarea, seguimos asumiendo que toda el área bajo la 
curva vale 1 y, por tanto, que hablar de proporción de área es equivalente a hablar de probabi­
lidad. 

La Tabla E del Apéndice final ofrece algunos cuantiles de la distribución t. La primera co­
lumna de la tabla contiene los grados de libertad (gl); por tanto, cada fila de la tabla recoge una 
curva t distinta; y de cada curva t ofrece solamente algunos cuantiles (los más utilizados). Los 
valores del interior de Ja tabla son los valores t del eje horizontal. 

Para leer correctamente Ja tabla hay que tener en cuenta, tal como se indica en .el título de 
la tabla, que las cabeceras de las columnas son probabilidades acumuladas: las proporciones de 
área que quedan por debajo de los correspondientes valores del eje horizontal. 

Consultando la tabla podemos comprobar que el valor correspondiente al cruce entre la cuar­
ta fila(g/ = 5) y la octava columna (p = 0,95) vale 2,015. Este resultado indica que, en Ja distri­
bución t con 5 grados de liberu,d, el valor 2,015 acumula (deja por debajo de sí o a Ja izquierda) 
una proporción de área cuyo tamaño es 0,95: 

P(t5 < 2,015) = F(2,015) = 0,95 
) 

Por tanto, si por debajo del valor 2,015 queda una proporción de área de tamaño 0,95, entonces 
la probabilidad de encontrar, en esa distribución, valores t menores que 2,015 vale 0,95. Para 
representar este resultado utilizamos Ja expresión 

t5, 0•95 = 2,015 

El primer subíndice de t se refiere a los grados de libertad (gl); el segundo, a lliproporción de 
área que deja a la izquierda ese valor t (probabilidad acumulada). 

La tabla únicamente ofrece algunos valores de Ja distribución; en concreto los valores de 
ambas colas: del percentil 0,1 al 10 y del 90 al 99,9. Como la distribución es simétrica, se ve­
rifica 

tgl;p = -tg/; 1-p 

Así, por ejemplo, el valor que acumula una probabilidad de 0,05 en la distribución t con 5 grados 
de libertad es, cambiado de signo, el mismo que acumula una probabilidad de 0,95: 

l5;0.05 = -t5;0.95 = -2,015 

La distribución t con SPSS 

La opción Calcular del menú Transformar incluye algunas funciones relacionadas con la curva t. 
La función CDF.T (t, n) calcula la probabilidad acumulada hasta el valor ten una distribución 
con n grados de libertad. La probabilidad acumulada hasta el valor 2,015 en una distribución t 
con 5 grados de libertad vale 0,95. Para calcular esta probabilidad haremos 

CDF.T(2.015, 5) = 0.95 
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Restando de 1 la expresión anterior se obtiene la probabilidad que queda por encima de 2.015: 

1 - CDF.T(2.015, 5) = CDF.T(-2.015, 5) = 0.05 

Y restando las expresiones correspondientes a dos valores t se obtiene fa probabilidad compren­

dida entre ambos: 

CDF.T(2.015, 5) - CDF.T(-2.015, 5) = 0.90 
La función IDF.T(p, n) devuelve el valor del cuantilp, es decir, la puntuación que acumula una 
probabilidad p en una distribución t con n grados de libertad. La siguiente expresión permite co­
nocer el valor del cuantil 95 en una distribución t con 5 grados de libertad: 

IDF.T(0.95, 5) = 2.015 

Por último, la función PDF.T(t, n) permite obtener el valor de la función de densidad, es decir, 
el valor que la ecuación [ 5 .18] asigna a t en una distribución con n grados de libertad. 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

5.1. La siguiente tabla recoge las puntuaciones obtenidas al aplicar una prueba de selección (Y) a los 
20 candidatos a un puesto de trabajo (las puntuaciones están ordenadas de menor a mayor): 

Candidatos 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

y 2 7 1 o 11 13 14 15 15 16 16 17 17 17 18 18 18 18 19 19 20 

En el capítulo anterior ya hemos calculado la media (15) y la desviación típica (4,51) de estas 

puntuaciones. 

a. ¿Qué puntuación típica corresponde al quinto candidato? 
b. En una curva normal, una puntuación típica como la obtenida en el apartado anterior acumula 

una probabilidad de 0,33. ¿Ocurre eso mismo en la distribución de las puntuaciones de los 

20 candidatos? 
c. Las puntuaciones originales de la prueba de selección oscilan entre O y 20 puntos¿ Qué puede 

hacerse con estas puntuaciones para que tomen valores entre O y 100. 
d. ¿Qué tipo de transformación puede aplicarse a las puntuaciones originales para que queden 

expresadas en una escala con media 5 y desviación típica 2? 
e. ¿Cambian las puntuaciones típicas originales al aplicar la transformación del apartado 

anterior? 
f ¿Es buena idea aplicar a las puntuaciones originales (que varían entre O y 20 puntos) la 

transformación del apartado d? 

5.2. El responsable de seleccionar entre los aspirantes a un puesto de trabajo, además de la prueba de 
selección del ejercicio anterior, con media 15 y desviación típica 4,51, ha utilizado otra prueba 
en la que los sujetos han obtenido una media de 8 y una desviación típica de 3,24. 

5.3. 

5.4. 
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a. ¿Cómo se pueden combinar las puntuaciones de ambas pruebas si se quiere obtener para cada 
sujeto una puntuación final en la que ambas pruebas tengan el mismo peso? 

b. Si se considera que la primera prueba es el doble de importante que la segunda, ¿cómo se 
pueden combinar las puntuaciones de ambas pruebas para obtener una puntuación final en 
la que la primera prueba tenga el doble de peso que la segunda? 

c. Un sujeto ha obtenido una puntuación de 14 en la primera prueba y una puntuación de 9 en 
la segunda; otro sujeto ha obtenido las puntuaciones 17 y 6. Combinando ambas puntuacio­
nes de tal modo que ambas tengan el mismo peso, ¿cuál de los dos sujetos tendrá una pun­
tuación final mayor? 

d. Seguimos con los dos sujetos del apartado anterior. Combinando sus puntuaciones de tal mo­
do que la de la primera prueba tenga el doble de peso que la de la segunda, ¿cuál de los dos 
sujetos tendrá una puntuación final mayor? 

e. ¿Qué debe hacer nuestro responsable de selección para que las puntuaciones finales obtenidas 
en cualquiera de los apartados anteriores queden expresadas en una escala con media 100 y 
desviación típica 20? 

Conocemos algunas puntuaciones de un¡¡ muestra de 5 sujetos en una variable cualquiera Y. 
Sabemos que la media de los 5 sujetos vale 15 y la desviación típica 4. Y conocemos la puntua­
ción directa de uno de ellos, la puntuación diferencial de otro, la puntuación típica de otro y la 
puntuación transformadaX= 50+ 10Zyde otro. Completar la tabla. 

Sujetos y y Zr X 

11 . ( 

2 ( ) o ( 

3 ( ) ( ) 0,5 ( 

4 ( ) ( y- ( ) 45 

5 ( ) ( ) ( ) ( 

El siguiente conjunto de.puntuaciones procede de una muestra de 10 pacientes a los que se ha 
administrado la escala de depresión de Hamilton antes (Y ante,) y después ( Ydespues) de recibir un 
tratamiento antidepresivo: 

Pacientes 

9 

10 

2 

8 

2 

3 4 

21 14 

11 6 

5 

3 

3 

6 7 8 9 10 

17 14 33 22 19 

10 3 15 8 12 

Media Desv. típ. 

16 

8 

8,5 

4,37 

a. Si la puntuación di.recta de un paciente cualquiera es mayor en el momento antes que en el 
momento después, ¿también su puntuación típica será mayor en el momento antes que en el 
momento después? Después de razonar la respuesta, calcular las puntuaciones típicas del 
décimo paciente en ambos momentos. 

b. Si un paciente obtiene un puntuación típica mayor que otro en el momento antes, ¿también 
el percentil del primero será mayor que el del segundo? 

c. Si la puntuación directa de un paciente en el momento antes es mayor que su puntuación 
directa en el momento después, ¿también tendrá un percentil mayor en el momento antes que 
en el momento después? 
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s.s. 

d. Una forma habitual de valorar el cambio que experimentan los sujetos tras ~l tra~iento 
consiste en restar las puntuaciones de ambos momentos: Y.,,1e,-Ydespués· Se obtiene~ as1 un':5 
nuevas puntuaciones (Dr= diferencias) cuya magnitud y signo informan del carr:-b10 e~pen­
mentado. Si se tipifican estas diferencias, ¿las puntuaciones típicas resultantes siguen mfor-

mando del cambio experimentado? 
e. Si, en lugar de tipificar las diferencias del apartado anterior, primero se calculan las pun~ 

ciones típicas de ambos momentos (Z.,,ies y ZdespuJ Y luego se restan (Dz = Zmies - ZdespuJ, ¡,se 
sigue obteniendo información sobre el cambio experimentado enn:e ambos i:iomen:os? 

f Si se comparan las medias de los momentos antes y después se obtiene und~ d1
8
ferenc1a d;. 16 

- 8 = 8 puntos, lo cual indica que las puntuaciones han bajado, en prome '.º' pun'.os. 1 ~e 
tipifican primero las puntuaciones de ambos momentos y después se obtiene la diferencia 

entre las medias, ¿se llega a una conclusión equivalente? 

El objetivo de este ejercicio es el de familiarizarse con la tabla de la curv~ nori:ial tipificada 
(Tabla c del Apéndice final). En la mayoría de los ejercicios en l~s. que mterv1ene la curva 
normal es necesario recurrir a las probabilidades de la curva normal t1p1ficada. V amos a comen-

zar utilizando dibujos de la curva. 

a. Averiguar qué proporción de área corresponde a cada una de las zonas sombreadas en las 

siguientes distribuciones: 

n 
-0,85 

b. Averiguar qué puntuaciones típicas corresponden a las áreas marcadas en las siguientes 

distribuciones: 

llh 0,2676 o 1335 
" ' 

é' -· 
? ? ? 

0,6103 

S.6. Seguimos intentando familiarizarnos con el uso de la tabla de la curva normal tipificada, per_o 
ahora sin la ayuda de dibujos. Averiguar qué probabilidad corresponde a cada una de las s1-

guientes expresiones: 

a. P(Z <O) j. P(Z> -1,25) r. p (-0,50 < z < 0,50) 

b. P(Z<-0,50) k. P(O < Z < 0,50) s. P(-1,82 < Z < 0,50) 

P(Z< -1,82) l. P(O < Z < 2,15) t. P(-0,50 < Z < 1,82) 
c. 
d. P(Z<0,50) m. P(0,50 <Z<2,15) u. P(-1,60<Z<1,82) 

e. P(Z<l,82) n. P(l,22 < Z < 2,15) v. P(Z < -1,82) + P (Z> O) 

f P(Z> O) ñ. P(-0,50 <Z< O) w. P(Z < -1,82) + P(Z> 1,25) 

g. P(Z> 0,50) o. P(-1,60 <Z<0) x. P(Z <O)+ P(Z> 0,50) 

h. P(Z> 1,25) p. P(-l,60<Z<-0,50) y. P(Z < 0,95) + P(Z> 2,15) 

i. P(Z> -0,50) q. P(-2,15 <Z<-1,60) z. P(Z< O)+ P(Z> O) 
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·s. 7. Para terminar con este intento de familiarizarnos con el uso de la tabla de la curva normal tipi­
ficada, averiguar qué valor toma cada una de las siguientes puntuaciones típicas: 

a. Zo.0013 

b. Zo.oos2 

C- Zo,0099 

d. z 0.0250 

e. Z o.osos 

f Zo,1003 

g. Zo-2514 

h. Zo.sooo 

i. Zo.14s6 

j. z 0,8997 

k. Zo,9495 

l. Zo,91so 
m. Zo,9901 

n. Zo,994s 

ñ. Zo.9987 

S.8. Si las puntuaciones directas de cinco sujetos se transforman en puntuaciones típicas, ¿entra den­
tro de lo posible que esas puntuaciones típicas sean -2, -1, O, 1 y 2? Justificar la respuesta 

. S.9. Las puntuaciones (CI) que ofrece el W AIS (Wechsler Adult Intelligence Scale) se distribuyen 
normalmente y están transformadas para que la media valga 100 y la desviación típica 15. Esto 
supuesto: 

a. ¿Qué puntuación típica corresponde a un sujeto que obtiene una puntuación directa de 130? 
b. ¿Qué porcentaje de sujetos queda por encima de esa puntuación? 
c. ¿Entre qué puntuaciones (CI) se encuentra el 95 % de los sujetos? 
d. ¿Qué puntuación correspondería al sujeto que ha obtenido un CI de 130 en una escala con 

media 5 y desviación típica 1,5? 
e. Queremos utilizar las puntuaciones de la escala W AIS para clasificar a los sujetos en cinco 

grupos de inteligencia: muy" baja, baja, media, alta, muy alta El criterio para formar estos 
grupos es que los grupos extremos contengan el 5% de los casos y el grupo central el 50%. 
¿Qué valores (CI) deben utilizarse como puntos de corte? 

S.10. El tiempo necesario para completar un examen académico (Y) se distribuye normalmente con 
una media de 120 minutos y una desviación típica de 20 minutos. 

S.11. 

S.12. 

S.13. 

a. ¿Qué porcentaje de estudiantes cabe esperar que haya completado el examerral-cabo de dos 
horas? 

b. ¿Qué porcentaje de estudiantes cabe esperar que haya completado el examen al cabo de 100 
minutos? 

c. ¿Cuánto tiempo debe durar el examen para que le dMiempo a terminarlo al 85% de los es­
tudiantes? 

En una curva normal con media y desviación típicas desconocidas, ¿cuál es el porcentaje de 
puntuaciones que se aleja de la media más de dos desviaciones típicas? 

Un conjunto de 1.000 puntuaciones que se distribuyen normalmente. Sabemos que por debajo 
de la puntuación Y,= 147 hay 63 puntuaciones y que por encima de la puntuación Y,= 541 hay 
8 puntuaciones. ¿Cuánto valen la media y la desviación típica de esas 1.000 puntu~ciones? 

Consideremos dos distribuciones normales distintas (Y,, Y~, ambas con medias y desviaciones 
típicas desconocidas. Al seleccionar al azar dos puntuaciones, una de cada distribución: 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que ambas se encuentren entre los percentiles 25 y 75 de sus 
respectivas distribuciones? 

b. ¿Cuál es la probabilidad de que ambas sean mayores que sus respectivas medias? 
c. ¿Cuál es la probabilidad de que ambas estén situadas a más de dos desviaciones típicas por 

encima de su respectiva media? 
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5.14. En una distribución normal cuyo percentil 90 vale 40, las puntuaciones directas a las que corres­
ponden las puntuaciones típicas -1 y 1 están separadas 20 puntos. Calcular la media y la desvia-

ción típica de la distribución. 

5.15. Al encuestar a una muestra aleatoria de 50 personas, cuál es la probabilidad de que más de la 
mitad se manifieste en contra de la eutanasia si, en la población de donde procede esa muestra, 
el 40% de las personas está en contra de la eutanasia. 

5.16. Con un tratamiento convencional de la adicción al alcohol se viene obteniendo un 40% de resul­
tados positivos. Un nuevo tratamiento en fase experimental ha conseguido 25 recuperaciones 
al aplicarlo a 40 pacientes con adicción al alcohol. ¿Qué sugiere este resultado? 

5.17. Una prueba de rendimiento está formada por 30 preguntas, cada una de las cuales consta de 2 
alternativas de respuesta de las que solamente una es correcta. Teniendo en cuenta que la res­
puesta que se da a cada pregunta es independiente de la respuesta que da a las demás: 

a. Si un sujeto responde al azar a las 30 preguntas del examen, ¿cuál es el valor esperado de 
la variable n

1 
=''número de aciertos"? ¿Y la varianza? 

b. ¿Cuál es la probabilidad de acertar, por azar, más de 20 preguntas? 

5.18. Un examen de Análisis de Datos consta de 30 preguntas con 5 alternativas de respuesta de las 
que solamente una es correcta. Para seleccionar un punto de corte con el que aprobar a los es­
tudiantes se ha utilizado un criterio basado en el número de aciertos por azar. En concreto, se 
tiene intención de aprobar a los estudiantes que tengan más aciertos que los que cabe esperar 
simplemente respondiendo al azar. Para ello se ha decidido colocar el punto de corte allí donde 
obtener por azar un número de aciertos igual o mayor que ese punto tenga una probabilidad 

menor que 0,05. ¿Cuál es ese punto de corte? 

Las distribuciones muestrales 

Aunque ya hemos hablado del concepto de distribución de probabilidad, es necesario 
volver de nuevo so~re él. Su rol dentro de la estadística es lo bastante importante como 
para que todo analista de datos esté especialmente familiarizado con él. 

Recordrmos que una tabla de frecuencias contiene información sobre la forma de 
la distribución de una variable categórica (ver Capítulo 3). Más concretamente las fre­
c~:ncias relativas (proporciones) de una tabla de frecuencias indican con qué proba­
bilidad cabe esperar encontrar cada uno de los valores de la variable.- - · 

Si sabemos, por ejemplo, que el 30% de las personas de un determinado colectivo 
son fumador~, entonces sabemos que la probabilidad de que una persona aleatoria­
mente selecc10nada de esa población sea fumadora vale 0,30. En este sentido una ta­
bla de frecuencias relativas puede concebirse como una distribución de prob~bilidad 
es decir, como una distribución que contiene todos los valores de la variable junto co~ 
la probabilidad asociada a cada uno de ellos. 

. Esto mismo vale también para las variables cuantitativas. Por ejemplo, cuando se 
mide la estatura en un grupo de sujetos y con los valores obtenidos se construye un his­
togr~a (ver ~apítulo 4), estamos captanqo la forma de la distribución; y las frecuencias 
relativas asociadas a cada valor o rango de valores están indicando con qué probabilidad 
cabe esperar encontrar cada uno de ellos . 

. Ahora_ bi:n, e_n ambos casos estamos hablando de distribuciones empíricas, es 
dec1r'. ?e d1~tr1buc1ones construidas a partir de los datos observados. Pero sabemos que 
tamb1en existen distribuciones teóricas como la binomial o la normal. Es decir sabe­
mos q_ue existen distribuciones que, aunque no están generadas a partir de los dat~s sino 
a part:r_de una función matemática, son representaciones de los datos que tienen la enor­
~e u~1lid~d de ayudar a interpretarlos mejor. Algunas de estas distribuciones, llamadas 
d1stnbuc10nes muestrales, desempeñan un rol esencial en el análisis de datos. r 



166 Análisis de datos (vol. 1) 

Qué es una distribución muestra! 

Las distribuciones de probabilidad, las empíricas y las teóricas, son importantes ~o.rque 
contienen toda la información relativa a una variable. Una distribución de probab1!Idad, 
(los valores de la variable combinados con la frecuencia con !~ q~e se_ ~a cada uno de 
ellos), informa sobre el centro, la dispersión y la forma de la d1stnbuc10n; Y eso, ya lo 
sabemos es todo lo que necesitamos para caracterizar una variable. 

Lo due interesa destacar en este momento es que los estadísticos son v~ria?le~. Y 
como variables que son, tienen, al igual que cualquier otra variable, su propia d1str1~u­
ción de probabilidad. Pues bien, el término distribución muestral se refie:e ~ la ~1s­
tribución de probabilidad (o de densidad) de un estadístico. Por tanto, una d1stnbuc1ón 
muestra! puede definirse como: 

Una distribución teórica que asigna una probabilidad (o una densidad) concreta 
a cada uno de los valores que puede tomar un estadístico en todas las muestras del 
mismo tamaño que es posible extraer de una determinada población. 

El concepto de distribución muestra! desempeña un rol esencial en el análisis de datos. 
Como tal, merece una atención algo detallada. 

Un caso concreto 

Uno de los estadísticos más útiles y utilizados en el contexto de la inferencia estadística 
es ]a media aritmética: f. Y ya sabemos que, en cuanto estadístico que es, su valor con-
creto depende de la muestra concreta en la que se calcula. _ 

De una población cualquiera es posible extraer más de una muesn:a de tam_'.'no n _(en 
una población infinita es posible extraer infinitas muestras de cualquier tamano). S1 en 
cada una de esas muestras se calcula Y, podremos comprobar que no siempre toma el 
mismo valor, sino que varía de una muestra a otra. Estos posibles valores del estadístico 
Y constituyen su distribución muestra!. . . 

Veamos con un ejemplo cómo se construye la distribución muestra! del estad1st1c~ 
Y. Imaginemos una población formada por N= 5 puntuacione~:. Y;= {1, 2, 3, 4, 5!. S1 
de esa población se seleccionan aleatoriamente y con repos1c1ó~ t?das las ~0~1bles 
muestras de tamaño n = 2, se obtendrán N" = 52 = 25 muestras d1stmtas (vanac1?nes 
con repetición de N elementos tomados den en n), ~odas l~s cuales tendrán _la misma 
probabilidad de ser elegidas: 1/25 (principio de ind1fer~c1a; ver, en el Capitulo 2, el 
apartado Probabilidad). Calculando ahora el estadístico Y en cada una de esas 25 mues-
tras se obtendrán los resultados que muestra la Tabla 6.1. _ 

La Tabla ofrece las 25 muestras posibles y el valor que toma el estadístico Y en ca­
da una de ellas1

• En estos resultados pueden apreciarse diferentes cosas. Por ejemplo, 

1 
El ejemplo utilizado en este apartado es a todas luces un ej_emplo irreal ~i.n nin~n tipo_ de relaci~n con la ~:es­

tigación aplicada Sin embargo, su simplicidad le confiere la virtud de perm1tirexphcar fácilmente el 1mportant1s1mo 
concepto de distribución muestra!. 
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aunque solamente en una de las 25 muestras se obtiene el valor Y= 1, el valor Y= 2,5 
se obtiene en cuatro de ellas. Esto significa que el estadístico Y puede tomar el mismo 
valor en más de una muestra, pero también significa, y esto es lo realmente nos intere­
sa de~_acar en este momento, que, aunque las 2_5 muestras son equiprobables (pues to­
das tienen la misma probabilidad de ser elegidas), los posibles valores del estadístico 
Y no lo son: hay unos valores de Y que son más probables que otros porque unos pueden 
obtenerse en un mayor número de muestras que otros. Puede comprobarse en la tabla 
que, efectivamente, hay más muestras en las que se obtiene, por ejemplo, Y= 2,5 que 
Y= 1,5; también puede comprobarse que los valores Y= 1 e Y= 5 son los que se ob­
tienen en un menor número de muestras y que el valor Y= 3 es el que se obtiene en un 
mayor número de muestras. 

Estas consideraciones sugieren que los datos de la Tabla 6.1 pueden resumirse tal 
como se muestra en la Tabla 6.2. Esta tabla contiene los diferentes valores que puede 

Tabla 6.1. Muestras de tamaño n = 2 que es posible extraer con reposición de una población de N = 5 
elementos, valor del estadístico media (Y) en cada muestra y probabilidad asociada (f) a cada valor Y 

Muestras Valores muestrates y /(f) 

1, 1 1 1/ 25 
2 1, 2 1,5 1/ 25 
3 1, 3 2 1/25 
4 1, 4 2,5 1/ 25 
5 1, 5 3 1/ 25 
6 2, 1 1,5 1/ 25 
7 2, 2 2 1/ 25 
8 2, 3 2,5 1/ 25 
9 2, 4 3 1125 
10 2, 5 3,5 1125 
11 3, 1 2 1125 
12 3, 2 2,5 1125 
13 3, 3 3 1/ 25 
14 3, 4 3,5 1/ 25 
15 3, 5 4 1125 
16 4, 1 2,5 1125 
17 4, 2 3 1125 
18 4, 3 3,5 1125 
19 4, 4 4 1/ 25 
20 4, 5 4,5 1/ 25 
21 5, 1 3 1125 
22 5, 2 3,5 1/ 25 
23 5, 3 4 1125 
24 5, 4 4,5 1125 
25 5, 5 5 1125 
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Tabla 6.2. Distribución muestra! de la media (Y) formada a partir de los datos de la Tabla 6.1 

Nº de muestras y J(f) 
1 l/ 25 

2 1,5 2/25 

3 2 3/25 

4 2,5 4/25 

5 3 5/25 

4 3,5 4/25 

3 4 3/25 

2 4,5 2/25 

5 1/25 

tomar el estadístico Y (todos los posibles) junto con la probabilidad o frecuencia relati­
va asociada a cada uno de ellos (el número de muestras en las que puede aparecer cada 
valor dividido por el número total de muestras). Por tanto, esta tabla contiene la distri­
bución muestra! del estadístico media; más concretamente, la distribución muestra] del 
estadístico media en muestras de tamaño n = 2 extraídas de una población de N = 5 ele­

mentos. 
La distribución muestra! de la media puede obtenerse, como veremos a continua­

ción, por procedimientos puramente matemáticos, sin necesidad de tener que extraer to­
das las posibles muestras de tamaño n (cosa que, por otra parte, es impensable con una 
población infinita). Sin embargo, obtener una distribución muestra! a partir de todos sus 
posibles valores en muestras de tamaño n tiene la ventaja de ayudar a reparar en ciertos 
detalles que de otro modo podrían pasar desapercibidos. En la Tabla 6.2 puede compro­
barse, por ejemplo, que el valor de Y que tiene asociada la probabilidad más alta es 3, 
valor que, curiosamente, coincide con la media de la población: 

µy= (1 +2+3 +4+5)/5 = 3 

También puede comprobarse, por ejemplo, que la distribución tiene forma simétrica 
(con el centro en el valor 3); y que los valores más alejados del centro son los que tienen 
asociadas probabilidades más pequeñas. 

Continuando con nuestra aproximación intuitiva al concepto de distribución mues­
tra! hemos elaborado el gráfico que muestra la Figura 6.1. Este gráfico ilustra cómo se 
llega a la distribución muestra! del estadístico Y seleccionando todas las posibles mues­
tras de tamaño 2 de una población de 5 elementos equiprobables y calculando el estadís­
tico Y en cada una de ellas. El gráfico también ilustra un hecho peculiar: la forma de la 
distribución muestral del estadístico Y no se parece a la de la distribución poblacional 
de la variable Y: aunque ésta es uniforme (los 5 elementos poblacionales son equipro­
bables ), la distribución muestra! de Y tiene forma de campana (se parece a una distribu­

ción normal). 
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Fig~ra 6.1. Procedimiento seguido ~ara obtener la dist:ibución muestra! del estadístico media (Y) a 
partir de todas las .muestras de !amano n = 2 que es posible extraer, con reposición, de una población 
formada por los numeras 1, 2, 3, 4 y 5 (figura adaptada de Kírk, 1978, pág. 205) 

f(Y) 
Muestra 1 

In y 
1 2 3 4, 5 

J(f) 

5125 

4/25 

3/25 

2/25 

1/25 

o 

Distnbución poblacionalde Y; { µ: = 
3 

O"y = 2 
f(Y) 

1/51 J.IJIJI 
2 3 4 5 

y 

Se extraen todas las posibles muestras de tamaño n =2 

f(Y) 
Muestra2 

f(Y) 
Muestra3 

lrn. . y lo o y 
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

En cada muestra se calcula el estadístico Y 

Distnbución muestraldel estadístico f 

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 

f(Y) 
Muestra25 

1. 1 ' ºy 2 3 4 5 
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Otro caso concreto 

Lo que acabamos de hacer con el estadístico Y puede hacerse con cualquier otro esta­
dístico: cualquier otro estadístico que decidamos calcular tomará diferentes valores en 
las diferentes muestras de tamaño n que puedan extraerse de una población y eso permi­
tirá determinar su distribución de probabilidad, es decir, su distribución muestra!. 

Consideremos ahora una población de N = 1 O personas formada por 6 hombres y 
4 mujeres, y extraigamos de ella aleatoriamente y con reposición muestras de tamaño 
n = 3. Como el muestreo realizado es con reposición, el primer elemento muestra! puede 
ser cualquiera de los 1 O posibles; el segundo, también cualquiera de los 1 O posibles; y 
el tercero, también cualquiera de los 1 O posibles. Por tanto, aplicando el principio fun­
damental de la combinatoria (ver Apéndice 1), el número de muestras posibles será de 
1 O x 1 O x 1 O = 1.000 (es decir, variaciones con repetición de 1 O elementos tomados de 
3 en 3: N" = 103 =1.000). Estas 1.000 muestras posibles son las que recoge la Tabla 6.3. 

En este nuevo escenario ya no es posible definir el estadístico media (Y) pues no 
tiene sentido calcular la media de HHH, o de HHM. Pero sí se puede definir, por ejem­
plo, el estadístico nH ="número de hombres en la muestra". Dependiendo de la muestra 
elegida, puede ocurrir que no haya ningún hombre, que haya uno, que haya dos o que 
los tres sean hombres; por tanto, en una muestra cualquiera de las 1.000 posibles, nH 
puede tomar los valores O, 1, 2 o 3. La Tabla 6.3 recoge estos valores. 

También es posible definir otro estadístico estrechamente relacionado con nH, en 
concreto: P H ="proporción de hombres en la muestra". Los valores de P H dependen de 

Tabla 6.3. Muestras de tamaño n = 3 que es posible extraer con reposición de una población 
de N = 1 O personas de las que 6 son hombres y 4 son mujeres (H = hombre, M = mujer) 

1 a 2ª 3ª Nºde Nºde Proporción de 
extracción extracción extracción muestras2 hombres (nH) hombres (PH) 

H H H 216 3 3/3 
H H M 144 2 2/3 
H M H 144 2 2/3 
M H H 144 2 2/3 
H M M 96 1/3 
M H M 96 1/3 
M M H 96 1/3 
M M M 64 o 013 

1000 

2 Los resultados de Ja columna "número de muestras" pueden obtenerse fácilmente aplicando el teorema fundamental 
de la combinatoria (ver Apéndice 2). Así, por ejemplo, en la muestra formada por un hombre, una mujer y otro hom­
bre (HMH), tendremos que el primer suceso (H) puede ocurrir de 6 maneras (pues hay 6 hombres en la población); 
el segundo suceso (M) puede ocurrir de 4 maneras (pues hay 4 mujeres en la población); y el tercer suceso (H) puede 
ocurrir de 6 maneras (pues hay 6 hombres en la población y el muestreo es con reposición). Por tanto, los tres su­
cesos juntos pueden ocurrir de 6 x 4 x 6 = 144 maneras. 
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los que tome nH, pues PH no es más que una transformación de nH. La Tabla 6.3 tam­
bién muestra los posibles valores de P H· 

Hemos definido dos estadísticos (nH y PH), pero todavía no hemos definido ningu­
na distribución muestraL Para ello es necesariq asociar a cada valor de nH o de PH su 
correspon¡:liente probabilidad (frecuencia relativa). Y la Tabla 6.3 contiene toda la in­
formación necesaria para hacerlo. Con esa información se han construido las distri­
buciones muestrales que ofrece la Tabla 6.4. La columnaf(nH) = f(PH) contiene las 
probabilidades (frecuencias relativas) asociadas a los estadísticos nH y Pg, respectiva­
mente. Así, por ejemplo, en la Tabla 6.3 hay 3(144) = 432 muestras en las que el nú­
mero de hombres es 2. Esto está reflejado en la Tabla 6.4 en el hecho de que la probabi­
lidad de que nH tome el valor 2 o P H el valor 2/3 vale 432/1.000 = 0,432. Obviamente, 
f(nH) = f(PH) porque hablar de la probabilidad de que en una muestra de 3 personas 
aparezcan nH = 2 hombres es exactamente lo mismo que hablar de la probabilidad de 
que, en esa misma muestra, la proporción de hombres seaPH = 2/3. 

En el apartado anterior hemos comprobado que el valor más probable del estadísti­
co media (Y), es decir, su valo_r esperado, coincidía con su correspondiente parámetro 
(µy). Con el estadístico proporción ocurre lo mismo (en realidad, una proporción no es 
otra cosa que una media). Recordemos que la población está formada por 1 O personas 
de las que 6 son hombres .. Por tanto, la proporción de hombres en esa población vale 
nH = 611 O = 0,6. Pues bien, en la distribución muestra! de P H (ver Tabla 6.4) ocurre 
que el valor esperado del estadístico P H es justamente el parámetro nH: 

E(PH) =¡ LfHf(PH) = (0/3)0,064+(1/3)0,288+(2/3)0,432+(3/3)0,216 = 0,60 

De nuevo puede constatarse que una distribución muestra! contiene la probabilidad 
asociada a cada uno de los valores que puede tomar un estadístico en todaS las posi­
bles muestras de tamaño n. Así, por ejemplo, si de una población formada por 1 O perso­
nas, 6 hombres y 4 mujeres, extraemos aleatoriamente una muestra de tamaño 3, sabe­
mos que lo más probable (0,432) es que la proporción de hombres en esa muestra valga 
P H = 2/3 = 0,67 (o, lo que es lo mismó, nH = 2). También sabemos, por ejemplo, que 
es muy poco probable (0,064) que ninguna de las tres personas elegidas sea un hombre 
(nH = PH =O). Etcétera. 

Tabla 6.4. Distribución muestral de los estadísticos nH ="número de hombres" 
y PH= "proporción de hombres" obtenida a partir de los datos de la Tabla 6.3 

nH PH f(nH) = f(P H) 

o 013 6411.000 = 0,064 

1 1/3 228 / 1.000 = 0,228 

2 2/3 432/1.000 = 0,432 

3 3/3 216/1.000 = 0,216 
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El caso general 

Con poblaciones y muestras pequeñas como las de los dos ejemplos propuestos resul­
ta relativamente sencillo obtener la distribución muestra! de un estadístico. Pero las po­
blaciones con las que habitualmente se trabaja no son, ni mucho menos, tan pequeñas 
como las de estos dos ejemplos. Más bien al contrario, las poblaciones que interesa 
estudiar suelen ser grandes y, en ocasiones, infinitas. Y esto significa que, para obtener 
la distribución muestra! de un estadístico, no siempre resulta posible extraer todas las 
posibles muestras de tamaño n. 

Sin embargo, el concepto de distribución muestra! sigue siendo el mismo cualquiera 
que sea el tamaño de la población y el de la muestra. En una población infinita, la dis­
tribución muestra! de, por ejemplo, el estadístico Y, sigue siendo la distribución de los 
posibles valores Y obtenidos en las infinita5 muestras de tamaño n. Por supuesto, no es 
posible extraer las infinitas muestras de tamaño n de una población infinita, pero eso no 
significa que haya que renunciar a conocer la distribución muestra! de un estadísticÓ. 
Existen procedimientos matemáticos capaces de captar con precisión las características 
de una distribución muestra!. 

Sabemos que una distribución muestra! es la distribución de probabilidad de un es­
tadístico. También sabemos que un estadístico es una variable aleatoria. Por tanto, la 
distribución muestra! de un estadístico puede quedar caracterizada del mismo modo que 
la distribución de cualquier variable aleatoria, a saber, haciendo explícitos su centro, su 
dispersión y suforma. 

En el contexto de las distribuciones muestrales, el centro habitualmente utilizado 
es la media o valor esperado; para cuantificar la dispersión suele utilizarse la varianza 
(o su raíz cuadrada, la desviación típica, la cual cambia de nombre cuando se refiere a 
un estadístico pasando a llamarse error típico; por ejemplo, a la desviación típica del 
estadístico media se le llama error típico de la media); y para determinar la forma de 
la distribución se recurre a distribuciones teóricas como la binomial o la normal (ya 
estudiadas) y a otras derivadas de ellas que estudiaremos en su momento. 

Aunque más adelante estudiaremos algunas de las distribuciones muestrales más 
utilizadas, de momento nos vamos a centrar en dos de ellas para terminar de afianzar el 
concepto. En concreto, vamos a estudiar las distribuciones muestrales de los estadísti­
cos media y proporción, es decir, las distribuciones muestrales de los dos estadísticos 
que hemos utilizado en los apartados anteriores para ofrecer una aproximación intui­
tiva al concepto de distribución muestra!. 

Distribución muestra! del estadístico media 

Acabamos de ver cómo llegar a conocer la distribución muestra! de la media a partir 
de todas las muestras de tamaño n que es posible extraer de una determinada pobla­
ción. Sin embargo, la distribución muestra! de la media también puede conocerse sin 
necesidad de extraer una sola muestra. Sabemos que la media aritmética de n observa­
ciones independientes es, por definición, 
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A partir de esta f~rmula es fácil deduc~ (ver Apéndice 6, al final del capítulo) el valor 
esperado y la vananza del estadístico Y: · 

E(Y) 

V(Y) -> 

[6.1] 

P.~r tanto, el. centro de la distribución muestra! de Y es el mismo que el de la distribu­
c10n p~blac10nal d~ !·.Y la varianza de la distribución muestra! de y es Ja varianza 
poblac1onal de Y d1v1d1da por el tamaño de la muestra3• 

Además, si las variables Yi, Y2, ••• , Yn de las que se obtiene y se distribuyen nor­
mal~~nte con parámetros µY Y cry, entonces la forma de la distribución muestra! de y 
tamb1en es normal con parámetros µy y cr¡, lo cual representamos mediante 

[6.2] 

; todavía más. De acuerd~ con el teorema del_límite central (ver, en el Capítulo 5, el 
partad~ C~rv~ normal), s~ Yi, Y2, ••• , Yn son vanables aleatorias independientes e igual-

mente d1stnbmdas ( cualqmera que sea esa distribución) con parámetros µ y cr b 
fi "t 1 d" . . . - . Y y, am os ' 

rn o~, a 1stnbuc10n muestra! de Y tiende a !a normalidad, con parámetros µ y cr-, 
a medida que n va aumentando4• Y Y 

-~ora bien, si· Yes una variable aleatoria que, bajo las mencionadas circunstancias, 
se d1stnb~ye n~rmalmente, entonces, bajo esas mismas circunstancias,~.a-transformación 
de la v~n~~le _Y_en ?untuaciones Z se distribuirá norm.almente con media igual a cero 
Y desv1ac10n t1p1ca igual a uno (ver Capítulo 5), es deeir, 

N(O, 1) [6.3] 

Esto significa que es posible utilizar la transformación Zy la distribución normal tipi­
ficada (ver Tabla C del Apéndice final) para conocer las probabilidades concretas aso-

3 
C?n muestr~o ale~tor~o si~ reposición en pobl~ción finita se puede seguir asumiendo que las variables y

1
, Y,, ... , 

Y, tienen Ian:i~r;ia distribución,.pero ya no es posible asumir que son independientes (como Jo serían si el muestreo 
es con ref!~sicion). Co~ P?bla~1ones pequeñas, esto tiene sus consecuencias sobre la varianza (y, por tanto, sobre 
el error tip1co) de la distribu?ión muestra! de la media, que pasa a ser cr} = (cr~/n)[(N-n)/(N-1)], donde N se 
refiere al tamaño de la población y n al de la muestra (ver Amón 1984 págs ?21 2?2) Lóg' t d'd N ' ' · - - - . icamen e, a me 1 a que 
b vaya aumentando, e! término corrector (N - n) / (N - I) irá tendiendo a 1, de manera que, si la población es lo 

astante grande, la vananza resultante de muestrear sin reposición una población finita será prácticamente idéntica 
a la resultante de muestrear con reposición. 
4 L . . 

a aprox1ma?ió~ ~s muy ráp.ida_ (tan_i:mos :n~estra!es pequeños) si la distribución original no es muy asimétrica. 
Cuanto más as1met;Jca es la d_istribuc10n ongmal, mayor necesita ser el tamaño muestra! para que Ja distribución 
muestra] de la media se aproxune a la normal. 
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ciadas a cada uno de los diferentes valores del estadístico Y en su distribución mues­

tral. 
Es importante no confundir la distribución original de la variable Y con la distribu-

ción muestra! del estadístico Y. Si la variable Y se distribuye normalmente con valor 
esperado µy y desviación típica cry (ver Figura 6.2, curva de la izquierda), entonces el 
estadístico Y se distribuye normalmente con el mismo valor esperado, µY' pero con dife­
rente desviación típica(errortípico): cry= cry/{ñ (ver Figura6.2, curva de la derecha). 
En Ja Figura 6.2 puede apreciarse que Ja distribución original de Ja variable Y (curva de 
Ja izquierda) es mucho más ancha (más dispersa) que Ja distribución muestra! de Y ( cur­
va de la derecha). Esto significa que, para conocer las probabilidades asociadas a los 
valores de la variable Y hay que tener presente que la desviación típica de su distri­
bución es cry; mientras que para conocer las probabilidades asociadas al estadístico Y 
(que es Jo que realmente nos interesa aquí) hay que tener presente que la desviación 

típica (error típico) de su distribución es cry = cry / fñ. 
Pero esta estrategia tiene un problema: para obtener Ja transformación propuesta en 

[6.3] es necesario utilizar cry, Jo cual exige conocer el valor del parámetro cry (ver [6.1]); 
y ocurre que, por lo general, el valor de cry es desconocido. Por supuesto, siempre es po­
sible sustituir cry por su correspondiente valor muestra! Sy (ver, en el siguiente capítu-

lo, el apartado Estimación puntual). 
Con muestras grandes, sustituir cry por Sy no constituye un problema importante 

porque el parecido entre ambos valores suele ser tan alto que las cosas no cambian de­
masiado (Ja sustitución de cry por Sy no suele alterar de forma importante ni el valor de 
las puntuaciones Zni la forma de su distribución). Sin embargo, con muestras peque­
ñas, esa sustitución tiene consecuencias que no pueden pasarse por alto. De hecho, al 

sustituir cry por Sr la transformación
5 

(;­y 

Sy 
(con f>y=-) 

fñ 

Figura 6.2. Distribución de la variable Y(izquierda) y distribución muestra! del estadístico Y (derecha) 

' 
' 
' 

\ 

~ 

O"y 

l 
---->- L 

-=::::;_ __ ¡__..;.__..;::=- y 

5 Nótese que esta transformación es idéntica a la transformación Z definida en [6.3] excepto en un detalle: en Ja 
transformación z se utiliza el parámetro cr,.; en la transformación T se utiliza el estadístico Sy (ver Apéndice 9). 

6 
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ya no se distribuye normalmente, sino según el modelo de probabilidad t de Student con 
n - 1 grados de libertad (ver Apéndice 5), lo cual representamos mediante: 

[6.5] 

Por tan~o~ c~n cry desconocida y muestras pequeñas, las probabilidades asociadas al 
estadístico Y en su distribución muestra! pueden conocerse utilizando Ja transformación 
T y la distribución t de Student. 

. La distr~bu~ión _t_ de Student_ (~e describe con detalle en el Apéndice 5) es muy pa­
recida a la d1stnbuc10n normal t1p1ficada (es simétrica y su media vale cero) pero acu­
mula U:ás casos en las colas. Alguno de sus valores están tabulados en la Tabla E del 
A~énd1_ce final. Los valores t (los valores del eje horizontal de la distribución) están en 
el mte~10r_de l~ tabla; las cabeceras deJas filas contienen los grados de libertad (gl) de 
cada d1stnbuc1ón (cada fila,. por tanto, se refiere a una distribución t concreta); las ca­
~ece:as de las columnas muestran la proporción de área que acumula cada valor t del 
mter~or de la tabla. Estas proporciones acumuladas permiten conocer Ja probabilidad 
aso~1~da a cada valor t. Así, por ejemplo, el cuantil 95 (o valor t que acumula una pro­
babilidad de 0,95) con 50 grados de libertad vale 1 676 es decir 

' ' ' 
fso; o,95 = 1,676 

La Tabl_a E solamente incluye los valores t ubicados en las colas de la distribución: del 
percent1l 0,1 al 10 y del 90 al 99,9 (los valores más utilizados). 

. Cu~do,_la letra t se refiere a la distribución de Student, únicamente lleva un subín­
dice que md1ca los grados de libertad de la distribución; cuando la letra t se refiere a un 
~alor concreto ~e ~a di~~ibución !leva dos subíndices: el primero indica Iq_s grados de 
hbertad de la drstnbuc10n; el segundo, la probabilidad que acumula el valor t. 

A me~id~ ~ue n va aumentando, Sr se va pareciendo más y más a cr r y cada vez con 
menor varrab1hdad (es decir, con menor error típico6

); con n tendiendo a infinito, Sr->­

cr r· Consecuentemente, a medida que n va aumentando, T se va pareciendo más y más 
a Z. Por t~nto, con tamaños muestrales grandes, los resultados obtenidos con z y T son 
tan parec1dos7 que puede utilizarse Zen lugar de Taunque se desconozca el valor de cr 
(ver, en el capítulo anterior, las Figuras 5.10 y 5.11). r 

Ejemplo. Distribución muestra/ del estadístico media 

Trabajar co~ distribuciones m~estrales requiere estar familiarizado con dos tipos de 
tareas: La pnme_ra de ellas consiste en obtener la distribución muestra! de un estadístico 
a partrr de las diferentes muestras de tamaño n que es posible extraer de una determi-

Ver, en el ~partad? ~stimación puntual del Capitulo 7, el concepto de consistencia como propiedad de un estima-
~or (~ota a pie de pagma número 1 ). Y en el Apéndice 9, el apartado sobre la distribución muestra! de /a varianza. 

Q~1zá pu_eda :111º formarse una idea sobre el parecido entre las distribuciones normal y t si se tiene en cuenta que 
la d1fere_nc1amas s;;,an~e e_ntre las probabilidades acumuladas de ambas distribuciones es de 5 milésimas con 30 gra­
dos de hberad, de~ m1lés1mas con 50 grados de libertad y de menos de dos milésimas con ¡ 00 grados de libertad. 
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nada población (lógicamente, esto hay que aprender a hacerlo con poblaciones y mues­
tras muy pequeñas); el objetivo de esta tarea es ayudar a comprender a fondo el con­
cepto de distribución muestra!. Los ejercicios 6.1a6-4, 6.15, 6-22 y 6.23, al final del 
capítulo, se centran en esta tarea. 

La segunda tarea con la que hay que familiarizarse se refiere a los cálculos nece­
sarios para transformar un estadístico en una variable con distribución de probabilidad 
conocida (por ejemplo, transformar Y en Z o en T) y al manejo de las herramientas 
(tablas y programas informáticos) necesarias para conocer las probabilidades asociadas 
a esos valores transformados. Este ejemplo muestra cómo llevar a cabo esta segunda 

tarea. 
Supongamos que la población de estudiantes universitarios se distribuye normal­

mente con media 100 y desviación típica 15 en una escala de inteligencia espacial (Y). 
Si extraemos una muestra aleatoria de 50 estudiantes: (1) ¿cuál es la probabilidad de 
obtener una medía de 104 o mayor?, (2) ¿cuál es la probabilidad de obtener una media 

comprendida entre 96 y 104? 
Puesto que la población de partida, es decir, la distribución de la variable Y, es nor­

mal y el valor de cry conocido, la transformación Zbasada en [6-3] se distribuirá según 
el modelo de probabilidad normal con media O y desviación típica 1, es decir: 

cr­Y 

En consecuencia, 

Y-100 ---
15/{56 

Y-100 
2,12 

(1) P(Y;::-:104) =P(Z;::-: l04 -lOO) = P(Z;::-:1,89) 
2,12 

= 1 - 0,9706 = 0,0294. 

N(O, 1) 

1 - F(l,89) 

Para encontrar la probabilidad que queda por encima del valor Z = 1,89, en la tabla 
de la curva normal (Tabla C del Apéndice final) se busca la probabilidad acumulada 
hasta 1,89 y se resta de uno (o, alternativamente, se busca directamente la proba­
bilidad acumulada hasta -1,89): 1- F(l,89) = F(-1,89) = 0,0294. 

(2) P(96~ Y~ 104) = P( 96 -lOO ~ Z ~ l04 -lOO) = P(-1,89~ Z ~ 1,89) = 
2,12 2,12 

= F(l,89) - F(-1,89) = 0,9706 - 0,0294 = 0,9412. 

El resultado del primer apartado indica que es muy poco probable (0,0284) encontrar 
medias mayores que 104. El resultado del segundo apartado indica que es muy probable 
(0,9412) encontrar medias comprendidas entre 96 y 104. -

Supongamos ahora que la población de estudiantes universitarios se distribuye normal­
mente con media 100 y desviación típica desconocida en una escala de inteligencia 

Capítulo 6. Las distribuciones muestra/es 177 

espacial (Y). Supongamos además que en una muestra aleatoria de 20 estudiantes obte­
nemos una desviación típica insesgada de 19,5. En este escenario, ¿cuál es la probabi­
lidad de que la media de esa muestra sea mayor que 103? 

Este ejemplo se parece al anterior, pero, dado que ahora no se conoce la desviación 
típic.~ poblacion_al, no es posible utilizar la transformación Z. No obstante, como lapo­
b'.ac1_on de partida es normal, sabemos que la transformación T propuesta en [6-4] se 
d1stnbuye según el modelo de probabilidad t de Student con n - 1 = 20 - 1 = 19 grados 
de libertad: 

En consecuencia, 

Y-100 

19,5//20 

Y-100 

4,36 

P(Y "2. 103) = P(T "2. l03 - lOO) = P(T >O 688) 
4,36 - ' 

Es decir, la probabilidad de encontrar medias mayores que 103 en su distribución mues­
tra! es igual a la probabilidad de encontrar valores T mayores que 0,688 en la distri­
bución t de Student con 19 grados de libertad. En la Tabla E del Apéndice final puede 
comprobarse que el valor 0,688 acumula una probabilidad de, aproximadamente, 0,75. 
Por tanto, en este nuevo escenario, la probabilidad de obtener una media muestra! ma­
yor que 103, vale 0,25. 

Distribución muestra! del estadístico proporción - -

Consideremos una población cualquiera y una variabl~ dicotómica, es decir, una varia­
ble categórica que solamente toma-dos valores (acierto-error, tratados-no tratados, re­
cuperados-no recuperados, verdadero-falso, etc.). Llamemos a esos dos valores éxito y 
fracaso, y it1 a la proporción de éxitos en la población. Si extraemos muestras aleatorias 
de tamaño n y, en cada muestra, definimos la variable n = "número de éxitos en las n 

- 1 
extracc10nes", tendremos un estadístico distribuido, si n 1 permanece constante en cada 
extracción, según el modelo de probabilidad binomial (ver, en el Capítulo 3, el apartado 
Distribución binomial) con parámetros n y n1 _ Esto se representa mediante 

Además, dadas las características del estadístico n1 (suma den ensayos independientes 
de Bernoulli), puede demostrarse que su valor esperado y su varianza son los siguientes 
(ver notas a pie de página números 6 y 7 del Capítulo 3): 

E(n ) = µ = nn 1 n1 1 [6.6] 

V(n ) = cr2 = nn (1 - n ) 1 n1 1 1 -> 
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Es decir, el centro de la distribución muestra! del estadístico n1 ="número de éxitos en 
las n extracciones" es n veces Ja proporción teórica de éxitos. Su varianza se obtiene 
multiplicando por n el producto de Ja proporción teórica de éxitos y su valor comple­
mentario. Y su forma se ajusta a Ja distribución binomial con parámetros n y n1. 

Si ahora definimos el estadísticoP1 = n1/n ="proporción de éxitos en las n extrac­
ciones" habremos definido un nuevo estadístico (que, en realidad, no es otra cosa que 
una media) que se distribuye exactamente igual que n1 ; es decir: P1 ~ B(n, n1). Y co­
mo P1 no es más que una transformación lineal de n1, su valor esperado y su varianza 
serán: 

E(P1 ) 
1 1 

[6.7] µP¡ - E(n1 ) - nn¡ 1t¡ 
n n 

1 n n1 (1 - n1) 1t¡ (1 - 1t¡) 
V(P1 ) = 2 2 -> crp

1
= ,jn1(1-n1)/n (JP¡ -cr 

n2 n¡ nz n 

Es decir, el centro de Ja distribución muestra! del estadístico P1 ="proporción de éxitos 
en n extracciones" coincide con Ja proporción teórica de éxitos. Su varianza se obtiene 
dividiendo entre n la proporción teórica de éxitos multiplicada por su valor comple­
mentario. Y su forma se ajusta a Ja distribución binomial con parámetros n y n1. Lo 
cual significa que es posible utilizar la distribución binomial para conocer las proba­
bilidades asociadas a cada posible valor de los estadísticos n1 y P1 en las diferentes 
muestras de tamaño n. 

Pero la distribución binomial no es Ja única que nos puede ofrecer información so­
bre las probabilidades asociadas a los estadísticos n1 y P1• Sabemos por el teorema del 
límite central que, conforme el número de ensayos n va aumentando8

, Ja distribución 
binomial se va pareciendo (aproximando) más y más a la distribución normal (ver, en 
el capítulo 5, el apartado Aproximación de la binomial a la normal). Por tanto, confor­
me el tamaño muestra! va aumentando, la forma de la distribución muestra! de n1 y de 
P1 se va aproximando más y más a la distribución normal9 con los parámetros definidos 
en [ 6.6] para n1 y los definidos en [ 6. 7] para P1• Ahora bien, si la distribución binomial 
se aproxima a la normal a medida que el tamaño muestra! va aumentando, entonces 

Z= N(O, 1) [6.8] 

8 Con el estadístico proporción ocurre lo mismo que con el estadístico media: su distribución muestra! se parece a 
la distribución normal con tamafios muestrales relativamente pequeños. Si 1t1 no toma valores extremos (es decir, 
si 1t1 toma valores próximos a 0,5), el grado de parecido es muy alto incluso con tamafios muestrales tan pequeños 
como 5; cuanto más se aleja de 0,5 el valor de1t1 , mayor necesita ser el tamafio muestral para que el parecido entre 
ambas distribuciones resulte satisfactorio (ver, en el Capítulo 5, el apartado Aproximación de la distribución bino­
mial a la normal). 
9 El_J:eorema del límite central no solo es aplicable al estadístico Y sino también al estadístico suma total, es decir, 
a nY. En el contexto de la aproximación binomial a la normal esto significa que tanto el estadístico P, (que es una 
media) como el estadístico n, (que es un total: n1 = nP1) tienden a distribuirse normalmente a medida que n va au­
mentando. 

- - -
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Esto significa que, con tamaños muestrales grandes, es posible utilizar las probabilida­
des .de la. distr!b~~ión norm~l co~.º una aproximación a las probabilidades de la distri­
bución bmom1al . La aprox1mac1on es tanto mejor cuanto mayor es el tamaño muestra!. 

Ejemplo. Distribución muestra/ del estadístico proporción 

E~t~ ejemplo mue~~ª cómo obtener la distribución muestra! del estadístico P
1 
y cómo 

utilizar las probabilidades de la distribuciones binomial y normal. 
Supongamos qu_e .un sujeto responde a una prueba de rendimiento que consta de 5 

preguntas. Supongamos además que cada pregunta tiene 5 alternativas de respuesta de 
las que solamente una es correcta. Supongamos, por último, que el sujeto responde al 
azar~- que de~nim?,s la variab!e n1 = "!lúmero de aciertos" y su equivalente p

1 
="pro­

porc10n de aciertos . Estamos mteresados en: (1) obtener Ja distribución muestra! de los 
estadísticos n1 y P1, y (2) conocer la probabilidad de que el sujeto acierte más de 3 pre­
guntas: 

(1) Par_a construir la distribución muestra! de Jos estadísticos n1 y P
1 
tenemos dos alter­

nativas: obte~er todos los posibles resultados que pueden darse (es decir, todas las 
muestras pos1 bles de resultados) o recurrir a la distribución binomial que, según sa­
ben;o~, es la distribución teórica a la que se ajusta una variable del tipo "proporción 
d~ ~xitos en n ensayos independientes de una variable dicotómica". Lógicamente, 
utilizaremos la segunda alten:ativa por ser más breve y sencilla. 

El sil jeto puede acertar entre ninguna y todas las preguntas. Por tanto, los posi­
bles resu!tados del estadístico n1 irán de O (ningún acierto) a 5 (todos Jos posibles); 
Y los posibles resultados del estadístico P 1 = n1 In irán de 0/5 a 5/§:-.'.feRemos 5 en­
sayos (n = 5) de una variable dicotómica (acierto-error) con probabilidad de acierto 
constante en cada ensayo (n1 = 0,20, pues el sujeto responde al azar y solamente 
una de las 5 alternativas es. correcta). Cuando se dan estas circunstancias, sabemos 
(ver [3.4]) que 

P( ) n! n¡ (l - )n-n1 n¡ = 1t1 1t1 
n 1! (n..;. n

1
)! 

10 
Las p.r.obabilidades normales y las binomiales se parecen todavía más si se aplica una modificación llamada 

correcczon por contznuzdad: 

[6.9] 
z = (n1 ± 0,5) - n1t1 = (P1 ± 0,5/n) - rr1 

an, aP, 

La. variable n, = "número de éxito~ en n ensay?s'.' es una vari~ble discreta: en ¡O ensayos puede haber o, 1, 2, etc., 
éxitos, ~ero no p~ede haber, por ejemplo, 4,5 eXltos. Al intercambiar las probabilidades normales y las binomiales 
se está.mtercamb1ando una distribución continua por una discreta. Para mejorar el resultado de este intercambio se 
puede mtentar q~e, de alguna m~era, los valores discretos se conviertan en continuos considerando, por ejemplo, 
que obtener~ éxitos o '.11ás es equivalente a obtener una puntuación de 7,5 o mayor (ver, en el Capítulo 5, el apartado 
Aproxzmaczon de la distribución binomial a la normal). 
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Por tanto, 

(2) 

P(n
1 

=O) = P(P1 = 0/5) 
5! 0,20º (1- 0,20)5 -

0 = 0,3277 
O! (5 - O)! 

P(n
1 

= 1) = P(P
1
= 115) = 

5
! 0,201 (1- 0,20)

5
-

1 

1! (5 -1)! 
0,4096 

Aplicando esta misma fórmula para 2, 3, 4 y 5 aciertos se obtienen las probabilida­
des que muestra la Tabla 6-5. Por supuesto, estas probabilidades pueden obtenerse 
directamente de la Tabla B del Apéndice final sin necesidad de realizar cálculos 
(debe tenerse en cuenta que las probabilidades que ofrece la Tabla B están acumu-

ladas). 

Tabla 6.5. Distribución muestra! de n1 ="número de aciertos" y P1 ="proporción de aciertos" 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

P1 

0/5 

1/5 

2/5 

315 

4/5 

515 

f(n1)=f(P1) 

0,3277 

0,4096 

0,2048 

0,0512 

0,0064 

0,0003 

La probabilidad de que un sujeto que responde al azar acierte más de tres preguntas 
es la probabilidad de que acierte 4 o 5. En la distribución muestra! del número de 
aciertos (Tabla 6.5) puede comprobarse que esta probabilidad vale 0,0064+0,0003 

= 0,0067. 

Consideremos ahora un escenario distinto. Supongamos que un sujeto responde a una 
prueba de rendimiento formada por 20 preguntas. Supongamos además. que cada pre­
gunta tiene 2 alternativas de respuesta de las que solamente una es correcta. Suponga­
mos, por último, que el sujeto responde al azar y que definimos la variable n1 = "núme­
ro de aciertos". Estamos interesados en conocer la probabilidad de que el sujeto acierte 

más de 14 preguntas. , 
En este nuevo escenario tenemos 20 ensayos (n = 20) de una variable dicotómica 

(acierto-error) con probabilidad de acierto constante en cada ensayo ( n1 = 0,50, pues el 
sujeto responde al azar y solamente una de las 2 alternativas es correcta). Cuando se dan 
estas circunstancias, sabemos que la variable n1 se distribuye binomialmente. Pero co­
mo el tamaño muestra! es razonablemente grande y n1 toma un valor centrado, vamos 
a utilizar la distribución normal como una aproximación a las probabilidades de la dis­
tribución binomial. De acuerdo con la ecuación [6.8], 

1 . . 
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n
1 

- nn1 

V nn1 (1-n1) 

15 - 20(0,50) 
2,24 N(O, !) 

~ 20 (0,50) (1- 0,50) 

(hemos tipificado el valor 15 porque lo que nos interesa conocer es la probabilidad aso­
ciada a más de 14 aciertos; es decir, la probabilidad asociada a 15, 16, ... , 20 aci~rtos). 
El resultado obtenido indica que la probabilidad de encontrar más de 14 aciertos por 
azar, es decir, P(n1 >14), es igual a la probabilidad de obtener valores Zmayores que 
2,24, es decir, P(Z> 2,24). En la tabla de la distribución normal tipificada (Tabla C del 
Apéndice final) encontramos, 

P(Z> 2,24) = 1 - F(2,24) = 1 - 0,9875 = 0,0125 

Por tanto, la probabilidad de que un sujeto que responde al azar acierte más de 14 pre­
guntas vale 0,0125. Puede comprobarse que esta probabilidad es parecida a la que se 
obtiene consultando la probabilidad exacta que ofrece la tabla de la distribución bino­
mial 11, donde 

1- F(l4) 1- 0,979 0,021 

Importancia ,del tamaño muestra! 

El error típico de un estadístico (al igual qu~ su cuadrado, la varianza) es un dato de 
sum~ importancia en el contexto de la inferencia estadística. Al informar deÍ irado de 
dispersión de la distribución muestra!, también lo está haciendo del grado de precisión 
del estadístico, es decir, del grado de parecido que cabe esperar encontrar entre el esta­
dístico y su correspondiente parámetro: cuanto menor sea el error típico, menor será la 
variabilidad del estadístico (es decir, más parecidos serán entre sí los posibles valores 
del estadístico) y, consiguientemente, más fácil será que el valor que finalmente tome 
el estadístico en una muestra concreta se acerque al verdadero valor de su correspon­
diente parámetro. 

Y ocurre que el error típico está estrechamente relacionado con el tamaño muestra!. 
Esto puede apreciarse fácilmente tanto en el error típico de la media como en el error 

11 El gr~~o de pare~id~ entre una probabilidad normal y una probabilidad binomial es todavía mayor si se aplica la 
correcc10n por contmmdad propuesta en la nota a pie de página número 9 de este mismo capitulo: 

z = n1±0,5- mt1 

v mc1 c1-11:1) 

14,5 -20(0,50) = 2 01 

ho (0,50) (1 - o,50) ' 

Nótese que ahora se ha tipificado el valor 14,5. Con esta modificación, la probabilidad de encontrar más de 14 
aciertos, o P(X> 14), es igual a la probabilidad de obtener valores Zmayores que 2,01, o P(Z>2,0l). En la tabla 
de la distribución normal tipificada encontramos: P(Z>2";0'1) = 1- F(2,01) = ¡ - 0,9778 = 0,022. 
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típico de Ja proporción; puesto que en ambos ~~os el t:unaño m~estral, n~ se encuentra 
en el denominador (está dividiendo), el error típico sera tanto mas pequeno cuanto ma-

yor sean. _ . . . ¡ r::. E : 
En Ja distribución muestra! de Y, por ejemplo, el error t1pico es cry: =~Y ~ n · n 

esta fórmula es fácil constatar que, a medida que n va aumentando, cry: va _d1smmuyen­

do: con muestras de tamaño n = !, cry: es igual a cry; con muestras de ~ano n = 25, cry: 
es Ja quinta parte de cry; con muestras de tamaño n = 100, cry: es la décima part~ ~e cry; 
etc. Es evidente que, conforme el tamaño muestra! va aumentan~o, _e! error t1pico ;'ª 
disminuyendo. y conforme el error típico va disminuyendo, la vanab1hdad del esta~1s­
tico y va siendo menor, ¡0 que implica que los posibles valores que pue~e tomar Y se 
parecerán cada vez más a su valor esperado, que no es otro que la media de la pobla-

ción (µr)· . 

Mil .. , '4% f ' MQMAAA 
M E Qi.J:UZ 

Apéndice 6 

Valor esperado y varianza del estadístico media 

Una muestra aleatoria de tamaño n es una secuencia den variable~ ~1-eatorias (Y1'. _Y2: ... , _Yn) 
igualmente distribuidas y, si el muestreo es con reposición, o sin reposic1on en poblac10n mfimta, 

independientes entre sí. Si hacemos: 

y = k¡ Y¡ + ~ Y2 + ... + kn Yn 

entonces Ja variable combinada Yes también una variable aleatoria distribuida exactame~te igual 

que Y1, Y2, ••• , Y., con: 

E(Y) = µy = Í:,k;E(Y;) 
2 '("'22 

V(Y) = cry = L., k; cry
1

. y 

y dado que y
1
, y

2
, ••• , yn tienen la misma distribución, también tendrán los mismos valores 

esperados y varianzas: 

E(Y1) = E(Y2 ) = · · · = E(Yn) = µy y 

Por tanto, 

E(YJ = µf = .!.E(Y¡+Y2+···+Yn) = .!.¡E(Y¡)+E(Y2)+···+E(Yn)l 
n n 

V(Y) 

1 -nµy = µy 
n 

1 2 2 2 2 ªr1 + ªr, + ... + cry. 
n 

2 
1 2 ªr 

-ncry = 
n2 n 

2 
O"y 

[6.10] 
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Distribución muestra! del estadístico varianza 

Hemos estudiado la distribución muestra! de dos estadísticos: la proporción y la media. La 
primera es un ejemplo de distribución muestra! discreta basada en una variable categórica; la se­
gunda es un ejemplo de distribución muestra! continua basada en una variable cuantitatiya. Aun­
que el concepto de distribución muestra! haya podido quedar claro con el estudio de estas dos 
distribuciones muestrales, todavía nos falta por estudiar otra distribución muestra] muy relacio­
nada con el análisis de datos (ver, por ejemplo, el Apéndice 9). Nos referimos a la distribución 
muestra! de la varianza12

• 

Consideremos una población cualquiera y una variable aleatoria Y; definida en ella. Extrai­
gamos de esa población muestras aleatorias de tamaño n y calculemos si en cada una de ellas. 
A medida.que vayamos extrayendo más y más muestras y calculando si iremos recopilando la 
información necesaria para conocer la distribución muestra! de la varianza. Pues bien, esta 
distribución muestra! se encuentra estrechamente relacionada con la distribuciónji-cuadrado 
estudiada en el Apéndice 5. Si la variable Y; se distribuye normalmente N(µy, cry), entonces 

2 
Xn-1 

(n -l)Si 
2 

O"y 

-+ 

2 
2 2 ªr 

Sy = X 
n-I n -1 [6.11] 

(ver, por ejemplo, Pardo y San Martín, 1998, págs. 72-73). En efecto, de acuerdo con las ecua­
ciones [5.13] y [5.14], 

2 
Xn 

2 
ªr 

[6.12] 

El problema de esta ecuación es que raramente se conoce el valor de la media pobJacional. No 
obstante, si la media poblacional µy se sustituye por su valor muestra! Y, la transformación 

2 
Xn-I 

n 

Í:,(Y¡- Y)2 

i 

2 
O"y 

[6.13] 

todavía se distribuye según x2
, aunque se pierde un grado de libertad al tener que estimar la me­

dia. Y como la varianza muestra] se define como 

si = :t (Y¡ - Y) 2 
/ (n -1) [6.14] 

i 

se llega de forma directa a las expresiones propuestas en [6.11]. Ahora bien, como cr~/ (n -1) 
es constante para una población y tamaño muestra! dados, la distribución muestra! des; úni­
camente difiere de X~-I por una constante. Por tanto, la distribución muestra! de la varianza 

12 Al iniciarse en el análisis de datos suele sorprender oír hablar de la media de la media o de la varianza de la 
varianza. Debe tenerse en cuenta que tanto el estadístico media como el estadístico varianza son variables (todos 
los estadísticos son variables). Y, como variables que son, tienen su propia distribución, la cual a su vez tiene media 
y varianza. 
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tiene la forma de una distribución ji-cuadrado con n - 1 grados de libertad. Y como el valor 
esperado de una variable ji-cuadrado son sus grados de libertad y la varianza de una variable ji­
cuadrado es el doble de sus grados de libertad (ver ecuación [5.16]), a partir de [6.11] se obtiene 

E(Si) 

vcsh 
E[Xn-I cr: / (n -1)] 

V[Xn-I cr:/(n -1)] 

El método Monte Cario 

(n-l)cr:/(n-1) = cr~ 

2(n-l)crf/(n-1)2 = 2crj,j(n-l) 
[6.15] 

El método Monte Cario es un método de simulación muy útil para extraer muestras aleatorias 
de poblaciones concretas y, en lo que aquí más nos interesa, para obtener las distribuciones 
muestrales de algunos estadísticos cuando la situación resulta matemáticamente intratable. Los 
párrafos que siguen no pretenden ofrecer aquí una explicación exhaustiva del método Monte Car­
io y de todas sus posibilidades pues eso excedería ampliamente las pretensiones de este apartado, 
pero sí se presentan unos sencillos ejemplos que pueden ayudar a comprender la utilidad del 
muestreo simulado. 

Supongamos que deseamos estudiar algunos aspectos relacionados con una variable dico­
tómica (es decir, una variable que solo puede tomar dos valores: acierto-error, presencia-ausen­
cia, verdadero-falso, etc.). Llamemos éxito y fracaso de forma genérica a cada uno de esos dos 
valores. Supongamos, además, que n;,a10 = 0,70 y 7lfracaso = 0,30 son las probabilidades poblacio­
nales asociadas a cada uno de los dos valores de esa variable dicotómica. Supongamos, por úl­
timo, que la población en la que deseamos estudiar esa variable es infinita o tan grande que a 
todos los efectos puede ser considerada infinita. 

De esa población extraemos una muestra aleatoria de tamaño 100 en la que definimos la 
variable n1 ="número de éxitos" (siendo éxito uno cualquiera de los dos niveles de la variable 
definida en la población). Con un ordenador o, incluso, con una calculadora de bolsillo, se 
pueden generar 100 números aleatorios u; entre O y 1 (cualquiera de estos números u; son valo­
res de una distribución uniforme: todos ellos tienen la misma probabilidad de aparecer). Si el 
número u; es menor o igual que 0,70, consideraremos que hemos extraído un elemento perte­
neciente a la categoría éxito; si el número u; es mayor que 0,70, consideraremos que hemos 
extraído un elemento perteneciente a la categoría fracaso. Estos 100 números u; constituyen una 
muestra aleatoria procedente de una población binomial (ver Capítulo 3) con parámetros n = 100 
y 1t;x¡to = 0,70. 

Pero, ¿para qué sirve extraer una muestra si ya se conocen las características de la pobla­
ción? Según veremos, las herramientas inferenciales (la estimación y el contraste) se basan en 
el concepto de distribución muestra!. La distribución muestra! de un estadístico es la distribu­
ción de probabilidad que se obtiene al calcular ese estadístico en todas las muestras.de tamaño 
n que es posible extraer de una determinada población. Hemos visto que, con poblaciones 
pequeñas, no es demasiado complicado obtener una distribución muestra!. Sin embargo, con po­
blaciones muy grandes el proceso de obtención de una distribución muestra! puede resultar muy 
largo y tedioso. Y, por supuesto, con poblaciones infinitas no resulta posible extraer las infini­
tas muestras de cualquier tamaño que sería posible definir. Para abordar este tipo de situaciones 
existen procedimientos analíticos que permiten obtener la distribución muestra! de algunos 
estadísticos (esto es lo que hemos hecho con los estadísticos Y y P). Pero hay situaciones en las 
que los procedimientos analíticos no resultan útiles porque, o bien no son aplicables (no hay pro­
cedimientos matemáticos capaces de ofrecer una solución), o bien resultan demasiado engo-
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rro~?s Y, por t_anto, poco prácticos (la situación es matemáticamente intratable debido a su com­
plej1~ad). Es justamente en estos casos donde puede utilizarse un método de simulación como 
el metodo Monte Cario para generar, no infinitas muestras, por supuesto, pero sí un número de 
ellas l? b~stante grande como para obtener u. . distribución muestra! lo bastante precisa. 

~1gu1endo con nuestro ejemplo, sabemos que lá variable n ="número de éxitos" definida 
a:-itenom:ente se distribuye binomialmente con valor esperado n\r1 y varianza mr

1 
(1 - n;). Pero 

s1 no hub:era forma de conocer estos valores por procedimientos matemáticos, podríamos gene­
rar, por ejemplo, 50.000 muestras como la referida más arriba y calcular en cada una de ellas el 
valo: de n1 • Tendríamos así 5.000 valores n1 que estarían ofreciendo una información bastante 
prec1~~ de su verdadero valor esperado, de su varianza y de la forma de su distribución. y eso 
permlt1ría_conocer con bastante precisión la distribución muestra! de n

1
. 

Lo rr:1smo que_ se hace con una variable distribuida binomialmente también puede hacerse 
con otro :1po de ~anables. Consideremos el caso de una variable cuantitativa cualquiera y cuyas 
frecuencias relativas [f(Y)] y relativas ~cumuladas [F(Y)], en la población, son las que recoge 
la Tabla 6.6. Pa;a ~xtraer de esa población una muestra. aleatoria de tamaño n = ¡ 00 se puede 
proceder de la s1gmente_ manera: se genera un número aleatorio u; entre O y l. Si u; es igual 0 
menor que 0,23,_ se considera que se ha.obtenido un elemento muestra! Y;= O; si u; es mayor que 
0,23 Y menor o igual que 0,57, se considera que se ha obtenido un elemento muestra! y= l · si 
u; es mayor que 0,57 Y menor o igual que 0,80, se considera que se ha obtenido un el~me~to 
muestra! r; = 2; etc. Tras generar 100 números aleatorios u; tendremos una muestra aleatoria de 
tamaño n = 100. Repitiendo el proceso, por ejemplo, 10.000 veces (tarea relativamente sencilla 
Y rápida si se tiene un ordenado!) tendremos 10.000 muestras aleatorias de tamaño n = 1 OO. Si 
ahora calculamos el estadístico Y en cada una de esas muestras tendremos Ja información nece­
saria para construir de forma bastante precisa la distribución muestra! del estadístico f. Vemos 
con estos sensill?s ejemplos, que el método Monte Cario permite generar cualquier número d~ 
muestras aleatonas, Y de cualquier tamaño, siempre que se conozca la forma de Ja distribución 
poblacional. 

Tabla 6.6. Distribución de probabilidad de la variable Y 

y f(Y) F(Y) 

o 0,23 0,23 
0,34 0,57 

2 0,23 0,8 
3 0,12 0,92 
4 0,06 0,98 
5 0,02 

Por supuesto, cuanto más complejas son las distribuciones poblacionales, más complicado resul­
ta generar mu~str~s a~eatorias mediante simulación. Los ejemplos que acabamos de presentar 
se refi~ren a d1stnbuc10nes bastante simples (la binomial y la multinomial) y por esta razón la 
obtención de muestras aleatorias resulta también bastante sencilla. Con distribuciones más com­
plejas~ como, por ejemplo, la distribución normal), el método de extracción se vuelve algo más 
complicado y, sobre todo, menos intuitivo. · 

En el caso concreto de la distribución normal existen diferentes procedimientos que permiten 
obtener muestras aleatorias de distribuciones N (µy, cry ). Algunos de esos procedimientos se 
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basan, al igual que en los ejemplos propuestos, en números aleatorio~ distrib_u~dos de. fo~a uni­
forme en el rango (O, 1 ); tal es el caso, por ejemplo, de la muy conocida y utilizada tecmca Box­
Muller (ver, por ejemplo, Lewis y Orav, 1989, págs. 45-47). Otros, más sofisticados, se basan 
en números aleatorios no distribuidos uniformemente. 

No es nuestro propósito detallar aquí esos procedimientos, sino simplemente m~ncion~_que 
existen y, Jo que es más importante, señalar que, en la mayor parte de los pr?gramas infon:naticos 
de análisis estadístico (y, desde luego, en el SPSS), existen diferentes rutinas que permiten ex­
traer muestras aleatorias de prácticamente cualquier tipo de distribución conocida. 

,,,,, i • !i 4 @Aiiib4W 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

6.1. 

6.2. 

6.3. 

6.4. 

6.5. 

6.6. 

A partir de una población formada por los siguientes N = 5 elementos Y= {O, 2, 4, 6 Y 8}, 
obtener: 

a. La media y la varianza de la población (µy y cr;). . . 
b. El número de muestras aleatorias de tamaño n = 2 que es posible extraer, con repos1c1ón. 
c. La distribución muestra! de la media f. 

Con los datos del ejercicio 6.1: 

a. Calcular la media y la varianza de la distribución muestra! de la media. 
b. Determinar la relación existente entre los estadísticos y los parámetros. 

Un test está formado por 3 preguntas con solo dos alternativas de respuesta: V= "verdadero", 
F ="falso". Si un sujeto responde al azar y definimos la variable nv = "nº de respuestas V": 

a. ¿Cuál es la función de probabilidad de la variable nv? 

b. Calcular el valor esperado y la varianza de nv: 

En una determinada empresa se sabe que el 40 % de los empleados están a favor de reducir la 
jornada laboral aunque ello implique una rebaja en el salario. Se sel~~cion~ aleatoriamente 8 
empleados y se les pregunta sí están a favor o en contra de la reducc10n de ]Ornada: 

a. Construir Ja distribución muestra! del estadístico nF = "número de empleados a favor de I~ _ 
reducción de jornada". ' 

b. Calcular el valor esperado y la varianza del estadístico nF. 

Sabemos que la población de estudiantes de enseñanza primaria se distribuye N (8, 3) ~n una 
prueba de comprensión lectora (Y). Al seleccionar de esa población una n::iestra aleatona de 9 
estudiantes y aplicar la prueba de comprensión lectora, ¿cuál es la probab1hdad de obtener una 
media comprendida entre 7 y 1 O? 

Las puntuaciones en una prueba de madurez (Y) se distribuyen normalmente con media 5 y va­
rianza 9 en la población de estudiantes de enseñanza primaria. Generalmente, los grupos cuyo 
promedio en Y no alcanza el percentil 20 terminan necesi~do el apoyo de un experto en edu­
cación especial. En un grupo de 25 niños se ha obtenido Y= 4,4. 
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a. ¿?ecidirá el_ profesor de ese grupo pedir la colaboración de un experto en educación espe­
cial? Es dec1r, ¿se encuentra el promedio 4,4 por debajo del percentil 20? 

b. ¿Se llegaría a la misma conclusión si el promedio Y= 4,4 se hubiera obtenido en un grupo 
de 16 estudiantes? 

6. 7. Supongamos que la población de estudiantes que acceden a la universidad distribuye normal­
mente con µy= 40 en una prueba de aptitud para las matemáticas. Al seleccionar una muestra 
aleatoria de 25 estudiantes de esa población se ha obtenido una medía de 43 y una desviación 
típica de 17,5. ¿Cuál es la probabilidad de encontrar medias como Ja obtenida o mayores? 

6.8. 

6.9. 

6.10. 

6.11. 

6.12. 

6.13. 

6.14. 

El nivel de desarrollo cognitivo ha sido repetidamente identificado como un factor importante 
para explicar el rendimiento académico en los primeros cursos de enseñanza primaria En una 
escala de desarrollo cognitivo (Y), los niños de 6 años alcanzan una puntuación media de 12. Una 
mu~stra aleatoria de 45 niños ha obtenido en esa escala de desarrollo una media de 14 y una 
vananza de 27. ¿Cuál es la probabilidad de obtener medias iguales o mayores que la obtenida? 

Considerando que el clima de clase influye decisivamente sobre el rendimiento académico en 
los primeros cursos de enseñanza secundaria, un educador decide aplicar un programa de mo­
dificación de conducta a los a!unmos de un grupo de 14 años si éstos superan, en promedio, el 
?er~entil 25 en una escala (Y) diseñ~da para evaluar el clima de clase (las puntuaciones bajas 
md1can buen clima y las altas mal clima). El educador sabe que, en la población de estudiantes 
d~ 14 .~os, las ?un:iiaciones de esa escala se distribuyen normalmente con media 50 y desvia­
ción t1p1ca 9. S1 aphca la escala a Jos 36 estudiantes del mencionado grupo, ¿qué media, como 
mínimo, deben obtener esos 36 estudiantes para que el educador decida aplicar el proprama? 

Las puntuaciones de una escala de depresión (Y) se distribuyen normalmente en Ja población 
de adultos. El distribuidor de la escala afirma que el 25% de los sujetos obtiene puntuaciones 
menores que 20 y otro 25% puntuaciones mayores que 50. Con esta ínformaciQu: __ 

a. Calcular la media y la varianza de la población. 

b. Calcular la probabilidad de obtener en esa escala una media igual o mayor que 40 en una 
muestra aleatoria de 25 sujetos. 

Siendo Y la medi~ de una muestra aleatoria de tamaño 9 extraída de una población N(I, 3), cal­
cular el valor de Y sabiendo que la probabilidad de obtener medias como ésa o mayores vale 
0,25. 

¿ ~uál debe ser el tamaño de una muestra aleatoria extraída de una población en Ja que y se dis­
tribuye N(40, 10) para que valga 0,99 la probabilidad de que la media de dicha muestra sea 
menor que 42? 

La variable Y se distribuye N (1 O, 2) en una determinada población. Al extraer dos muestras 
aleatorias de tamaños n1 = 9 y n

2 
= 16, 

a. ¿P(Y1 >10) = P(Y2 > 10)? ¿Porqué? 
b. ¿P(Y1 > 20) = P(Y2 > 20)? ¿Por qué? 

La variable aleatoria Y se distribuye normalmente N(30, 1 O). Á continuación se ofrece la fun­
ción de distribución (probabilidades acumuladas) de algunos de sus valores. Completar Ja tabla 
teniendo en cuenta que, en lo relativo a la distribución muestra! de la media se está trabajando 
con muestras de tamaño 25. 
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y o 10 20 30 40 50 60 

z 
F(Z) 0,84 0,977 0,999 
y ( ) ( ) ( ) 

6.15. Supongamos que, de una población con dos valores equiprobables, Y= {O, lL se extrae con 
reposición una muestra aleatoria de tamaño n = 2. ¿Cuál es la probabilidad de que la media 
muestra! valga 1? 

6.16. En un experimento sobre agudeza visual se ha presentado a un sujeto 50 pares de estímulos 
luminosos para comprobar si era capaz de percibir la diferencia en intensidad entre los dos 
estímulos de cada par. El sujeto debía pulsar un botón rojo cuando creía que la intensidad 
luminosa de los estímulos era distinta y un botón verde cuando creía que la intensidad luminosa 
de los estímulos era la misma. Si consideramos que el sujeto ha estado pulsando los botones al 
azar, ¿cuál es la probabilidad de encontrar más de 30 aciertos? 

6.17. Los datos recogidos en los últimos años indican que el 65 % de los estudiantes universitarios 
muestra una actitud favorable hacia la eutanasia. 

a. Calcular el valor esperado y la varianza de la variable dicotómica X= "actitud hacia la 
eutanasia" (a favor, en contra). ' 

b. Calcular el valor esperado y la varianza de la distríbución muestra! de nF = "número de 
universitarios que se muestran a favor de la eutanasia" al extraer muestras aleatorias de 20 
universitarios. 

c. ¿Cuál es la probabilidad de encontrar, en una muestra de 20 universitarios, más de 15 con 
actitud favorable? 

6.18. Al parecer, los pacientes aquejados de neurosis depresiva se recuperan espontáneamente, es 
decir, sin necesidad de tratamiento, en el 30% de los casos (transcurridos 3 meses desde el inicio 
del trastorno). En la lista de espera de un hospital hay 20 pacientes diagnosticados con neurosis 
depresiva que no recibirán tratamiento antes de 3 meses. ¿Cuál es la probabilidad de que, 
transcurridos 3 meses, más de 8 de esos 20 pacientes no necesiten tratamiento? 

6.19. Consideremos un test formado por 1 O preguntas, cada uno de las cuales consta de 4 alternativas 
de respuesta de las que solamente una es correcta Si una muestra de 100 sujetos responde al 
azar a las 1 O preguntas, ¿cuántos sujetos cabe esperar que acierten·al menos 5 preguntas? 

6.20. En una distríbución muestra! formada a partir de las medias obtenidas con muestras de tamaño 
n = 49, a la media Y= 76 le corresponde una puntuación típica Z = 2. Si el error típico de esa 
distribución muestra! vale 3: 

a. ¿Cuál es el valor de la media poblacional? 
b. ¿Cuál es el valor de la desviación típica poblacional? 

6.21. En un examen tipo test con n preguntas, cada una de las cuales tiene k alternativas de respuesta 
de las que solamente una es correcta, sabemos que la variable nA ="número de aciertos" tiene 
un valor esperado de 10 y una varianza de 8: 

a. ¿Cuántas preguntas tiene el examen? 
b. ¿Cuántas alternativas de respuesta tiene cada pregunta? 

·6.22. 

6.23. 

6.24. 
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La variable aleatoria Y se distríbuye N (µy, cry) en una determinada población. Se extraen 
infinitas muestras aleatorias de tamaño n de esa población y se calcula en todas ellas la media 
aritmética Y. · 
a. Sin?:: 2, ¿puede afirmarse que cry siempre es m_ayor que cr¡? ¿Por qué? 
b. Siendo. k un valor cualquiera, ¿puede afirmarse que P(Y?:: k) es menor que P(Y?:: k)? 

En un estudio sobre aprendizaje con ratas, un psicólogo ha utilizado un laberinto como el que 
muestra la figura que se ofrece a continuación. El laberinto tiene una entrada (E) y 3 salidas di­
ferentes (A, By C). Al final de cada salida hay una recompensa en cantidad de bolas de comida: 
1 bola en la salida A, 2 en la By 3 en la C. 

~-----7_.,,/r------A 
E --L"--_..--""'--------- B 

'\ / e 

Asumiendo que las ratas siempre caminan hacia adelante, es decir, sin retroceder: 

a. Obtener la distríbución de probabilidad de la variable X= "número de bolas de comida con­
seguidas al recorrer el laberinto". 

b. Calcular el valor esperado y la varianza de la variable X 

Supongamos ahora que el laberinto lo recorren, independientemente, dos ratas. Obtener el valor 
esperado y la varianza de la variable Y= "número de bolas de comida conseguidas por las dos 
ratas al r~_correr el laberinto". 



1 ntrod ucción 
a la i'nferencia estadística (1) 

La estimaci_ón de parámetros 

Qué es la inferencia estadística 

Ya hemos señalado que el análisis de datos es un proceso que se desarrolla en fases: 
comienza con la selección y recopilación de los datos, continúa con la aplicación de 
herramientas descriptivas para explorar, organizar y resumir la inforró.ación contenida 
en los datos y termina (no necesariamente, pero sí habitualmente) con la aplicación de 
herramientas inferenciales para llevar a cabo comparaciones y estudiar relaciones. En 
los capítulos previos hemos estudiado ya lo relativo a la selección de casos (brevemente, 
pues esta parte es más bien objeto de los diseños de investigación) y a las herramientas 
disponibles para abordar la fase descriptiva. Éste y los siguientes capítulos se ocupan 
de la fase inferencia!. 

La inferencia estadística es un tipo de razonamiento que procede de lo particular 
a lo general: intenta extraer conclusiones de tipo general a partir de unos pocos datos 
particulares. Ha llegado el momento de concretar que al hablar de conclusiones de tipo 
general nos estamos refiriendo a conclusiones sobre la forma de una población o sobre 
alguno de sus parámetros, y al hablar de datos particulares nos estamos refiriendo a 
una muestra de esa población y a alguno de sus estadísticos. Y esto, en la práctica, sig­
nifica, según tendremos ocasión de comprobar repetidamente, realizar comparaciones 
y estudiar relaciones. 
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Estas inferencias (comparaciones, relaciones) pueden realizarse utilizando dos es­
trategias distintas: la estimación de parámetros y el contraste de hipótesis. Ambas 
formas de inferencia son equivalentes en el sentido de que ambas permiten abordar el 
mismo tipo de problemas y llegar a las mismas conclusiones (podría pensarse en ellas 
como en las dos caras de una misma moneda), pero, puesto que la información que ofre­
cen no es exactamente la misma, conviene prestar atención a ambas. 

El contraste de hipótesis ha constituido tradicionalmente la esencia de lo que hoy 
llamamos análisis estadístico; sin embargo, raramente se ha visto libre de críticas (ver, 
por ejemplo, Morrison y Henkel, 1970). 

Las críticas dirigidas al contraste de hipótesis han alcanzado su máxima expresión 
en la pasada década de los noventa, la cual ha sido testigo de un agrio debate promovido 
por una corriente muy crítica con el uso y. abuso de esta estrategia (ver, por ejemplo, 
Chow, 1996; Hagen, 1997; Harlow, Mulaik y Steiger, 1997; Nikerson, 2000). Algunos 
autores han llegado a proponer, incluso, el abandono del contraste de hipótesis como es­
trategia de análisis de datos por no considerarlo un método válido para generar conoci­
miento científico (Cohen, 1990, 1994; Gigerenzer, 1993; Oakes, 1986; Schmidt, 1996). 
Dejando a un lado estos puntos de vista extremos (dificilmente sostenibles; ver, por 
ejemplo, Cortina y Dunlap, 1997), las conclusiones de este debate podrían resumirse, 
quizá, en la recomendación de acompañar todo contraste con, su correspondiente esti­
mación. 

Porque lo cierto es que la estimación y el contraste se complementan. A pesar de 
que son equivalentes en muchos aspectos, la información que ofrecen es algo distinta: 
mientras que el contraste de hipótesis pone el énfasis en intentar detectar la presencia 
de un efecto significativo (una diferencia o una relación entre variables), la estimación 
de parámetros pone el énfasis en intentar cuantificar el tamaño de ese efecto (cómo de 
grande es la diferencia entre los grupos, cómo de intensa es la relación entre las varia­
bles). 

En este capítulo se explica la lógica de la estimación de parámetros; en el próxi­
mo, la del contraste de hipótesis. Ambas estrategias se basan en las distribuciones 
muestrales (ver capítulo anterior). Tanto el contraste de hipótesis como la estimación 
de parámetros se basan en la variabilidad inherente a todo estadístico (recordemos que 
un estadístico no es una constante, sino una variable; en caso nec'esario, revisar el con­
cepto de estadístico en el Capítulo 2). Y son las distribuciones muestrales las que in­
forman sobre esa variabilidad. 

Estimación puntual 

La estimación de parámetros se refiere al proceso mediante el cual la información 
muestra/ es utilizada para inferir valores poblacionales. Los valores poblacionales que 
se estiman son, lógicamente, parámetros y, es obvio decirlo, la estimación únicamente 
tiene sentido con parámetros desconocidos (pues, si se conoce un parámetro, no es ne­
cesario estimarlo). 
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A partir de ahora, para representar un parámetro cualquiera (µy, cry, n
1
, PXY, etc.), 

utilizaremos el símbolo 8 (letra griega theta). Y a los estadísticos utilizados para es­
timar esos parámetros (Y, ~y, P 1, RXY, etc.) los llamaremos estimadores y los repre­
sentaremos con el símbolo 8 (la misma letra griega, pero coronada con un acento cir­
cunflejo). -

Al utilizar la información muestra! para inferir valores poblacionales pueden seguir­
se dos estrategias diferentes normalmente llamadas estimación puntual y estimación 
por intervalos. 

La estimación puntual constituye la más simple de las inferencias estadísticas que 
es posible realizar. Consiste, simplemente, en asignar un valor muestra! concreto al va­
lor poblacional que se desea estimar. Esto es lo que se hace, por ejemplo, cuando-para 
conocer la edad media de un grupo se toma una muestra aleatoria de ese grupo y se 
adopta como edad media de todo el grupo la edad media observada en la muestra; o 
cuando, para conocer la proporción de votantes que tienen intención de participar en las 
próximas elecciones, se toma ilna muestra -aleatoria del censo.de votantes y se adopta 
como proporción poblacional de la intención de voto la proporción observada en la 
muestra. 

El valor muestra! coñcreto asignado en la estimación puntual depende del método 
de estimación que se adopte. Existen diferentes métodos de estimación. Uno de los más 
simples, ideado por Pearson y conoéido como método de los momentos, consiste pre­
cisamente en asignar al parámetro que se desea estimar el valor concreto que toma su 
correspondiente estadístico. Esto es lo que se hace, por ejemplo, cuando se utiliza Ja 
media muestra! Y para estimar la media poblacional µy, la proporción muestra! P

1 
para 

estimar la proporción poblacional n1, el coeficiente de correlación muestra! RXY para 
estimar el coeficiente de correlación poblacional P.m etc. (en el Apéndice 7 se descri­
ben otros métodos de estimación). 

El problema de la estimación puntual es que, dado un parámetro cualquiera, siem­
pre es posible definir más de un estadístico diferente para efectuar una estimación del 
mismo. Puesto que un estadístico es un valor numérico descriptivo de alguna caracte­
rística muestra], la cantidad de estadísticos que es posible calcular en una muestra cual­
quiera es prácticamente ilimitada (además de los que ya conocemos, podríamos definir 
estadísticos tan pintorescos como "el valor que ocupa el tercer lugar en la muestra", "el 
logaritmo del inverso del quinto valor muestra!", etc.). 

Es cierto que existen unos cuantos estadísticos cuya utilidad ha sido repetidamente 
contrastada. Es cierto también que cualquier parámetro que se desee estimar (µy, cr y, n

1
, 

etc.) siempre tiene en la muestra un estadístico paralelo (Y, Sy, P 1, etc.). Sin embargo, 
dada la definición de estadístico (valor numérico ·que describe una característica mues­
tra!), siempre resulta posible, en una muestra cualquiera, definir múltiples estadísticos 
diferentes. Y no existe una forma natural de determinar cuál de todos ellos es el ideal 
para efectuar una estimación correcta. La media poblacional, por ejemplo, podría ser 
estimada con la media aritmética, o la media recortada, o la mediana, o cualquier otro 
estadístic_o de tendencia central de los estudiados en el Capítulo 4. Se hace necesario, 
por tanto, determinar cuáles son las propiedades que debe reunir un estadístico para 
poder ser considerado un buen estimador. 
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Propiedades de un buen estimador 

Entre las propiedades que debe tener un buen estimador cabe destacar dos1
: carencia 

de sesgo y eficiencia. Lo primero que debe exigirse a un estimador es que ofrezca esti­
maciones correctas. No obstante, dado que un estimador (un estadístico) no siempre 
toma el mismo valor (su valor, ya lo sabemos, depende de la muestra concreta en la que 
se calcula), no todos los valores que puede tomar coincidirán con el del parámetro esti­
mado. Aun así, de un buen estimador cabe esperar que ofrezca estimaciones correctas 
al menos en promedio. A esta propiedad de ofrecer, en promedio, estimaciones correc­
tas se le llama carencia de sesgo y, se dice, por tanto, que un estimador es insesgado 
si su valor esperado (su media) coincide con el parámetro que estima, es decir, si 

E(fJ) = 8 [7.1] 

Por ejemplo, los estadísticos Y, si y P1 son estimadores insesgados2 de sus corres­
pondientes parámetros µY> ()~y 7t 1 (de ahí ~ue al estadístico s; se le llame varianza in­
sesgada ). Por el contrario, el estadístico SY(n) es un estimador sesgado de cr~ (ver, por 
ejemplo, Pardo y San Martín, 1998, págs. 72-73). Y el coeficiente de correlación de 
Pearson (un estadístico muy útil que estudiaremos en el Capítulo 11) es otro ejemplo 
de estimador sesgado, pues su valor esperado solamente coincide con el parámetro que 
estima cuando éste vale cero. 

La segunda propiedad deseable en un estimador es la eficiencia. Un estimador es 
tanto más eficiente cuanto menor es su varianza. Supongamos que, para estimar 8, con­
tamos con dos estadísticos distintos S¡ y 82. Decimos que el es más eficiente que 82 
si se verifica: 

[7.2] 

1 Otras propiedades deseables en un estimador son la consistencia, la suficiencia y la robustez. Un estadístico 8 es 
un estimador consistente del parámetro 8 si, paran tendiendo a infinito, se verifica P(IS-81< k)-+ 1 (para una 
cantidad k infinitamente pequefia). La consistencia garantiza que, a medida que eJ.,tamafio muestra! va aumentando, 
también va aumentando Ja probabilidad de que el valor del estimador coincida exactamente con el parámetro esti­
mado. Los estadísticos media, varianza (la sesgada y la insesgada) y proporción son, todos ellos, estimadores con­
sistentes de sus respectivos parámetros; para constatar esto basta considerar que el tamafio muestra! forma parte del 
denominador de sus respectivas varianzas. 

Un estadístico 8 es un estimador suficiente si, al estimar el parámetro 8, utiliza toda la información muestra! rela­
cionada con 8. Es decir, si 8 es un estimador suficiente de 8,.Ia estimación obtenida no puede mejorarse conside­
rando información muestral no incluida en 8. Los estadísticos media, varianza (la sesgada y la insesgada) y pro­
porción son estimadores suficientes de sus respectivos parámetros, pues en todos ellos se utiliza toda la informa­
ción muestra! (una simple inspección de sus fórmulas permite comprobar que todos ellos se obtienen a partir de todos 
Jos elementos muestrales ). La moda, sin embargo, se basa en un único valor (el que más se repite); y la mediana se 
basa sólo en los valores centrales. 

La robnstez se refiere al grado en que un estimador se ve afectado cuando no se dan las condiciones óptimas para 
su aplicación. Decimos que un estadístico es robusto cuando ofrece buenas estimaciones incluso cuando no se dan 
las condiciones que en teoría deberían darse para ello. Tendremos ocasión de volver sobre esta propiedad. 

2 E(f) =µY (ver Apéndice 6, ecuación [6.10]); E(Si) = cr~ (ver Apéndice 6, ecuación [6.15]); y E(P1) = x1 (ver 
Capitulo 6, ecuación [ 6. 7]). 
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Sabemos, por ejemplo, que en una distribución simétrica la media y Ja mediana toman 
el mismo valor. Por tanto, para estimar el centro de una distribución simétrica podría 
utilizarse indistintamente la media (Y) o Ja mediana (Mdn). Sin embargo, en general, 
es preferible utilizar Y porque, además de ser un estiµiador insesgado, es más eficiente3 

queMdn. . 
También sabemos que el parámetro cr; puede estimarse utilizando dos estadístic~s 

distint~s: S'!, y s'!,_ 1. De los dos, solamente s'!,._ 1 es insesgado; pero s'!, es más eficiente4 

que sn-) · 

Una mayor eficiencia indica que el estadístico en cuestión varía menos de _una 
muestra a otra, por lo que las estimaciones que pueden hacerse con él son más pre~isas · 
que las que se hacen con un estimador menos eficient~.Lo cierto es que, aunque un esti­
mador insesgado ofrece, en promedio, estimaciones correctas, si ese estimador no es efi­
ciente (es decir, si su varianz,a es muy grande), muchas de sus estimaciones estarán muy 
por encima del verdadero valor del parámetro y otras muchas muy por debajo. Aunque 
unas y otras se contrarresten para ofrecer una estimación promedio correcta (hemos di­
cho que es insesgado ), al elegir al azar una de esas estimaciones se estará corriendo el 
riesgo de cometer un error m~y grande. De ahí la conveniencia de que un estimador sea, 
además de insesgado, eficiente. · 

La Figura 7. 1 puede ayudar a comprender el significado de estas dos propiedades. 
Los cuadros de la figura representan diánas sobre las que se han efectuado 1 O disparos. 
Lógicamente, los disparos se han hecho intentando acertar en el centro de la diana. La 
situación puede extrapolarse fácilmente a Ja estimación de parámetros si se considera 
que el centro de 1.a diana representa el parámetro que se desea estimar y que Jos 1 O dis­
paros corresponden a 1 O estimaciones efectuadas con un estimador calculado en 1 O 
muestras distintas. 

Figura 7.1. Comportamiento de diferentes estimadores: A= insesgado-eficiente; B = insesgado­
in~ficiente; C = sesgado-eficiente; D = sesgado-ineficiente (adaptado de Wonnacott y Wonnacott, 1990, 
pag. 242) 

A B e D 

3 
Por ejemplo, en el caso concreto de una distribución normal: cr} = cr2!n < cr~dn = l,57cr2/n. Es decir, la varianza 

del estadístico media es menor que la del estadístico mediana. ' 

4 s b 2 2 4 ( )/ 2 2 4 4 a emosquecrs,= cry n-1 n yque cr, =2cry/(n-1) =2cry(n-1)/(n-1)2 (ver,porejemplo,PardoySan 
n sn-1 

Martín, 1998, págs. 72-73). Ahora bien, puesto que (n - I)ln' es menor que (n - I)l(n - I)', puede afirmarse que 
la varianza sesgada es un estimador de cr~ más eficiente que la varianza insesgada (no obstante, esta diferencia en 
la eficiencia de ambos estimadores va disminuyendo hasta anularse conforme el tamafio muestra! va aumentando). 
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En la diana A, los disparos están muy concentrados en tomo al blanco; todas las 
distancias al blanco son bastante cortas y no existe ninguna desviación sistemática del 
mismo; se trata de un estimador insesgado y eficiente. En la diana B, todos los dispa­
ros están muy alejados del blanco; y, aunque no existe una desviación sistemática en 
ninguna dirección, el acierto es bastante escaso; se trata de un estimador insesgado pero 
poco eficiente. En la diana C, los disparos están concentrados en un punto alejado del 
blanco; aunque podría decirse que la puntería es bastante alta (los disparos van siempre 
casi al mismo sitio), existe una desviación sistemática (sesgo) del blanco; se trata de un 
estimador eficiente pero sesgado. En la dianaD, por último, los disparos se encuentran 
dispersos y alejados del blanco, al igual que en la diana B, pero además existe una 
desviación sistemática (sesgo) del blanco; se trata de un estimador sesgado y poco 
eficiente. 

Estimación por intervalos 

Acabamos de ver que la estimación puntual consiste en atribuir un valor concreto al pa­
rámetro estimado. Esta forma de hacer inferencia entraña un riesgo evidente, pues el 
valor que tome un estadístico en una muestra concreta no tiene por qué coincidir exac­
tamente con el valor del parámetro estimado. Debido al~ variación muestra!, siempre 
cabe esperar que se dé cierta discrepancia entre el valor muestra!, e, y el valor pobla­
cional, 8. A esta discrepancia se le llama error muestra! (E) y se define como 

E=IS-81 [7.3] 

En la estimación puntual no hay forma de conocer el valor de E; es decir, al utilizar S 
como estimador de 8 (Y como estimador de µy; P1 como estimador de n1 ; et_c.) no es 
posible conocer el error que se está cometiendo. Sin embargo, siempre que se realiza 
una estimación es importante conocer la precisión (y, por tanto, el error) con la que se 
está trabajando. Esto puede conseguirse recurriendo a la estimación por intervalos: 

La estimación por intervalos consiste en asignar al parámetro que se desea esti­
mar, no un valor concreto, sino un rango de valores entre los que se espera que pue­
da encontrarse el verdadero valor del parámetro con una probabilidad conocida. 

En esta definición hay que destacar la presencia de dos conceptos clave: rango devalo­
res y probabilidad conocida. Aclaremos estos dos conceptos. 

Al rango de valores que se asigna al parámetro se le llama intervalo de confian­
za (JC); y a los extremos del intervalo se les llama límites de confianza: límite inferior 
(L¡) y límite superior (L,). Para construir un intervalo de confianza para el parámetro 
e, al correspondiente estimador puntual e se le suma y se le resta una cantidad llamada 
error máximo (Emáx): 
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El error máximo representa la diferencia máxima que, con una determinada probabi­
lidad, cabe esperar encontrar entre el verdadero valor del parámetro estimado ( 8) y el 
valor concreto del estadístico utilizado para estimarlo (S). 

La utilidad de esta estrategia radica justameµte en que permite conocer la proba­
bilidad con la que cabe esperar que el intervalo construido incluya el verdadero valor 
del parámetro estimado. A esa probabilidad se le llama nivel de confianza y se repre­
senta mediante 1 - a: 

P(L1 ::; 8 ::; L,) = 1 - a [7.5] 

(esta expresión se lee así: la probabilidad de que el parámetro 8 se encuentre entre L
1 

y L, vale 1 - a). Es claro que para conocer el nivel de confianza es necesario que la 
cantidad Emax. esté referida a alguna distribución de probabilidad conocida, en concreto, 
a la distribución muestra! del e,stadístico Sutilizado como estimador. Por tanto, para po­
der construir intervalos de confianza es necesario utilizar estimadores con distribución 
muestra! conocida. Según veremos enseguida, en la estimación por intervalos se co­
mienza fijando el nivel de confianza con el que se desea trabajar (condición de partida) 
y se continúa calculando la cantidad (Emax.) que permite construir el intervalo que 
satisface la condición impuesta. 

Consideremos una población Y/formada por los elementos {l, 2, 3, 4, 5}. Si ex­
traemos de esa población, con reposición, todas las posibles muestras aleatorias de ta­
maño n = 2 y en cada una de ellas calculamos el estadístico Y, podemos obtener la 
distribución m1;1estral de la media que recoge la Tabla 7.1 (esta población de N = 5 
elementos ya la: hemos estudiado en el capítulo anterior, en el apartado Distribuciones 
muestrales: un caso concreto). La tabla incluye las 25 muestras de tamaño n = 2 que es 
posible extraer de la población Y;= {1, 2, 3, 4, 5}, los distintos valores que puede to­
mar el estadístico Y y la frecuencia relativa asociada a cada uno de ellos. Haciendo los 
cálculos oportunos se obtiene 

E(Y) = µy= 3 y 

Aunque conocemos el valor del parámetro µY y, por tanto, no es necesario estimarlo, 
vamos a ver qué ocurre al intentar estimarlo. Al seleccionar una muestra de la población 
definida puede resultar elegida una cualquiera de las 25 posibles. Sabemos que el valor 
de Yva a depender de la muestra concreta elegida. La estimación por intervalos consis­
te en considerar que el verdadero valor de µY no se alejará del estadístico Y en más de 
una determinada cantidad (Emax). Comencemos suponiendo que esa cantidad es 1 error 
típico ( cry: ), es decir, 

L1 = Y - cry: y L, = Y+ cry: 

Al atribuir al parámetro µY un rango de valores comprendidos entre L
1 

y L,, el error 
máximo que estamos dispuestos~ admitir es de 1 error típico: Emax. = cry:. Ahora bien, 
¿qué garantía tenemos de que nuestra estimación es correcta? Veamos lo que ocurre con 
cada una de las 25 muestras posibles. Si la muestra que resulta elegida es (1, 1), la 
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media aritmética Y valdrá 1, y al construir el intervalo de confianza con Emáx = cr¡ = 1 
obtendremos 

L; = 1- 1 = O y L=l+l=2 s 

lo que nos llevará a inferir que el verdadero valor del parámetro µY se encuentra entre 
O y 2. Como resulta que el verdadero valor del parámetro µy es 3, con la muestra (1, l) 
estaríamos construyendo un intervalo incorrecto, es decir, estaríamos asignado al pa­
rámetro µy un rango de valores entre los que, de hecho, no se encuentra su verdadero 
valor. 

Tabla 7.1. Distribución muestra! de la media (Y) formada a partir de las muestras 
de tamaño n = 2 que es posible extraer con reposición de la población Y= {1, 2, 3, 4, 5} 

Muestras posibles y /(Y) 

-1,1 1/25 

(1,2)(2,1) 1,5 2/25 

(1,3) (2,2) (3,1) 2 3125 

(1,4) (2,3) (3,2) (4,1) 2,5 4/25 

(1,5) (2,4) (3,3) (4,2) (5,1) 3 5125 

(2,5) (3,4) (4,3) (5,2) 3,5 4/25 

(3,5) (4,4) (5,3) 4 3/25 

(4,5) (5,4) 4,5 2125 

-5,5 5 1/25 

µ,,= 3; ()"~= 2 

Si en lugar de la muestra (1, 1) resultara elegida la muestra (1, 2) o la muestra (2, 1), el 
intervalo de confianza se construiría a partir de Y= 1,5 y los límites de confianza resul­
tantes serían 

L; = 1,5 - 1 = 0,5 y L, = 1,5 + 1 = 2,5 

Por tanto, ahora estaríamos afirmando que el verdadero valor de µY se encuentra entre 
0,5 y 2,5, lo cual es, de nuevo, una estimación incorrecta pues el verdadero valor de µY 
es 3. Si resultaran elegidas las muestras (1, 3), (2, 2) o (3, 1), el intervalo de confianza 
se construiría a partir de Y= 2 y los límites de confianza resultantes serían 

L¡ = 2 -1 = 1 y L =2+1=3 s 

Con estas tres muestras sí estaríamos construyendo un intervalo correcto, pues el verda­
dero valor del parámetro (µY= 3) se encuentra entre los valores 1 y 3. Y también esta­
ríamos construyendo intervalos correctos con las muestras: (1, 4), (1, 5), (2, 3), (2, 4), 

Capítulo 7. La estimación de parámetros 199 

(2, 5), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (5, l), (5, 2) y (5, 3), pues 
con todas ellas el valor de Y llevaría a construir intervalos de confianza entre cuyos 
límites estaría incluido el verdadero valor del parámetro µy- Sin embargo, al igual que 
con las muestras (1, 1), (1, 2) y (2, 1), también construiríamos intervalos incorrectos 
(intervalos entre cuyos límites no se ~encontraría el valor del parámetro µY) con las 
muestras (4, 5), (5, 4) y (5, 5). ' 

Por tanto, con 19 de las 25 muestras posibles construiríamos intervalos correctos 
y con 6 de las 25 construiríamos intervalos incorrectos. Como todas ellas tienen la mis­
ma probabilidad de ser elegidas, existe una probabilidad de 19/25 = 0,76 de construir 
un intervalo que capture el valor de µy; y una probabilidad de 6/25 = 1- O, 7 6 = 0,24 de 
construir un intervalo que no capture el valor de µr 

La Figura 7.2 muestra esto gráficamente: en lazo na no rayada se encuentran las 19 
medias Y que llevarán a construir un intervalo correcto; en la zona rayada se encuentran 
las 6 medias Y que llevarán a construir un intervalo incorrecto. La anchura o amplitud 
del intervalo es justamente la parte del eje horizontal correspondiente a la zona no 
rayada. 

Llamamos nivel de confianza (y lo representamos mediante 1 - a) a la zona no 
rayada: representa la probabilidad de construir un intervalo entre cuyos límites se 
encuentre el verdadero valor del parlÍffietro. 

Llamamos nivel de riesgo o nivel de significación (y Jo representamos median­
te a) a la zona rayada: representa la probabilidad de construir un intervalo entre 
cuyos límites no se encuentre el verdadero valor del parámetro. 

Por tanto, en la situación representada por la Tabla 7.1 y la Figura 7.2, al-eenstruir un 
intervalo de confianza con~ error máximo de un punto (es decir, Emáx = cr¡ = 1 ), pue­
de afirmarse que el verdadero valor del parámetro µy se encontrará dentro de ese inter­
valo con una probabilidad de 0,76. Y esto lo expresamos de la siguiente manera: 

P(Y - 1:::; µy :::; Y+ 1) = 0,76 

Figura 7.2. Distribución muestral de la media formada a partir de las muestras 
de tamaño n = 2 que es posible extraer de una población de N = 5 elementos 

f(y) 

5125 

4/25 

3/25 

2/25 

1/25 

o 

0,76 

0,12 

1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 4,5 5,0 
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Esto significa que, de todos los intervalos de confianza que es posible construir en el 
escenario descrito, el 76 % de ellos incluirá el verdadero valor de µY (el 24 % no lo in­
cluirá). Por tanto, trabajando con Emáx = cr¡ puede afirmarse con una confianza de O, 76 
(del 76%) que el intervalo resultante incluye el valor del parámetro µ 7 . 

Por supuesto, en lugar de tomar Emáx = cr¡ = 1, podríamos adoptar cualquier otro va­
lor para Emáx · Si, en lugar de un solo error típico, tomáramos, por ejemplo, 1,5 errores 
típicos, es decir, 

Emáx = 1,5cr¡ = 1,5 (1) = 1,5 

el porcentaje de intervalos que captarian el verdadero valor de µ7 sería distinto. En con­
creto, habría 23 muestras de las 25 posibles que llevarían a construir intervalos co­
rrectos. Únicamente las muestras (1, 1) y (5, 5) (es decir, 2 muestras de las 25 posibles) 
llevarian a construir intervalos incorrectos (intervalos que no incluirían el valor de µ 7 ). 

Por tanto, 

P(Y - 1,5 ~ µy ~Y+ 1,5) = 0,92 

Por supuesto, el razonamiento utilizado con Emáx = cr¡ y con Emáx = 1,5 cr¡ sigue sien­
do válido para cualquier otro valor de Emáx; por ejemplo, p¡¡ra 1,96cr¡, o 2cr¡, o 2,58cr¡, 
etc.). El número de errores típicos que se elija determinará el tamaño de Emáx; y el ta­
maño de Emáx determinará el nivel de confianza del intervalo resultante. 

Es claro que cuanto mayor sea Emáx, mayor será la amplitud del intervalo y mayor 
también la probabilidad de que el intervalo construido incluya el verdadero valor de 9. 
Pero debe tenerse en cuenta que, cuanto mayor sea Emáx, menor será la precisión de la 
estimación, pues se estará atribuyendo al parámetro un rango más amplio de valores. La 
Figura 7-3 puede ayudar a entender esto con un estadístico distribuido normalmente. La 
parte del eje horizontal correspondiente a la zona no rayada equivale a la amplitud del 
intervalo de confianza. Obviamente, si se adopta Emáx = cr9 (curva de la izquierda), el 
intervalo es sensiblemente más estrecho· (más preciso) que si se adopta Emáx = 2cr9 
(curva de la derecha), pero ese aumento en la precisión implica una disminución del 
nivel de confianza. 

Figura 7.3. Probabilidades asociadas a los valores ±cr9 y ±2cr9 en la distribución muestra! de un 
estimador 8 distribuido normalmente -

0,6826 0,9544 

0,0228 . 2cr9 0,0228 
A A 

e e 

e - cr9 e e+ cr9 e-2cr9 e e+2cr9 
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Estas consideraciones sugieren la necesidad buscar un equilibrio entre dos objetivos 
contrapuestos: ( 1) que el intervalo construido sea lo bastante amplio como para garan­
tizar que la probabilidad de incluir el parámetro sea alta y, al mismo tiempo, (2) lobas­
tante estrecho como para ofrecer una precisión ace_ptable. 

Este equilibrio se ha buscado tradiciÓnalmente utilizando un nivel de confianza.de 
0,95 y, por tanto, un nivel de riesgo de 0,05. Se consiguen así intervalos de confianza 
con una precisión aceptable al tiempo que se mantiene un nivel de riesgo razonable­
mente pequeño. Por supuesto, no hay nada que impida utilizar niveles de confianza co­
mo 0,90 o 0,99, pero debe tenerse_ en cuenta que el niveLde confianza elegido determina 
el número de errores típicos que es necesario utilizar y, con ello, el tamaño de Emáx y 
la amplitud o precisión del intervalo. 

Dado que las poblaciones con las que se suele trabajar son más grandes que la de 
este sencillo ejemplo, se comprenderá que no es tarea fácil (ni, muchas veces, posible) 
encontrar todas las· muestras de tamaño n que es posible extraer de ellas. Pero en rea­
lidad esto no es un problema porque, para construir intervalos de confianza, todo lo que 
se necesita es conocer la distribución muestra! del estadístico utilizado como estima­
dor: la distribución muestra! de un estimador informa de la probabilidad asociada a cada 
uno de sus valores y eso es todo lo que hace falta para seguir la estrategia descrita. Y 
ya sabemos (ver capítulo anterior) que para conocer la distribución muestra! de un es­
tadístico no es necesario seleccionár una sola muestra; existen procedimientos mate­
máticos que permiten conocer con exactitud el valor esperado, el error típico y la forma 
de muchas distribuciones muestrales. 

Cómo interpretar un intervalo de confianza 

Tras calcular un intervalo con un nivel de confianza de 0,95 se suele caer en la tentación 
de concluir que el parámetro estimado se encuentra entre los límites obtenidos con una 
probabilidad de 0,95. Pero esta afirmación no es del agrado de muchos estadísticos. La 
razón es que el concepto probabilidad debe ir asociado a variables, no a constantes. Y, 
una vez construido un intervalo, ya no existe ninguna variable: los límites del intervalo 
son dos valores concretos, dos constantes, y el parámetro estimado también lo es. Por 
tanto, al interpretar un intervalo de confianza hay que evitar la palabra probabilidad. 

Antes de construir el intervalo sí puede hablarse de probabilidad: existe una pro­
babilidad de 0,95 de que la expresión JC9 = e± Emáx incluya el verdadero valor del pa­
rámetro 8. Una vez construido el intervalo ya no tiene sentido hablar de probabilidad: 
el valor del parámetro se encontrará o no dentro de los límites concretos del intervalo. 

Por tanto, un intervalo construido con una confianza de 0,95 puede interpretarse de 
la siguiente manera: estimamos, con una confianza del 95 %, que el verdadero valor del 
parámetro estimado se encuentra entre los líi¡nites del intervalo construido (hemos evi­
tado la palabra probabilidad). Y lo que esto significa realmente es que se ha utilizado 
un procedimiento que permite afirmar que de cada 100 intervalos que se construyan en 
las mismas condiciones, 95 de ellos incluirán el verdadero valor del parámetro (cinco 
de ellos no lo harán). Por supuesto, Creemos (tenemos una confianza del 95%) que nues­
tro intervalo es uno de los correctos. 
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Intervalo de confianza para el parámetro media 

Sabemos (ver, en el capítulo anterior, el apartado Distribución muestra! del estadístico 
media) que, si la variable Y se distribuye normalmente en la población (o si, aun no sien­
do su distribución normal, el tamaño de la muestra es lo bastante grande), la distribución 
muestra! del estadístico Y es normal con E(f) = µy y cr¡ = cry /{ñ. También sabemos 
que, si Y se distribuye normalmente, entonces (ver ecuación [6.3]): 

z N(O, 1) 

Ahora bien, en la distribución normal tipificadaN(O, 1) se verifica 

Y-µ 
P(Za.12:::; ___ Y:::; Z1-a.12) 

cr-Y 

1- a [7.6] 1- a -+ 

A partir de [7.6], unas sencillas transformaciones (ver, por ejemplo, Pardo y San Martín, 
1998, pág. 102) permiten llegar a 

1- a [7.7] 

L, 

Esto significa que la probabilidad de que el parámetro µy se encuentre entre los valores 
L; y L,, vale 1 - a. Por tanto, haciendo EmZx. = [Za.d cr¡puede afirmarse, con un nivel 
de confianza de 1 - a, que el valor del parámetro µy no se alejará del estimador Y en 
más de la cantidad Emáx. En consecuencia, el intervalo de confianza para el parámetro 
µY puede construirse de la siguiente manera: 

{ 

L = Y+ [Za.12 1 cry/{ñ 

L: = Y - [Za.12 1 cry/{ñ 
[7.8] 

La Figura 7.4 puede ayudar a entender la situación. La curva de la izquierda representa 
el caso general; la de la derecha, el caso concreto en el que 1- a vale 0,95. 

En estas curvas (lo mismo vale decir del resto de curvas), cualquier media Y de la 
zona rayada llevará a construir intervalos que no captarán el verdadero valor del pará­
metro µy, y esto ocurrirá con una probabilidad a= 0,025 + 0,025 = 0,05. Por el con­
trario, cualquier media de la zona no rayada llevará a construir intervalos que captarán 
el verdadero valor del parámetro µ 7 , y esto ocurrirá con una probabilidad 1- a= 0,95. 

Es evidente que la cantidad Emáx (el error máximo) viene determinada por el nivel 
de confianza elegido; con un nivel de confianza de 0,95, Emáx = l,96cr¡; con un nivel 
de confianza de 0,99, EmZx. = 2,57 cr¡; etc. 
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Figura 7.4. Curva normal tipificada N(O, 1). Valores relevantes en la estimación por intervalos 

1-a 0,95 

0,025 

µy+ 1,96crp 

Si no se conoce el valor de cry. no es posible transformar Y en Z. Pero sí es posible sus­
tituir cry por su valor muestr_al para obtener la transformación (ver ecuación [6.4]): 

(con &¡ 
Sy 
-) 
{ñ 

que sabemos que se distribuye según el modelo de probabilidad t de Student con n - 1 
grados de libertad (ver, en el Capítulo (el apartado Distribución muestra! del esta­
dístico media)5

• Y, al igual que ocurre en una distribución normal, en una distribución 
t de Student se Vyrifica (siguiendo el mismo razonamiento que con la transformación 
Z y la curva normal): 

1- a [7.9] 

Por tanto, haciendo EmZx. = 1 tn - I; a.12 I &¡, puede afirmarse, con un nivel de confianza de 
1 - a, que el valor del parámetro µy no se alejará del estimador Y en más de la canti-

1 

5 En todo momento se está asumiendo población infinita o muestreo aleatorio con reposición en pobl~ción finita. 
Recordemos que, en condiciones de muestreo aleatorio sin reposición en población finita, el error típico de Ja dis­
tribución muestral de Ja media (tanto si se conoce cry como si no) necesita ser corregido: 

(conocida cr y) 

[7.10] 

(desconocida cr y) 

El procedimiento para construir un intervalo de confianza para Ja media sigue siendo el mismo. Solamente debe te­
nerse en cuenta que, al trabajar con una población finita de tamaño N y muestreo sin reposición, el error típico de 
la distribución muestra! de Ja media·debe corregirse según acabamos de señalar. Por supuesto, a medida que vaya 
aumentandoN, el término corrector (N - n)/(n -1) irá tendiendo a 1, Jo que significa que muestrear sin reposición 
una población finita grande será equivalente a muestrearla con reposición. 
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dad E . . En consecuencia, si se desconoce el valor de Gp el intervalo de confianza 
para el;arámetro µy puede construirse mediante 

-+ { L, = ~ + ltn-l;a/21 Sy/{ñ 

L; - Y - ltn-l;a/21 Sy/{ñ 
[7.11] 

Con muestras grandes, las distribuciones t y normal son muy parecidas; en esos casos, 
utilizar una u otra no hace cambiar mucho las cosas (ver Apéndice 5). El Apéndice 9 
incluye un apartado sobre la relación entre las transformaciones Z Y T. 

Ejemplo. Intervalo de confianza para el parámetro media 

Una muestra aleatoria de 100 estudiantes universitarios responde a una prueba de inte­
ligencia espacial (Y) en la que obtiene una media de 80 y una desviación típ'.ca i~sesg~­
da de 10. ¿Entre qué límites cabe esperar que se encuentre la verdadera mtehgencia 
espacial media de los estudiantes universitarios, con un nivel de confianza de 0,95? 

Puesto que se desconoce el valor de cr y, no es posible uti\izar la estrategia propuesta 
en [7 .8] basada en la transformación Z; es necesario recurr~r a la es~ategia pr?p~est~ ~n 
[7.11] basada en la transformación T. Además, es necesano asumir que la d1stnbuc10n 
de la variable Y es normal, lo cual no representa ningún problema porque el tamaño 

muestra! (n= lOO)es grande: 

l. a= 0,05. 

2. J tn -1; a/21 = 1199; o,02s I = 1,984. 

3. cr¡ = Sy/{ñ = 10/y'IOO = l. 

4. Emáx = !t99;o,ozsl cr¡ = 1,984(1) = 1,984. 

5. IC = 80 ± 1 984 = (78,02; 81,98). µy , 

Aunque se desconoce el valor de cr y, puesto que el tamaño muestra! es gr~de, también 
puede utilizarse la estrategia propuesta en [7 .8] basada en la transformación Z: 

l. a= 0,05. 

2. JZa121 = JZ0,02sl = 1;96. 

3. cr¡ = Sy/{ñ = 10/y'IOO = l. 
4. Emáx = !Z0,025 J cr¡ = 1,96(1) = 1,96. 

5. IC = 80±1,96 = (78,04;81,96). 
µy 

Puede comprobarse que, efectivamente, cuando n es grande, el resultado que se obtiene 
con la distribución normal es muy parecido al que se obtiene con la distribución t de 

Student. 
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lntérvalo de confianza para el parámetro proporción 

Ya sabemos (ver, en el capítulo anterior, el apartado Distribución muestra! del estadís­
tico proporción) que la distribución muestra! del estadístico proporción (Péxito o P1) 

tiende a aproximarse a la distribución normal a medida que n va aumentando, con valor 
esperado E(P1 ) = n 1 y error típico 

Gp
1 

= Jn1(1-n1)/n 

Por tanto (ver ecuación [5.8]), 

N(O, 1) 

Ahora bien, si la transformación Z se distribuye N(O, 1), entonces se verifica 

A partir de [7.13], unas sencillas transformaciones permiten llegar a 

L, 

[7.12] 

Es decir, la probabilidad de que el parámetro n1 se encuentre entre L; y L, vale 1 - a. 
Haciendo Emáx = 1 Za12 1 cr P puede afirmarse, con un nivel de confianza de 1 - a, que el 

1 
valor del parámetro n1 no se alejará del estimador P1 en más de la cantidad Emáx. En 
consecuencia, el intervalo de confianza para el parámetro n 1 puede calcularse mediante: 

[7.15] 

El problema de este intervalo es que, para construirlo, es necesario conocer el error 
típico de P1 , es decir, O"p • Y ocurre que para conocer Gp es necesario conocer justa­
mente el parámetro que sJ desea estimar, es decir, n1 (ver ~cuación [7.12]). No obstan­
te, puesto que P1 es un estimador consistente del parámetro n1 (ver la nota a pie de pá­
gina número 1 de este mismo capítulo), a medida que el tamaño muestra] n vaya aumen­
tando el valor de P1 se irá pareciendo más y más al parámetro n1 y, consecuentemente, 
podrá utilizarse en su lugar (ver Pardo y San Martín, 1998, págs. 109-110). En cuyo 
caso, el intervalo de confianza para el parámetro n1 podrá construirse mediante: 

-+ ¡ L, : P1 + 1Za12 1 JP(l - P)/n 

L; - P 1 - 1Za121 JP(l - P)/n 
[7.16] 
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Ejemplo. Intervalo de confianza para el parámetro proporción 

En una muestra aleatoria de 320 madrileños mayores de 15 años se ha encontrado un 
32% de fumadores. A partir de este dato, ¿entre qué límites cabe esperar que se encuen­
tre, con una confianza del 95%, la verdadera proporción de fumadores en la población 
de madrileños mayores de 15 años? 

Tenemos una variable dicotómica (fumadores-no fumadores) de la que se han rea­
lizado n = 320 ensayos con proporción de fumadores P 1 = 0,32. Por tanto, 

l. a = 0,05. 

2. IZ1112I = IZ0,02sl = 1,96. 

3. CTp
1 

= ,/P1(1-P1)/n = Vo,32(1-0,32)/320 0,026. 

4. Emáx = 1,96 (0,026) = 0,05. 

5. IC" = 0,32± 0,05 = (0,27; 0,37). 
1 

Podemos afirmar, con una confianza del 95 %, que la proporción de fumadores en la 
población de madrileños mayores de 15 años se encuentra entre 0,27 y 0,37. 

¿Qué amplitud tendría el intervalo con una muestra de mayor tamaño? Ya hemos 
señalado que, al aumentar el tamaño muestra!, disminuye la' amplitud del intervalo. Con 
n = 500, por ejemplo, se obtienen unos límites de 0,28 y 0,36. 

'*'li-% A 5AHWh e ;;reeww 

Apéndice 7 

Precisión de la estimación y tamaño de la muestra 

Un intervalo de confianza suele ser tanto más útil e informativo cuanto menor es su amplitud. 
Ahora bien, la amplitud de un intervalo depende de dos factores: el nivel de confianza utilizado 
y el error típico del estimador. Si disminuye el nivel de confianza, también lo hace la amplitud 
del intervalo, pero a costa de incrementar el riesgo, lo cual no parece una solución razonable. La 
reducción de la amplitud del intervalo hay que intentar conseguirla sin alterar el nivel de confian­
za; y eso pasa, necesariamente, por la reducción del error típico del estimador: cualquier áe'ción 
que pueda llevarse a cabo para reducir el error típico tendrá como consecuencia una reducción 
de la amplitud del intervalo. 

En el caso de la media, su error típico depende tanto de la varianza de la población como 
del tamaño de la muestra, pues cr¡ = cry / fñ. Por lo que se refiere a la varianza poblacional, aun­
que es cierto que no es posible eliminarla por completo porque las fuentes de error en un estudio 
empírico son muchas y de muy diversa índole, una cuidadosa elaboración del diseño de inves­
tigación puede contribuir de forma eficaz a conseguir una importante reducción de la misma. Por 
lo que se refiere al tamaño de la muestra, está claro que un incremento del mismo tiene como 
consecuencia directa una disminución del error típico cr¡. Lo cual implica que, modificando el 
tamaño de la muestra, es posible controlar el grado de precisión del intervdo. 
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Veamos qué puede hacerse con el tamaño de la muestra para conseguir disminuir el error 
típico y obtener, como consecuencia de ello, una'D1ayor precisión en la estimación. De acuerdo 
con el teorema de Tchebychev (ver, por ejemplo, Amón, 1984, págs. 130-131): 

' 1 
P(I e - e 1>1 kicr9) < -

k2 
[7.17] 

Conocida la distribución muestra! del estimador e y siendo kun valor estandarizado de la misma: 

de donde, para un nivel de confianza 1-a dado~ tendremos 

-> E 2 - k2 '2 
- a/2 cr9 [7.18] 

A partir de estas ecuaciones es posible determinar cuál ha de ser el tamaño de la muestra para 
alcanzar una determinada precisión. Consideraremos el caso de la,media y el de la proporción. 

El caso de la media 

Sabemos que cr~ ;= cr; /n. Haciendo k e= Z, se obtiene 

2 
C>y 

n 
-> [7.19] 

que, para un nivel de riesgo dado, indica el tamaño muestra! necesario (n) para obtener una preci­
sión concreta (E). Si se desconoce cr2, sabemos que la tipificación del estadístico media no sigue 
la distribución normal, sino la distribución t de Student. En tal caso, haciendo k = t, se obtiene 

s2 y 

n 
-> n 

2 

S
2 tn-1; a/2 
y---

E2 
[7.20] 

Recordemos el ejemplo utilizado anteriormente en el apartado sobre el intervalo de confianza 
para el parámetro µy. Con una muestra de 100 estudiantes universitarios, una media muestra! de 
80, una desviación típica insesgada de 1 O y un nivel de confianza de 0,95, se construyó un 
intervalo de confianza con límites 78,02 y 81,98, es decir un intervalo con una amplitud de 81,98 
- 78,02 = 3,96 puntos. Sin cambiar el nivel de confianza (0,95), ¿qué tamaño muestra! sería 
necesario para que el intervalo construido tuviera una amplitud de 2 puntos (es decir, un error 
máximo de 1 punto)? 

Con la muestra de 100 sujetos, el intervalo tiene una amplitud de 3,96 puntos. El tamaño 
muestra! necesario para c0"'seguir una amplitud de 2 puntos es 

2 

S
2 tn-I;a/2 

n = y--­
E2 

100 - l,~842 = 393,63 (es decir, 394 sujetos) 
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El caso de la proporción 

Recordemos que, con tamaños muestrales grandes, el error típico de la proporción puede esti­
marse mediante 

En consecuencia: 

-> n 
n 

z2 
P (l-P )~ 

¡ ¡ E1 [7.21] 

Recordemos el ejemplo utilizado en el apartado sobre el interValo de confianza para el paráme­
tro n 1• Con una muestra de 320 madrileños mayores de 15 años, un 32% de fumadores y un ni­
vel de confianza de 0,95, se construyó un intervalo con límites 0,27 y 0,37, es decir, con una 
amplitud de 0,10 puntos. Sin cambiar el nivel de confianza (0,95), ¿qué tamaño muestra! sería 
necesario utilizar para que el intervalo construido tuviera una amplitud de 0,05 puntos? Apli­
cando la ecuación [7.21] se obtiene: 

n = 
z2 

P (1-P )~ 
¡ ¡ E1 

0,32 (1 - 0,32) l,
962 

0,052 

Estimación por máxima verosimilitud 

334,4 , (es decir, 335 sujetos) 

Ya hemos hablado de las propiedades que debe tener un buen estimador. Para encontrar estima­
dores que posean todas o algunas de esas propiedades existen diferentes métodos de estimación 
que, aunque sea superficialmente, conviene conocer. 

Uno de estos métodos, propuesto por Fisher, se conoce con el nombre de máxima verosimi­
litud. Consiste en seleccionar como estimador de un parámetro el valor capaz de maximizar la 
verosimilitud del resultado muestra! concreto obtenido, entendiendo por verosimilitud la proba­
bilidad de, dados uno o más parámetros concretos, obtener el resultado muestra! de hecho ob­
tenido. 

Consideremos una variable aleatoria X con distribución de probabilidad poblacional cono­
cida (el método de máxima verosimilitud exige conocer la forma de la distribución de proba­
bilidad con la que se va a trabajar) y supongamos que de esa distribución de probabilidad, aun­
que conocemos la forma, desconocemos el parámetro 9 (o los parámetros 9¡, 92> ... , 9¡). Extrai­
gamos una muestra aleatoria de tamaño n y representemos por (X¡, X2, ••• ,.X,,) el resultado mues­
tra! concreto obtenido. 

Llamamosfimción de verosimilitud a la función de probabilidad (o de densidad de proba­
bilidad) conjunta asociada al resultado muestra! concreto (X¡, Xi> ... ,.X,,), dado el parámetro 9: 

V(X1, X2, ••• ,.X,, f 9) [7.22] 

Para cada posible valor de 9, la función de probabilidad del resultado muestral (X¡,Xi> ... ,X,,) ten­
drá un valor, probablemente, distinto. Pues bien, el método de estimación de máxima verosimili­
tud consiste justamente en encontrar el valor de 9 que hace máxima la probabilidad conjunta de 
obtener un resultado muestra! como el obtenido. Se trata, por tanto, de maximizar V. 
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Este método de estimación puede ser fácilmente ilustrado utilizando la distribución bino­
mial. Supongamos que, de una determinada población, extraemos una muestra aleatoria de tama­
ño n = 20 y que cada sujeto es clasificado como hombre o como mujer. Llamemos nH a la pro­
porción de hombres en la población. La variable aleatoria n H ="número de hombres en la mues­
tra" será una variable distribuida binomialmente con parámetros n y nw Aunque conocemos el 
valor den, desconocemos el valor de nw ¿Cómo estimarlo? Supongamos que, en la muestra ele­
gida, la variable nH toma el valor 6. ¿Cuál es el valor de nH que hace más probable el resulta­
do muestra! nH = 6? La respuesta a esta pregunta es la estimación de máxima verosimilitud para 
el parámetro nw -

Puesto que la variable nH se distribuye binomialmente, la probabilidad de obtener nH = 6 
con los posibles diferentes valores de nH, puede calcularse de la siguiente manera: 

P(nH) = ( :H) n;n (1 - nHr"n [7.23] 

Por supuesto, también podemos utilizar la tabla de la distribución binomial (ver Tabla B del 
Apéndice final). De una u otra forma obtendremos, para nH = O, 1 O: 

P(nH = 61nH=0,10) = ( 
2

6
°) (0,10)6(0,90) 20

-
6 = 0,0089. 

Para nH= 0,20, 

P(nH = 61nH=0,20) = ( 
2~) (0,20)6(0,80)2

0-
6 = 0,1091. 

Para nH = 0,30, ' 

P(nH = 61nH=0,30) = ( 
2

6
°) (0,30)6(0,70)20

-
6 = 0,1916. 

Podemos seguir calculando, para cada posible valor de nH, la probabilidad de obtener el resulta­
do muestra! concreto nH = 6. Pero a partir de nH = 0,30 esas probabilidades comienzan a dismi­
nuir (puede comprobarse fácilmente). En consecuencia, el principio de máxima verosimilitud nos 
llevará a concluir que el parámetro ns= 0,30 es el que hace más probable el resultado muestra! 
nH = 6. Por tanto, decidiremos utilizar ir.y= 0,30 como estimación maximoverosímil del pará­
metro nH ="proporción de hombres en la población". 

Este sencillo ejemplo sirve para formarnos una idea de cómo funciona el método de estima­
ción de máxima verosimilitud. Pero para conocer cuál es el valor del parámetro que maximiza 
la probabilidad de un resultado muestra! concreto no necesitamos calcular una a una todas las 
probabilidades de ese resultado muestra! bajo todos los posibles valores asumibles por el pará­
metro en cuestión. Podemos m,aximizar V utilizando procedimientos matemáticos mucho más 
directos (ver, por ejemplo, Ríos, 1985, págs. 328-330; o Amón, 1984, págs. 249-254). 

Sin embargo, no pretendemos que el lector conozca la forma concreta de obtener una estima­
ción por el método de máxima verosimilitud. Lo que nos interesa destacar aquí es el importante 
punto de vista general sobre el que descansa el principio o método de máxima verosimilitud. Este 
punto de vista se refiere a que las características poblacionales verdaderas deberán ser aquellas 
que hagan probables nuestros resultados muestra/es. Si una situación teórica convierte en impro­
bables los resultados empíricos obtenidos, deberemos dudar de ella. La razón es fácil de entender: 
si una situación teórica hace improbable la aparición de un resultado empírico concreto y, sin 
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embargo, ese resultado empírico se produce, habrá que pensar que la situac~ón teórica planteada 
no puede ser verdadera Las afirmaciones teóricas son creíbles en la med1~ :n que lo~ datos 
empíricos se muestran compatibles con ellas. Por supuesto, los datos de ~ umco e:'Penme~to 
nunca deben considerarse definitivos a la hora de confirmar o no una teona; se reqllieren vanas 
réplicas, variaciones en el diseño, diferentes tipos de mediciones, etc., y, aun así, _la c~nfi~~ción 
de una teoría dificilmente se convierte en definitiva; sin embargo, el punto de VISta rmphc1to en 
el principio de máxima verosimilitud siempre está presente en los diferentes procedimientos de 
análisis de datos y, consecuentemente, en la propia metodología científica. 

Estimación por mínimos cuadrados 

Otro importante método de estimación (muy útil en ciertos casos; ver el Capítulo 9; ver también 
el Capítulo 1 O del segundo volumen) consiste en utilizar como estimación de un parámetro aquel 
valor que hace mínimas las distancias al cuadrado entre ese valor estU:1ad? y l?s resultados ~~es­
trales observados. Este método no requiere conocer la forma de la d1stríbuc1ón de probab1hdad 
con la que se trabaja (como ocurre con el método de máxima verosimilitud) pero no sirve para 
estimar todo tipo de parámetros. 

Consideremos el caso de la media Extraigamos de una población cualquiera una muestra 
aleatoria de tamaño n. Llamemos (Y;, Y2' ... , Yn) al resultado muestra! concreto obtenido. Siguien­
do el método de mínimos cuadrados utilizaremos como estimador de µy el valor P.y que haga 
mínima la expresión 

[7.24] 

Es decir utilizaremos como estimador de µ el valor que consiga hacer mínimas las distanci~ 
al cua~do respecto a los n elementos del r~sultado muestra! obtenido. Sumando y restando Y 
en [7.24], agrupando y desarrollando, obtenemos 

tcY¡- P.y)2 = tcY¡- .Y+ .Y- µy) 2 = t[(Y¡- n +e.Y- P.y)J
2 

i i l 

t [(Y¡ - Y) 2 + (Y - P-y)2 + 2(Y¡ - i)(Y - P.y)] = [7.25] 
¡ 

ter;- n 2 + f,(.Y- P.y) 2 + f,2(y;- i)(i- µy) 
i i l 

Teniendo en cuenta que 

f,2(Y¡- i)(Y- P.y) 2(Y- P.y)t(Y¡-Y) =O, [7.26] 
i 

la expresión [7.25] se reduce a 

f, (Y; - P.y)2 = f, cr; - n2 + f, (Y- P.y)2 [7.27] 
j i i 

Ahora bien, el término 

[7.28] 
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no es más que el numerador de la ya conocida fórmula de la varianza: 

n 

:E (Y;- .Y)2 si= _i ___ _ 

n -1 
n - 2 L (Y¡ - Y)2 = {n -1) Sy 
i 

[7.29] 

Por tanto, sustituyendo en [7.27] y teniendo en cuenta que tanto Y como µY son términos cons­
tantes y que el sumatorio de una constante es n veces esa constante, se llega a 

t(Y¡-P.y)2 
= (n-l)Si+(n-l)(Y-P.y)2 

i 
[7.30] 

Dado que ninguno de los tres términos en [7.30] puede ser negativo (se trata del tamaño muestra! 
y de cantidades elevadas al cuadrado) y la suma de las desviaciones(Y.- P.y)2 forma parte de 
(n -1) si, la suma de esas desviaciones será mínima cuando el product~(n - l)(Y- µy) 2 valga 
cero, lo cual únicamente es posible cuando Y= P.r Por tanto, la media muestra! Y es el estima-
dor mínimo-cuadrático de la media poblacional µr · 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

7.1. Las puntuaciones Y que se .obtienen en' la Escala de Inteligencia para Adultos de Wechsler 
(WAIS) se distribuyen normalmente con µy= 100 y crr = 15. Un psicólogo ha constrÜido una 
nueva prueba de inteligencia y desea saber si la media estandarizada que se obtiene con ella se 
parece o no a la que ofrece el W AIS. Para ello, selecciona una muestra aleatoria de 100 sujetos 
y, tras pasarles la prueba, obtiene una media de 104. El psicólogo desea saber si el intervalo de 
confianza que se obtiene a partir de la nueva media incluye o no entre sus límites el valor origi­
nal 100. ¿A qué conclusión llegará el psicólogo, con un nivel de significación de 0,05? 

7.2. ¿A qué conclusión habría llegado el psicólogo del ejercicio anterior si, con el mismo nivel de 
confianza, en lugar de seleccionar una muestra de 100 sujetos, hubiera seleccionado una muestra 
de 30 sujetos? 

7.3. Al seleccionar una muestra aleatoria de 40 pacientes de un hospital se ha encontrado que 8 de 
ellos presentan síntomas depresivos. ¿Entre qué límites cabe esperar, con un nivel de confianza 
de 0,95, que se encuentre la proporción de pacientes con síntomas depresivos en la población 
de pacientes de ese hospital? 

7.4. Una muestra aleatoria de 100 sujetos ha obtenidÓ en una escala de satisfacción con la atención 
recibida en el servicio de urgencias de un determinado hospital una media de 1 O y una desvia­
ción típica de 4. Al calcular los límites de confianza para la media poblacional se ha obtenido 
una puntuadón de 9 para el límite inferior y de 11 para el superior. ¿A qué nivel de confianza 
se han calculado estos límites? 
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7.5. De los 150 estudiantes aleatoriamente seleccionados entre los matriculados en una determinada 
facultad, el 43 % mostró actitudes calificables de hostiles (H) hacia la asignatura Análisis de 
datos. Con un nivel de confianza de 0,95, ¿entre qué límites estimaremos que se encuentra la 
verdadera proporción de estudiantes de esa facultad con actitudes hostiles hacia la mencionada 
asignatura? 

7.6. ¿Qué tamaño debería tener la muestra del ejercicio anterior para que, al estimar la verdadera 
proporción de estudiantes con actitudes hostiles, con el mismo nivel de confianza, el error máxi­
mo del intervalo de confianza obtenido sea justamente la mitad del obtenido con la muestra de 
150 estudiantes? 

7.7. En una muestra aleatoria de 100 estudiantes universitarios hemos obtenido una media de 50 y 
una varianza de 225 en una prueba de razonamiento ab.stracto. Queremos estimar la media de 
la población sirviéndonos de un intervalo de confianza cuyo error máximo sea de 3 puntos. ¿Qué 
nivel de confianza debemos utilizar? 

7.8. En un experimento sobre agudeza visual se ha presentado a un sujeto 50 pares de estímulos lu­
minosos para comprobar si era capaz de percibir la diferencia en intensidad entre los dos estí­
mulos de cada par. El sujeto debía pulsar un botón rojo cuando creía que la intensidad lumino­
sa de los estímulos era distinta y un botón verde cuando creía que la intensidad luminosa de los 
estímulos era la misma. ¿Con qué número de aciertos (A) podremos pensar que el sujeto no ha 
estado pulsando los botones al azar? (a.= 0,05). · 

7.9. Un investigador desea construir una escala con pares de estímulos visuales para utilizarla en 
experimentos sobre agudeza visual. Desea que la dificultad de discriminación de cada par de 
estímulos sea de nivel medio. Elabora25 pares de estímulos y los pasa a 100 sujetos con la in­
tención de seleccionar para su escala aquellos pares que sean percibidos como diferentes (D) por 
la mitad de los sujetos. ¿Qué número mínimo y máximo de sujetos tienen que percibir los estí­
mulos de cada par como diferentes para que se cumpla el criterio de dificultad media estableci­
do por el investigador? (a.= 0,05). 

7.10. Una prueba de aptitud espacial esta formada por 15 preguntas dicotómicas (dos alternativas de 
respuesta).¿ Qué número mínimo y máxímo de aciertos (A) cabe esperar que tenga un sujeto que 
responde al azar? (a.= 0,05). 

7.11. Algunos trabajos señalan que, en la Comunidad de Madrid, los trastornos depresivos afectan 
al 32 % de las personas en paro. Un psicólogo social sospecha que esa cifra está desfasada y de­
cide obtener nueva información. Selecciona una muestra aleatoria de 300 personas en paro y 
encuentra que 63 de ellos muestran trastornos depresivos. Utilizando a.= 0,05, ¿a qué conclusión 
llegará el psicólogo sobre la afirmación inicial de que el 32 % de las personas en paro padecen 
trastornos depresivos? 

7.12. Sabemos que la variable Y se distribuye N(µy, cry). Con un nivel de significación de 0,05 y una 
muestra aleatoria de tamaño n se ha obtenido, para la media, el siguiente intervalo de confian­
za: L; = 80, L, = 90. Esto supuesto (elegir la alternativa correcta): 

a. Vale 0,95 la probabilidad de que la media de cualquier muestra aleatoria procedente de esa 
población caiga dentro del intervalo (80, 90). 

b. Vale 0,05 la probabilidad de que el parámetro µy caiga dentro del intervalo (80, 90) con tal 
de que la muestra sea aleatoria 
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c. Extrayendo un número indefinido de muestras aleatorias de tamaño n de esa población, el 
95% de los intervalos construidos contendrá el parámetro µy. 

d. Extrayendo un número indefinido de muestras aleatorias de tamaño n de esa población, vale 
0,05 la probabilidad de que uno de ellos no contenga el parámetro µy. 

e. Vale 0,95 la probabilidad de que, al seleccionar aleatoriamente una puntuación de esa 
población; ésta se encuentre dentro del intervalo (80, 90). 

7.13. La anchura de un intervalo de confianza (indicar cuál de las siguientes afirmaciones es correc­
ta y cuál incorrecta): 

a. Es independiente del tamaño de la muestra. 
b. Aumenta cuando aumenta el tamaño de la muestra. 
c. Es mayor cuanto más homogénea es la población. 
d. Aumenta cuando aumenta el nivel de confianza 1 - a.. 
e. Disminuye cuando aumenta el nivel de confianza 1 - a.. 
f Disminuye cuando aumenta el error típico del estimador. 

7.14. Un estudiante lee en un informe que los límites del intervalo de confianza al 95 % para el co­
ciente intelectual medio de los universitarios españoles se encuentra entre 98 y 106. Al preguntar 
a un compañero por el significado de ese intervalo, éste le responde que "el 95 % de los uni­
versitarios españoles tiene un cociente intelectual comprendido entre 98 y 106". ¿Ha hecho el 
estudiante una interpretación correcta del intervalo de confianza? ¿Por qué? 



Introducción 
a la inferencia estadística (11) 

El contraste de hipótesis 

La estimación de parámetros estudiada en el capítulo anterior es una de las dos estrate­
gias disponibles para realizar inferencias. Ya hemos señalado que la otra estrategia es 
el contraste de hipótesis. Un contraste de hipótesis (hyp~thesis test), también llamado 
contraste o prueba de significación (signifzcqnce test), es una estrategia diseñada para 
tomar decisiones: un procedimiento que permite de,cidir si uña proposición acerca de 
una población puede mantenerse o debe rechazarse. 

En la investigación aplicada es frecuente encontrarse con problemas de conoci­
miento surgidos a partir de conocimientos ya existentes o a partir de la observación de 
nuevos datos: ¿es el tratamiento A más apropiado que el B'Para aliviar lÓs síntomas de 
los pacientes con trastorno depresivo?, ¿son los sujetos que se sienten inseguros más 
agresivos que los que se sienten seguros?, l,difieren los hombres y l;s· mujeres en in­
tención de voto?, etc. Estos interrogantes son solo un pequeño ejemplo de la multitud 
de problemas de conocimiento que se generan en el ámbito de las ciencias sociales y 
de la salud. Surgen, por lo general, en el seno de una teoría que intenta dar cuenta de 
alguna parcela de la realidad y se plantean con la intención de cubrir alguna laguna 
concreta de conocimiento que esa teoría no cubre o para corroborar una parte o el total 
de esa teoría. 

Surgido el problema, el paso siguiente consiste en aventurar algún tipo de solución 
al mismo. Esta solución tentativa o provisional suele tomar forma de afirmación direc­
tamente verificable (es decir, empíricamente contrastable; de no ser así, nos moveríamos 
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en el terreno de la especulación y no en el de la ciencia) en la que se establece de forma 
operativa el comportamiento de la variable o variables involucradas en el problema. Esa 
afirmación verificable recibe el nombre de hipótesis científica o de investigación (ver 
Pereda, 1987, Capítulo 5). Así, ante la pregunta (problema de conocimiento) ¿cuál de 
dos tratamientos, A y B, es más eficaz para aliviar los síntomas de pacientes con depre­
sión?, podríamos aventurar la hipótesis de que los tratamientos son igualmente efica­
ces. Por supuesto, habría que definir con precisión (operativamente) en qué consiste 
cada tratamiento, y qué se entiende por depresión y cómo medirla. Solamente entonces 
la afirmación podría considerarse una hipótesis científica. 

Hecho esto, ya estaríamos en condiciones de iniciar el proceso de verificación de 
esa hipótesis. Y el proceso de verificación habitualmente utilizado en las ciencias em­
píricas sigue los pasos que en este capítulo describimos bajo la denominación de con­
traste de hipótesis. 

El contraste de hipótesis 

El primer paso del proceso de verificación de una hipótesis 1 consiste en formular esta­
dísticamente la hipótesis científica que se desea contrastar; es decir, en transformar la 
hipótesis científica en hipótesis estadística. Esto supone que de una hipótesis científi­
ca se derivan una serie de consecuencias referidas a la forma de una o varias distribu­
ciones poblacionales, o al valor de uno o más parámetros de esas distribuciones. Así, 
por ejemplo, la hipótesis científica los tratamientos antidepresivos Ay B son igualmente 
eficaces implica, en tértninos estadísticos, µA = µ9; es decir, que el promedio µA de la 
distribución de la variable depresión en la población de pacientes que reciben el trata­
miento A es igual al promedio µ9 de esa misma distribución en la población de pacientes 
que reciben el tratamiento B. 

Formulada la hipótesis estadística, el segundo paso de un contraste de hipótesis con­
siste en buscar evidencia empírica relevante capaz de informar sobre si la hipótesis 
formulada es o no sostenible. Esto, en general, no resulta demasiado complicado de con­
seguir: parece razonable pensar que, si una hipótesis concreta referida a una distribución 
poblacional es cierta, al extraer una muestra de esa población débe encontrarse un resul­
tado muestra! similar al que esa hipótesis propone para la distribución poblacional. Por 
ejemplo, si una hipótesis afirma que dos tratamientos antidepresivos son igualmente efi­
caces (µA= µ9) y se asume que esa hipótesis es cierta, debe esperarse que, al extraer una 
muestra aleatoria de la población de pacientes tratados con A y otra de la población de 

1 Por supuesto, no todas las hipótesis científicas requieren de la utilización del contraste de hipótesis para ser veri­
ficadas. Recordemos a este respecto lo dicho en el Capítulo 1 sobre Jos fenómenos deterministas y aleatorios. Una 
afirmación del tipo "tal persona posee una inteligencia superior a Ja media" puede verificarse simplemente obser­
vando a esa persona. Sin embargo, una afirmación del tipo "las personas autoritarias tienen una inteligencia infe­
rior a la media" no puede ser verificada recurriendo solo a la observación: dificilmente alguien podría observar a 
todas las personas autoritarias. Es justamente en las situaciones en las que no se tiene acceso a todos los elementos 
de la población donde las estrategias basadas en la inferencia estadística (la estimación de parámetros y eCcontraste 
de hipótesis) aportan todo su potencial para la verificación de hipótesis científicas. 
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pacientes tratados con B, el nivel de depresión observado en ambas muestras, YA y Y 9, 

sea similar. 
Ahora bien, si el resultado muestra! encontrado no coincide con la afirmación esta­

blecida en la hipótesis, pueden estar ocurriendo dos cosas diferentes: bien la hipótesis 
planteada no es cierta y, por tanto, es incapaz de ofrecer predicciones correctas; bien la 
hipótesis es cierta y la discrepancia observada entre la hipótesis y los datos es solamen­
te producto de las fluctuaciones propias del azar muestra!. La clave está precisamente 
en poder discernir cuándo una discrepancia entre el eomportamiento de los datos y la 
afirmación establecida en la hipótesis es lo bastante grande como para considerar que 
el resultado muestra! observado es incompatible con la hipótesis formulada, es decir, 
lo bastante grande como para considerar que laAiscrepancia hipótesis-datos no es ex­
plicable por las fluctuaciones del azar muestra! sino por el hecho de que la hipótesis 
planteada es falsa. 

Necesitamos, y éste es el tercer paso del proceso, una regla de decisión. Y esa regla 
se establece en términos de probabilidad. Si en el ejemplo propuesto sobre la eficacia 
de dos tratamientos se pudiera trabajar con las poblaciones completas de pacientes tra­
tados con A y con B (es decir, si se pudiera medir el nivel de depresión en todos los pa­
cientes tratados con A y con B), no habría que recurrir a la teoría de la probabilidad 
porque tampoco sería necesario efectuar ningún tipo de inferencia: se conocerían los 
valores poblacionales µA y µ9, y se sabría si son iguales o no. Pero el hecho de tenen¡ue 
trabajar con muestras en lugar de poblaciones obliga a recurrir a la inferencia y a tener 
que establecer una regla de decisión en términos de probabilidad. 

Ahora bien, el número de reglas de decisión que es posible establecer en una situa­
ción particular es casi ilimitado. Por supuesto, unas reglas serán mejores o más útiles 
que otras y, probablemente, ninguna de ellas será lo bastante buena cOmo para resultar 
útil en todo tipo de situaciones. Afortunadamente, la teoría de la decisión se ha encar­
gado de elaborar algunos argumentos que pueden trasladarse al contexto del contraste 
de hipótesis. La regla de decisión que se utiliza en los contrastes de)hipótesis se basa en 
el siguiente razonamiento: si, suponiendo cierta l¡¡ hipótesis, el resultado muestral ob­
servado es improbable, se considera que la hipótesis es incompatible con los datos; por 
el contrario, si, suponiendo cierta la hipótesis, el resultado muestra! observado es pro­
bable, se considera que la hipótesis es compatible con los datos2

• Por tanto, se trata de 
una regla de decisión que se basa en el grado de compatibilidad (expresada :\sta en tér­
minos de probabilidad) existente entre la hipótesis y los datos. 

Imaginemos que estamos interesados en averiguar si un grafólogo posee o no la ca­
pacidad de detectar la presencia de trastornos depresivos a partir de la escritura. Para 
ello, podríamos comenzar formulando la hipótesis de que el grafólogo no posee tal ca­
pacidad. Si esta hipótesis es cierta, al presentar al grafólogo un par de muestras de es­
critura (una perteneciente a un paciente con trastorno y otra a un paciente sin trastorno) 
para que elija la que pertenece al paciente con trastorno, cabe esperar que responda al 
azar (se está asumiendo que la hipótesis es cierta), por lo que la probabilidad de acierto 
será de 0,5. Por el contrario, si la hipótesis es falsa (y, por tanto, el grafólogo sí posee 

2 Sobre el significado de Jos términos "probable" e "improbable" volveremos más adelante. 
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la mencionada capacidad), al presentarle el mismo par de muestras de escritura, la pro­
babilidad de acierto será mayor que 0,5, es decir, mayor que la probabilidad de acertar 
por azar. En este escenario, la hipótesis de que el grafólogo no posee la capacidad de 
diagnosticar trastornos depresivos a través de la escritura implica una afirmación es­
tadística del tipo 

nacieno :::; 0,5 

Para contrastar esta hipótesis se pueden presentar, en lugar de un par de muestras de es­
critura, 1 O pares. Si la hipótesis es verdadera, cabe esperar encontrar no más de 5 acier­
tos (no más del número de aciertos esperable por azar). Por el contario, si la hipótesis 
es falsa, cabe esperar encontrar un número de aciertos superior a 5 (más aciertos de los 
esperables por azar). 

Ahora bien, si el grafólogo obtiene 6 aciertos, ¿podrá decirse que ese resultado es 
mayor que el esperable por azar? ¿Y si obtiene 7? ¿Con cuántos aciertos podremos decir 
que el grafólogo ha superado el resultado más alto esperable por azar? Para responder 
a esta pregunta, en lugar de basamos en nuestras apreciaciones subjetivas, recurrimos 
a la teoría de la probabilidad intentando establecer una regla que nos permita decidir 
cuándo los datos son compatibles con esa hipótesis y cuándo no. 

Aplicando esta regla, un número de aciertos esperable por azar (es decir, un resul­
tado probable cuando se diagnostica al azar) llevará a decidir que la hipótesis plantea­
da es compatible con los datos y a sospechar que el grafólogo no posee la capacidad de 
diagnosticar a partir de la escritura; por el contrario, un número de aciertos mayor que 
el esperable por azar (es decir, un resultado improbable cuando se diagnostica al azar) 
llevará a decidir que la hipótesis planteada es incompatible con los datos y a concluir 
que el grafólogo sí posee esa capacidad (pues si "nacierto:::; 0,5" es una afirmación in­
correcta, entonces la afirmación correcta debe ser "•cieno > 0,5). Así pues, resumiendo: 

Un contraste de hipótesis es un proceso de decisión en el que una hipótesis for­
mulada en términos estadísticos es puesta en relación con los datos empíricos para 
determinar si es o no compatible con ellos. 

Y, en cuanto proceso que es, se desarrolla en una serie de pasos que se ajustan a Ja lógi­
ca que acabamos de resumir y que se describe con más detalle a continuación3. 

Las hipótesis estadísticas 

Una hipótesis estadística es una afirmación sobre una o más distribuciones de probabi­
lidad; más concretamente, sobre la forma de una o más distribuciones de probabilidad, 

3 
En la inferencia estadística no existe un único punto de vista. Es frecuente encontrarse con la distinción entre el 

enfoque clásico, en el que se considera que la única información disponible sobre la población es la que contienen 
las muestras, y el enfoque bayesiano, en el que, además de la información muestra!, se hace uso de conocimientos 
previos. Las ideas sobre el contraste de hipótesis tal como se expone aquí fueron introducidas inicialmente por Ro­
nald A. Fisher (1925, 1955) y completadas por Neyman y Pearson (1928, 1932, 1933), aunque las principales apor­
taciones de Neyman y Pearson las dejaremos para el segundo volumen. Esta versión del contrate de hipótesis de­
be ser enmarcada dentro del enfoque clásico. 
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o sobre el valor de uno o más parámetros de esas distribuciones. Las hipótesis estadís­
ticas se suelen representar por la letra H seguida de una afirmación que d:l contenido a 
la hipótesis: 

H: la variable Y se distribuye normalmente con µy= 100 y cry= 15. 

H: ¡¡;acierto= 0,5. 

H: µy.:::;30. 

H: Mdn1 =f.Mdn2 • 

H: µi = µz = µ3 =.µ4. 

En general, una l:).ipótesis estadística surge a partir de una hipótesis científica. Pero en­
tre una hipótesis científica y una hipótesis estadística no existe una correspondencia 
exacta. La primera actúa como referente para la formulación de la segunda, pero no son 
la misma cosa. Una hipótesis científica se refiere a algún aspecto de Ja realidad; una 
hipótesis estadística se refiere a algún aspecto de una distribución de probabilidad. Esto 
significa, por ejemplo, que la expresión µA= µs propuesta anteriormente no es la única 
formulación estadística que puede derivarse de Ja hipótesis científica ambos tratamien­
tos son igualmente eficaces. En lugar del promedio µ podria utilizarse el promedio Mdn 
y establecer esta otra formulación estadística: MdnA = Mdns. Y todavía podría trans­
formarse esa hipótesis científica en estadística utilizando otras estrategias muy distintáS; 
por ejemplo: F(YA) = F(Ys), es decir, la función de distribución de la variable Y= "ni­
vel de depresión" es la misma en la población de pacientes tratados con A y en la de 
pacientes tratad9s con B. · . 

Existen, por tanto, varias formas distintas de expresar estadísticaillente una hipótesis 
científica concreta. A lo largo de este capítulo y de los que siguen iremos viendo qué 
hipótesis estadísticas es posible plantear y cómo deben plantearse. De momento;basta 
con saber que el primer paso de todo contraste de hipótesis consiste en formular en tér­
minos estadísticos la afirmación contenida en la hipótesis científica que se de.sea con­
trastar. 

Dicho esto, es necesario señalar que, aunque hasta ahora se han venido proponiendo 
ejemplos en los que se ha formulado una sola hipótesis, lo cierto es que los contrastes 
de hipótesis se basan en la formulación de dos hipótesis: 

1. La hipótesis nula, representada por H0• 

2. La hipótesis alternativa, representada por H 1• 

La hipótesis nula H0 es la hipótesis que se pone a prueba. Es Ja clave de todo el pro­
ceso: no solo es el punto de partida sino que, según veremos, guía todo el proceso y es 
sobre quien finalmente recae la decisión (de hecho, a los contrastes de hipótesis tam­
bién se les suele llamar pruebas de significación de la hipótesis nula). Esta hipótesis 
adopta la forma de afirmación concreta sobre la forma de una distribución de probabi­
lidad o sobre. el valor de alguno de los parámetros de esa distribución: 

H0: La variable Y se distribuye normalmente con µy= 100ycry=15. 

Ho: n1 = n2· 
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Ho: µ¡ = µz. 

Ho: PXY= O. 

Ho: rcacierto = 0,5. 

La hipótesis alternativa H1 es la negación de la hipótesis nula. H 1 incluye todo lo que 
H0 excluye. Mientras que H0 es una hipótesis exacta (tal cosa es igual a tal otra), H1 es 
inexacta (tal cosa es distinta, mayor o menor que tal otra): 

H 1: La variable Y no se distribuye normalmente con µy= 100 y cr y= 15. 

H1: rc 1 > rc2 • 

Hi: µ¡ < µz. 

H¡: PXY=I= O. 

H¡: TCacierto < 0,5. 

Cuando en H1 aparece el signo distinto(=/=), se dice que el contraste es bilateral o bidi­
reccional. Cuando en H 1 aparece el signo menor que ( <) o mayor que (>) se dice que el 
contraste es unilateral o unidireccional. Enseguida volveremos sobre esto. 

La hipótesis nula y la hipótesis alternativa suelen plantearse como hipótesis rivales. 
Son hipótesis exhaustivas (agotan todas las posibilidades) y mutuamente exclusivas (no 
se solapan), lo cual implica que si una es verdadera, la otra es necesariamente falsa. Se­
gún esto, en los ejemplos propuestos anteriormente pueden plantearse las siguientes 
hipótesis: 

a) Ho: µA= µs. 

H¡: µA=/= µB. 

b) H0: rcacierto ~ 0,5. 

Hi: rcacierto > 0,5. 

Las hipótesis del párrafo a se refieren al ejemplo sobre la eficacia de dos tratamientos 
antidepresivos: la hipótesis nula afirma que el nivel medio de depresión de los pacientes 
tratados con A es el mismo que el de los tratados con B; la hipótesis alternativa afirma 
que no es el mismo. Las hipótesis del párrafo b se refieren al ejemplo del grafólogo ca­
paz de diagnosticar trastornos depresivos a través de la escritura: la hipótesis nula 
afirma que el grafólogo no posee tal capacidad; la hipótesis alternativa afirma que sí la 
posee. En ambos casos, H0 y H 1 se plantean como hipótesis exhaustivas y mutuamente 
exclusivas. 

Conviene no pasar por alto un detalle de especial importancia: el signo igual(=), 
tanto si va solo (µA = µs) como si va acompañado (rcacierto ~ 0,5), siempre va en la hipó­
tesis nula. Ya hemos señalado que H 0 es la hipótesis que se somete a contraste. Esto 
significa que la afirmación concreta establecida en H0 (y la única afirmación concreta 
que se está haciendo es la que corresponde al signo "=") es el punto de partida de todo 
el proceso. Es decir, tanto si H0 es exacta (µA = µs) como si es inexacta (rcacierto ~ 0,5), 
todo el proceso de decisión va a estar basado en un modelo probabilístico construido a 
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partir de la afirmación concreta correspondiente al signo "=" presente en H 0• Ensegui­
da veremos que es justamente ese modelo probabilístico el que ofrece la información 
necesaria para tomar una decisión sobre H 0• 

Los supuestos del contraste 

Para contrastar hipótesis estadísticas es necesario que la distribución muestra! con la 
que se va a trabajar esté completamente especificada. 

Por ejemplo, una afirmación del tipo "la variable Y se distribuye normalmente con 
parámetros µY= 100 y cr y= 15" es una afirmación que identifica por completo las ca­
racterísticas de la población de referencia: define una población normal con paráme­
tros conocidos. Sabemos qué se puede esperar de una muestra aleatoriamente seleccio­
nada de esa población. Pero una afirmación del tipo "µy= 30" hace referencia a una 
población de la que únicamente se sabe que la media de la variable Yvale 30. No sa­
bemos qué se puede esperar en una muestra seleccionada de esa población a no ser que 
impongamos alguna condición extra como la forma de la población y el valor de la 
desviación típica. 

Con las hipótesis de un contraste pasa algo parecido. Enseguida vef~mos que la dis­
tribución que es necesario conocer <;n un contrate de hipótesis es

1

la distribución mues­
tra! del estadístico del contraste. Y, como las hipótesis nulas no siempre perr¡:liten espe­
cificar por completo esa distribución muestra!, es necesario establecer condiciones adi­
cionales a las q11e impone la hipótesis nula. Estas conditiones adicionales son las que 
llamamos supuestos del contraste. 

En el ejemplo del grafólogo supuestamente capaz de detectar trastornos depresivos 
a través de la escritura, para verificar si el grafólogo posee o no esa capaelcrad~ se han 
planteado las hipótesis estadísticas H0: re acierto~ 0,5 y H1: re acierto> 0,5. Y para contrastar 
esas hipótesis se han presentado al grafólogo 1 O pares de muestras de escritura. Pues 
bien, si los 1 O pares de muestras de escritura se presentan de forma independiente 
(muestra aleatoria) y en cada presentación únicamente hay dos resultados posibles 
(acierto-error) con re acierto= 0,5 en cada presentación, la variable número de aciertos 
tendrá una distribución de probabilidad completamente especificada (la binomial, con 
parámetros n = 1 O y re acierto= _0,5; ver, en el Capítulo 6, el apartado Distribución mues­
tra/ del estadístico proporción) y eso permitirá poder tomar una decisión sobre H0 ba­
sada en la probabilidad asociada a cada número de aciertos. 

Normalmente será necesario establecer supuestos sobre las características de las 
poblaciones muestreadas. Pero también será necesario establecer otro tipo de supuestos 
relacionados con la forma de llevar a cabo el estudio: si la muestra es aleatoria ... , si las 
presentaciones son independientes ... 

Resumiendo: los supuestos de un contraste de hipótesis son el conjunto de con­
diciones que deben darse (forma de la población de partida, características de la muestra 
elegida, etc.) para que la distribución muestra! del estadístico del contraste (es decir, la 
distribución de probabilidad en la que se basará la decisión sobre H0 ) quede completa­
mente especificada. 
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El estadístico del contraste y su distribución muestra! 

El estadístico del contraste es un valor muestra! que cumple una doble condición: ofre­
ce información relevante sobre la afirmación establecida en la hipótesis nula tiene dis­
tribución muestra! conocida. 

Si la hipótesis que se desea contrastar es H0: µy=30, debe recurrirse a un estadísti­
co que pueda detectar cualquier desviación de la afirmación establecida en H0• Obvia­
mente, ni Sy, ni ?acierto' por citar algunos estadísticos conocidos, ofrecerán información 
relevante sobre el parámetro µy. Para contrastar H0: µy= 30, lo razonable será utilizar 
la información muestra! basada en el estadístico Y; del mismo modo, si la hipótesis que 
se desea contrastar es del tipo H0: n:acierto = O, 70, lo razonable será recurrir a un estadís­
tico que pueda ofrecer información relevante sobre n:acierto' por ejemplo, Pacierto; etc. 

La segunda condición que debe cumplir un estadístico para que pueda utilizarse co­
mo estadístico del contraste es la de tener distribución muestra! conocida. Precisamente 
la distribución muestra! del estadístico del contraste es la que permite conocer las pro­
babilidades en las que más tarde se basará la decisión sobre H0• 

Por tanto, una vez formuladas las hipótesis, el siguiente paso consiste en seleccio­
nar un estadístico capaz de informar sobre ellas y en fijar las condiciones (supuestos) 
necesarias para conseguir determinar su distribución muestra!. En el ejemplo sobre el 
grafólogo supuestamente capaz de diagnosticar trastornos depresivos a partir de la es­
critura se habían planteado las hipótesis H0: n:acierto::::; 0,5 y H 1: n:acierto > 0,5. Existen dos 
estadísticos (en realidad los dos son el mismo, pues uno es transformación lineal del 
otro) que aportan información relevante sobre esa hipótesis: 

nacierto ="número de aciertos o de diagnósticos correctos". 

P acierto ="proporción de aciertos o de diagnósticos correctos". 

Asumiendo, según se ha señalado antes, que las presentaciones de los 1 O pares de mues­
tras de escritura son independientes entre sí y que la probabilidad de cada uno de los dos 
resultados posibles (acierto-error) es la misma en cada presentación, la distribución 
muestra! de las variables (estadísticos del contraste) nacierto y P acierto es la binomial con 
parámetros n = 10 y n:aciertc = 0,5. Por tanto, la probabilidad asociada a cada uno de los 
valores de nacierto y ?acierto puede obtenerse aplicando la ecuación de la función binomial 
(ver ecuación [3.4]) o, más rápido y sencillo, recurriendo a la Tabla B del Apéndice 
final (sin olvidar que la tabla ofrece probabilidades acumuladas). 

La Tabla 8.1 ofrece estas probabilidades, es decir, las distribuciones muestrales de 
naciertc Y P acierto con n = 10 y n:acierto = 0,5. En la tabla puede comprobarse, por ejemplo, 
que la probabilidad de encontrar 1 O aciertos (la probabilidad de naciertc = 1 O o P aderto = 1) 

vale 0,001. Y también puede comprobarse, por ejemplo, que la probabilidad de encon­
trar 9 aciertos o más (la probabilidad de nacierto;:::: 9 o p acierto;:::: 0,9) vale 0,010 + 0,001 = 
0,011. En estas probabilidades en las que se basará más tarde la decisión sobre H0 • 

Tanto nacierto como ?acierto cumplen con la doble condición exigible al estadístico de 
un contraste: contienen información relevante sobre H 0: n:acierto :$. 0,5 y tienen distribu­
ción muestra! conocida. Por tanto, ambos estadísticos sirven para contrastar esa H0• 
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Tabla 8.1. Distribución muestra! de nacierto y P,cierto (con n = 10 Y TT acierto= 0,5) 

nacierto Pacieno /(naderto) =/(Pacierto) 

o 0,0 0,001 

1 0,1 0,010 

2 0,2 0,044 

3 0,3 0,117 

4 0,4 0,205 

5 0,5 0,246 

6 0,6 0,205 

7 0,7 0,117 

8 0,8 0,044 

9 0,9 0,010 

10 1,0 0,001 

La regla de decisión 

La regla de decisión es el criterio que se ut.iliza para decidir si la hipótesis nula puede 
mantenerse o debe rechazarse. La lógica erÍ la que se basa esta regla es bastante simple: 
la hipótesis nula se mantiene o rechaza dependiendo de su grado de compatibilidad con 
los datos (datos que están resumidos en el estadístico del contraste). Para determinar el 
grado de compatibilidad entre H0 y los datos, la distribución muestra! del estadístico del 
contraste se divide en dos zonas exclusivas y exhaustivas: la zona de rech_qz_o y la zona 

de aceptación. .t 

La zona de rechazo, también llamada zona crítica, es la zona de la distribución 
muestra! correspondiente a los valores del estadístico del contraste que se encuentran 
tan alejados de la afirmac;ión establecida en H0 que es muy poco probable que ocurran 
si H 0, como se supone, es verdadera; es decir, la zona en la que se encuentran los datos 
poco compatibles con fÍo. La probabilidad asociada a esta zona de rechazo o crítica se 
denomina nivel de significación o nivel de riesgo y se representa con la letra griega a. 

La zona de aceptación ·es la zona de la distribución muestra! correspondiente a los 
valores del estadístico del contraste próximos a la afirmación establecida en H0• Es, por 
tanto, la zona correspondiente a los valores del estadístico que es probable encontrar si 
H

0 
es verdadera; es decir, la zona en la que se encuentran los datos compatibles con H 0• 

La probabilidad asociada a la zona de aceptación se denomina nivel de confianza y se 
representa mediante 1 - a. 

Una vez definidas las zonas de rechazo y de aceptación, se aplica la siguiente regla 
de decisión: 

Rechazar H0 cuando el estadístico del contraste toma un valor perteneciente a la 
zona de rechazo o crítica; mantener H 0 cuando el estadístico del contraste toma un 

valor perteneciente a la zona de aceptación. 
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Por tanto, se rechaza una H0 particular porque eso significa que el valor del estadístico 
del contraste se aleja demasiado de la predicción establecida en esa hipótesis, es decir, 
porque, si esaH0 fuera verdadera, el estadístico del contraste no debería tomar ese valor 
(sería muy poco probable que lo tomara); si de hecho lo toma, la conclusión razonable 
es que esa H0 no puede ser verdadera (es importante advertir que la decisión siempre se 
toma sobre H0). 

Con esta regla de decisión se está asumiendo que la probabilidad asociada al esta­
dístico del contraste indica el grado de compatibilidad existente entre la hipótesis nula 
y los datos. Esta probabilidad (grado de compatibilidad) recibe el nombre de nivel crí­
tico (también se le llama nivel de significación observado) y se representa mediante p: 

p = nivel crítico = P(D J H0) (D =Datos) [8.1] 

Es decir,p representa la probabilidad condicional de encontrar, en la distribución mues­
tra! definida por H0, los datos de hecho encontrados; más concretamente, la probabilidad 
de encontrar datos tan alejados o más de la afirmación establecida en H0 como los de 
hecho encontrados. Aplicando este criterio de compatibilidad entre la hipótesis nula y 
los datos, la regla de decisión puede formularse de esta otra manera: 

Rechazar H0 si p < a ; mantenerla en caso contrario 

El tamaño de las zonas de rechazo y aceptación se determina frjando el valor de a, es 
decir, frjando el nivel de significación o riesgo con el que se desea trabajar. Por supues­
to, si se tiene en cuenta que a es la probabilidad que se va a considerar como lo bastante 
pequeña para que valores con esa probabilidad o menor no ocurran bajo H0, se com­
prenderá que a tiene que ser, necesariamente, un valor pequeño. Cómo de pequeño es 
algo que debe establecerse de forma arbitraria, si bien el valor consensuado por la co­
munidad científica es 0,05 (también referido como nivel de significación del 5%). 

La forma de dividir la distribución muestra! en zona de rechazo y zona de acepta­
ción depende de que el contraste sea bilateral o unilateral (Figura 8.1). En un contraste 
bilateral o bidireccional no se tiene una idea previa sobre la dirección en la que pue­
den aparecer resultados muestrales incompatibles con H0• Esto es lo que ocurre, por 
ejemplo, cuando se desea comprobar si un parámetro toma o no un determinado valor, 
o si dos grupos difieren en alguna variable, o si dos variables están relacionadas: 

l. Ho: :n:acierro = 0,5. 
H¡: :n:acierro i= 0,5. 

2. Ho : µA = µB. 
H¡: µA i= µB. 

3. H0 :pXY=O. 
H¡: PXYi= o. 

En el caso 1, H 0 será rechazada tanto si :n:acierto es mayor que 0,5 como si es menor; en 
el caso 2, H0 será rechazada tanto si µA es mayor que µs como si µA es menor que µs; en 
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el caso 3. H0 será rechazada tanto si la relación es positiva como si es negativa. Todos 
estos contrastes son bilaterales: las hipótesis alternativas no indican la dirección en la 
que se encuentran los resultados muestrales incompatibles con H0 (lo cual se expresa 
con el signo "i="). 

En un contraste unilateral o unidireccional se tiene una idea previa sobre dónde .se 
encuentran los ~esultados muestrales incompatibles con H0• Esto es lo que ocurre, por 
ejemplo, cuando se desea comprobar si el valor de un parámetro ha aumentado, o si un 
grupo supera a otro en alguna variable, o si dos variables se encuentran positivamente 
relacionadas: 

l. Ho: :n:acierto:::; 0;50. 
H¡ : :n:acierto > 0,50. 

2. Ho: µA:::; µB .. 
H¡: µ~>µB. 

3. Ho: PXY::; O. 
H¡: PXY> O. 

En el caso 1, H0 será rechazada si :n:acierto es mayor que 0,50, pero no si es merior; en el 
caso 2, H0 será rechazada si µA es mayor que µs, pero no si es menor; en el caso 3, H 0 

será rechazada si la relación .es posÍtiva, pero no si es n~gativa. Todos estos contrastes 
son unilaterales. En todos ellos las hipótesis alternativas contienen una predicción con­
creta (expresada con los signos"<" y">") sobre la dirección en la que se encuentran los 
resultados muestrales incompatibles con H0 • 

La zona de rechazo o crítica, por tanto, debe situarse allí donde pueden aparecer 1 os 
valores muestrales incompatibles con H 0, es decir, allí donde indica H 1• Y-esto-e~. algo 
que depende únicamente de lo que interese estudiar en cada caso concreto. Por ejem­
plo, para comparar la eficacia de dos tratamientos sin una expectativa justificada (es­
tudios previos, intereses conc~etos, etc.) sobre cuál de los dos es más eficaz, lo razona­
ble es plantear un contraste bilateral (H1: µA i= µs)- Lo cual significa que la zona crítica 
de- be recoger los valores muestrales que vayan tanto en la dirección µA - µs >O como 
en la dirección µA - µs <O. Dicho de otro modo, si H0 : µA= µses falsa, lo será tanto si 
µA es mayor que µs como si µA es menor que µs; y la zoria crítica deberá recoger ambas 

Figura 8.1. Ejemplos de zonas críticas en un contraste bilateral (izquierda) y unilateral derecho (dere­
cha) en una distribución muestra! de forma normal 

1- a 1-a 

a/2 a/2 a 
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posibilidades4
• Por esta razón, en los contrastes bilaterales, la zona critica se encuen­

tra repartida5
, generalmente a partes iguales, entre las dos colas de la distribución 

muestra! (ver Figura 8.1, izquierda). 
Sin embargo, para comprobar si un grafólogo posee o no la capacidad de diagnos­

ticar trastornos depresivos a partir de la escritura, lo razonable es plantear un contraste 
unilateral (H1: nacierto > 0,5), pues solamente tiene sentido considerar que el grafólogo 
posee tal capacidad si la proporción de aciertos es mayor que la esperable por azar (no 
si esa proporción es menor). En este caso, los únicos valores muestrales incompatibles 
con H0 son los que van en la dirección nacierto > 0,5, que es la dirección apuntada en H 1• 

Y la zona crítica debe reflejar esta circunstancia quedando ubicada en la cola derecha 
de la distribución muestra!. Por tanto, en los contrastes unilaterales, la zona crítica se 
encuentra en una de las dos colas de la distribución muestra! (Figura 8.1, derecha). 

De acuerdo con esto, las reglas de decisión para los contrastes de nuestros dos ejem­
plos (el de las diferencias entre los dos tratamientos y el del grafólogo capaz de diagnos­
ticar trastornos depresivos a partir de la escritura) pueden concretarse de la siguiente 
manera: 

1. Rechazar H0: µA = µs si el estadístico del contraste cae en la zona crítica, es decir, 
si toma un valor mayor que el cuantil 100 (1 - a/2) o menor que el cuantil 100 ( a/2) 
de su distribución muestra!. ' 

O bien: rechazar H0: µA = µs si el estadístico del contraste toma un valor tan grande 
o tan pequeño que la probabilidad de obtener un valor tan extremo o más que el ob­
tenido es menor que a/2. Es decir, rechazar H0 sip/2 < a/2; o, lo que es lo mismo, 
sip <a. 

2. Rechazar H0: nacierto.:::; 0,5 si el estadístico del contraste cae en la zona crítica, es de­
cir, si toma un valor mayor que el percentil 100(1 - a) de su distribución muestra!. 

O bien: rechazar H0: nackno.:::; 0,5 si el estadístico del contraste toma un valor tan 
grande que la probabilidad de obtener un valor como ése o mayor es menor que a. 
Es decir, rechazar H0 si p < a. 

La regla de decisión encierra un argumento claro acerca del rol que juega el azar mues­
tra! en la variabilidad observada en los datos. Cuando se decide no rechazar una H0 se 
está asumiendo que el efecto (diferencia, relación) observado puede explicarse sin re­
currir a otra cosa que a la variabilidad propia del azar muestra!; cuando se decide re­
chazar una H0 se está descartando el azar muestra! como única explicación del efecto 

4 
Por supuesto, si se desea contrastar, no si dos tratamientos difieren, sino si uno es mejor que el otro, habrá que 

plantear un contraste unilateral. 
5 

Existen excepciones a esta regla Dependiendo del estadístico utilizado y de su distribución muestra!, puede ocurrir 
que la zona crítica de un contraste bilateral esté, toda ella, ubicada en la cola derecha de la distribución. Cuando se 
utiliza la distribución normal o la distribución t de Student, la zona crítica de los contrastes bilaterales está repartida, 
generalmente en partes iguales, entre las dos colas de Ja distribución muestral. Pero Ja cosa cambia cuando se utilizan 
otras distribuciones como, por ejemplo, Ja distribución f. Esto es algo que tendremos ocasión de estudiar más ade­
lante. 
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observado. Así, cuando un efecto no es lo bastante grande como para decidir rechazar 
H0, lo que se está queriendo decir es que ese efecto se encuentra dentro del rango de va­
lores esperables por azar si H0 se asume verdadera. Por el contrario, cuando el efecto 
es lo bastante grande como para decidir rechazar H 0, lo que se está queriendo decir es 
que el efecto excede el rango de valores esperables por azar cuando H0 es verdadera; y 
esto implica que el efecto observado no puede explicarse únicamente a partir de la varia­
bilidad atribuible al azar muestra!. Cuando se da esta circunstancia, decimos que el re­
sultado es estadísticamente significativo. 

La decisión 

Planteada la hipótesis, formulados los supuestos, obtenido el estadístico del contraste 
y su distribución muestra!, y establecida la regla de decisión, el paso siguiente de un 
contraste consiste en tomar una decisión. 

Y la decisión se toma, siempre, sobre H 0 ; y siempre consiste en rechazarla o mante­
nerla de acuerdo con las condiciones establecidas en la regla de decisión: si el esta­
dístico del contraste cae en la zona crítica (p <a), se rechaza H0; si el estadístico del 
contraste cae en la zona de aceptaciOn (p > a), se mantiene H0• 

La decisión, así planteada, parece no revestir problemas. Pero eso no es del todo 
cierto. Conviene resaltar un aspécto impor'tante de este proceso de decisión que no siem­
pre es tenido en cuenta. Si se rechaza una H0 particular se está afirmado que ha quedado 
probado (con las limitaciones de un procedimiento basado en probabilidades) que esa 
hipótesis es falsa. Por el contrario, si se mantiene, no se está afirmando que ha quedado 
probado que es verdadera; simplemente se está afirmando que se consider.a.gimpatible 
con los datos, es decir, que no se disponed~ evidencia empírica suficiente para recha­
zarla. Por tanto: 

Mantener una hipóte.sis nula significa que se considera que esa hipótesis es compa­
tible con los datos. Rechazar una hipótesis nula significa que se considera probado 
(con la limitación señalada) que esa hipótesis es falsa. 

La razón de esta asimetría en la conclusión es doble. Por un lado, dada la naturaleza 
inespecífica de H1 (incluye cualquier valor que no incluye H0 ), raramente es posible 
afirmar que H1 no es verdadera; las desviaciones pequeñas de H0 forman parte de H 1, 

por lo que al mantener una H 0 particular, también se están manteniendo, muy probable­
mente, algunos valores de H 1; debe concluirse, por tanto, que se mantiene o no rechaza 
H 0, pero no que se acepta como verdadera. Por otro lado, en el razonamiento que lleva 
a tomar una decisión sobre H0, puede reconocerse el argumento deductivo modus to­
llens, aunque de tipo probabilístico: 

Si H0 es verdadera, entonces, muy probablemente, el estadístico del contraste T 
tomará un valor compatible con ella; Tno toma un valor compatible con ella; lue­
go, muy probablemente, H0 no es verdadera. 
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Este argumento es impecable; nada hay en él que lo invalide desde el punto de vista ló­
gico. Sin embargo, si una vez establecida la primera premisa se continúa de esta otra 
manera: "T toma un valor compatible con H 0 ; luego H 0, muy probablemente, es ver­
dadera", se comete un error lógico llamado falacia de la afirmación del consecuente, 
pues T puede haber tomado un valor compatible con H0 por razones diferentes de las 
contenidas en H 0• 

Resumiendo 

Seguramente ahora se entenderá mejor la definición propuesta para el contraste de hi­
pótesis como proceso de toma de decisiones en el que una afirmación sobre alguna ca­
racterística poblacional (hipótesis nula) es puesta en relación con los datos empíricos 
(resumidos en el estadístico del) para determinar si es o no compatible con ellos ( com­
patibilidad que se establece en términos de probabilidad: p )-

Todos los contrastes de hipótesis siguen la misma lógica: hipótesis, supuestos, es­
tadístico del contraste y distribución muestra!, y decisión basada en una probabilidad 
que expresa el grado de compatibilidad entre la hipótesis nula y los datos. Ahora bien, 
puesto que las situaciones concretas que interesa analizar poseen características par­
ticulares, el proceso general recién descrito necesita adaptarse a las peculiaridades de 
cada una de ellas. Esto es lo que hacen las técnicas de análisis que se describen en los 
capítulos siguientes: cada técnica (cada contraste de hipótesis o prueba de significación) 
es una adaptación de este proceso general a una situación concreta (situación que vendrá 
caracterizada por el número de variables que intervienen, la naturaleza de las variables, 
la forma de recoger los datos, etc.). 

Estimación por intervalos y contraste de hipótesis 

Además de informar acerca del rango de valores entre los que cabe esperar que se en­
cuentre el verdadero valor del parámetro estimado, un intervalo de confianza también 
sirve para contrastar hipótesis. De hecho, la estimación por intervalos y el contraste de 
hipótesis están estrechamente relacionados. No en vano nos hemos referido ya a la esti­
mación y al contraste como las dos caras de la misma moneda. Ha llegado el momento 
de aclarar esta relación. 

Al construir un intervalo con un nivel de confianza de, por ejemplo, 0,95, se está 
afirmando que, de cada 100 intervalos que se construyan con muestras del mismo ta­
maño extraídas en las mismas condiciones, 95 de ellos incluirán el verdadero valor del 
parámetro estimado. Esto es equivalente a afirmar que ninguna de las hipótesis nulas 
referí das a los valores incluidos dentro del intervalo de confianza será rechazada en un 
contraste bilateral con a= 0,05. En este sentido, los valores incluidos dentro del inter­
valo de confianza pueden interpretarse como el conjunto de hipótesis aceptables del 
correspondiente contraste bilateral; y los no incluidos, como el conjunto de hipótesis 
rechazables. 
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La Figura 8.2 puede ayudar a entender esta equivalencia. La curva muestra una dis­
tribución normal en la que se ha representado el tamaño del error máximo (Emáx), la am­
plitud del intervalo de confianza y las zonas de aceptación (1- a) y rechazo (a/2 + a/2) 
de un contraste bilateral. 

Figura 8.2. Relación entre la estimación por intervalos y el contraste de hipótesis 

1- a 

Amplitud del intervalo de confiapza 

Sabemos que cualquier intervalo construido a partir de un valor S de la zona rayada 
llevará a construir un intervalo entre cuyos límites no se encontrará el valor del pará­
metro e. Tambi~n sabemos que cualquier valor 8 de la zona rayada que se utilice como 
estadístico en un' contraste bilateral llevará al rechazo de H0 _ Por tanto, si el valor pro­
puesto para el parámetro e en la H0 de un contraste bilateral no se encuentra dentro del 
intervalo construido a partir de 8 con un nivel de confianza de 1 - a, entOiiCes-ef con­
traste bilateral basado en 8 llevará al recházo de H0 con un nivel de significación a. 

Del mismo modo, cualquier intervalo construido a partir de un valor 8 de la zona 
no rayada llevará no solo a construir un intervalo entre cuyos límites se encontrará el 
valor del parámetro e, sino a mantener H0 con el correspondiente contraste bilateral. 
Por tanto, si el valor propuesto para el parámetro e en H0 en un contraste bilateral se 
encuentra dentro de los límites del intervalo construido a partir de S con un nivel de 
confianza de 1 - a; entonces.ese contraste llevará a mantener H 0 con un nivel de signifi­
cación a. 

Supongamos que en un contraste se plantea la hipótesis nula H0 : µy= µ 0 frente a la 
alternativa H1: µ r ef=. µ 0 con un nivel de confianza de 0,95. Supongamos además que, 
para contrastar esa hipótesis, se utiliza el estadístico Y, cuya distribución muestra! está 
representada en la curva de la Figura 8-3. De acuerdo con la lógica del contraste de 
hipótesis recién estudiada, cualquier valor muestra! Y perteneciente a la zona no raya­
da llevará a mantener H0; y de acuerdo con la lógica de la estimación por intervalos 
estudiada en el capítulo anterior, cualquier valor muestra! Y perteneciente a la zona no 
rayada llevará a construir un intervalo de confianza que captará el valor propuesto para 
µy en H 0• Tal es el c;aso de los intervalos construidos con las medias Y1 e Y2 : estas 
medias no solo pertenecen a la zona de aceptación, sino que, tal como se puede apreciar 



230 Análisis de datos (vol. 1) 

en el gráfico, al sumarles y restarles el error máximo (1,96 cr¡), se obtienen intervalos 
entre cuyos límites se encuentra elvalor del parámetro µy. Por el contrario, cualquier 
valor muestra! Y perteneciente a la zona rayada llevará, no solo a rechazar H 0, sino a 
construir un intervalo de confianza que no captará el valor propuesto para µy en H 0• Tal 
es el caso de los intervalos construidos con las medias f'3 e Y4 : estas medias no solo 
pertenecen a la zona de rechazo (zona rayada), sino que al sumarles y restarles el valor 
del error máximo (1,96 cr¡) se obtienen intervalos de confianza entre cuyos límites no 
se encuentra el valor del parámetro que se está intentando estimar (µy). 

Por tanto, al construir un intervalo de confianza para el parámetro µy con un nivel 
de confianza de 0,95, se está asumiendo que las hipótesis nulas correspondientes a los 
valores de µy no incluidos en ese intervalo son falsas. 

Figura 8.3. Relación entre la estimación por intervalos y el contraste de hipótesis 
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Clasificación de los contrastes de hipótesis 

Para poder aplicar un contraste de hipótesis, la primera decisión que es necesario tomar 
(quizá la más importante) es la de elegir correctamente el contraste concreto que per­
mitirá poner a prueba la hipótesis que se desea contrastar. Lógicamente, si un estudio 
incluye varias hipótesis será necesario utilizar varios contrastes, en cuyo caso, cada uno 
de ellos deberá elegirse pensando en una hipótesis concreta. 

Este argumento sugiere que la clasificación de los contrastes de hipótesis podría 
hacerse, antes que nada, tomando como referencia el tipo de hipótesis que permiten 
contrastar. Con este criterio, los contrastes podrían clasificarse, por ejemplo, en función 
de que permitan comparar medias, o comparar proporciones, o estudiar relaciones, etc. 
Pero lo cierto es que este criterio, por sí solo, no conduce a una clasificación del todo 
satisfactoria porque no resulta muy útil a quienes se inician en el análisis de datos. 
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Una clasificación de los contrastes de hipótesis debe servir para cubrir, al menos, 
dos objetivos: (1) ofrecer una panorámica de los contrastes disponibles y (2) ayudar al 
analista de datos a elegir el contraste apropiado para cada situación concreta. Creemos 
que ambos objetivos pueden conseguirse fácilmente. si el criterio referido al tipo de hi­
pótesis que ca<la contraste permite poner a prueba se complementa con otros dos: Q) .el 
número de las variables que intervienen en el análisis y (2) la naturaleza categórica o 
cuantitativa de esas variables6

• El Cuadro 8.1 ofrece una clasificación de los contrastes 
basada en estos criterios. Incluye los contrastes disponibles para el análisis de una y dos 
variables. En este volumen estudiaremos algunos de estos contrastes (los marcados en 
cursiva); el resto los estudiaremos en el segundo volumen. 

En la clasificación propuesta se utiliza, como primer criterio de clasificación, el nú­
mero de variables; a continuación, la.naturaleza categórica o cuantitativa de las varia­
bles; por último, el tipo de hipótesis que cada contraste permite poner a prueba. Cree­
mos que, de esta manera, se facilita enormemente la elección del contraste apropiado. 

Los contrastes disponibles para analizar una sola variable sirven para tomar deci­
siones basadas en la comparación entre un valor muestra! y un valor poblacional, o entre 
una distribución empírica y una teórica. Para analizar una variable categórica propo­
nemos dos contrastes. El primero de ellos sirve para hacer inferencias con una variable 
dicotómica; por ejemplo, ¿consigue ün nuevo tratamiento más recuperaciones de las que 
se vienen obteniendo con el tratamiento convencional? El segundo sirve para analizar 
una variable politómica; por ejemplo, ¿ha pambiado en Ja última década Ja proporción 
de españoles con ideología política de derechas, de centro y de izquierdas? Por tanto, 
para elegir entre 1os dos contrastes propuestos para analizar una variable categórica úni­
camente hay que considerar si la variable tiene dos categorías o tiene más de dos. Estu­
diaremos ambos contrastes en este volumen. 

Para analizar una variable cuantitativa proponemos cinco contrastes. Tres de 
ellos sirven para contrastar hipótesis sobre el centro de una distribución: ¿es cierto que 
el peso medio de Jos recién nacidos de madres fumadoras no alcanza los 2,5 kg? El 
cuarto, para contrastar hipótesis sobre Ja dispersión de una distrib~ción: ¿ha cambiado 
Ja varianza del peso de Jos recién nacidos? Y el quinto, para contrastar hipótesis sobre 
laforma de la distribución: ¿puede asumirse que el peso de los recién nacidos se dis­
tribuye norma)mente? La elección entre Jos tres primeros depende del tipo de supuestos 
que puedan establecerse sobre Ja forma de Ja población muestreada. La prueba Tasume 
que Ja población muestreada es normal, pero, según veremos, este supuesto puede pa-

6 No falta quienes consideran (ver, en el Capítulo 1, el apartado Rol de las escalas de medida) que este criterio de 
clasificación es inapropiado. Pero Jo cierto es que Ja naturaleza categórica o cuantitativa de las variables condiciona 
el tipo de estadísticos que penniten obtener infonnación útil de los datos. Con variables nominales como, por ejem­
plo, el lugar de nacimiento no tiene sentido calcular medias: ¿cuál es la media de Andalucía, Aragón, Asturias, ... , 
Valencia? Y con variables cuantitativas como, por ejemplo, la edad no tiene mucha utilidad preguntarse qué por­
centaje de sujetos tiene una detenninada edad (si Ja variable está medida con suficiente precisión, no habrá repeti­
ciones o habrá muy pocas), es más útil conocer el centro, la dispersión y Ja fonna de la distribución. Por tanto, los 
estadísticos que ofrecen infonnación útil con variables categóricas no son los mismos que los que ofrecen infor­
mación útil con variables cuantitativas. La clasificación propuesta tiene en cuenta esta circunstancia incorporando 
la naturaleza de las variables como un criterio más. 
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sarse por alto si el tamaño muestra! es lo bastante grande. Cuando es necesario trabajar 
con muestras pequeñas y no puede asumirse que la población de partida es normal, la 
prueba de Wilcoxon es una excelente alternativa a la prueba T, pero exige que la dis­
tribución poblacional de la variable analizada sea simétrica. Si tampoco puede asumirse 
que la distribución poblacional es simétrica, puede recurrirse a la prueba de los signos. 
En este volumen estudiaremos la prueba T de Student para una muestra. 

En lo relativo al estudio de dos variables, estudiaremos contrastes tanto para reali­
zar comparaciones como para estudiar relaciones. Para analizar dos variables categó­
ricas proponemos varios contrastes. Para elegir entre ellos hay que prestar atención, en 
primer lugar, a si interesa relacionar las variables (para lo cual se contrasta la hipótesis 
de independencia) o compararlas (para lo cual se contrasta la hipótesis de homogenei­
dad marginal). Supongamos que se pregunta a una serie de personas su opinión sobre 
la eutanasia y sobre el aborto (a favor, en contra). Para averiguar si las personas que 
están a favor de la eutanasia tienden a estar también a favor del aborto se contrasta la 
hipótesis de independencia (pruebaX2 de Pearson, odds ratio, etc.). Para averiguar si 
la proporción de personas que están a favor de la eutanasia difiere o no de la proporción 
de personas que están a favor del aborto se contrasta la hipótesis de homogeneidad mar­
ginal (prueba de McNemar); la hipótesis de homogeneidad marginal solamente tiene 
sentido contrastarla si las dos variables analizadas tienen las mismas categorías. Ade­
más, para estudiar, no si existen diferencias o relaciones, sino el tamaño de las diferen­
cias o la intensidad de las relaciones, propondremos diferentes medidas de asociación. 
Y también prestaremos atención al acuerdo como un caso especial de la asociación entre 
variables. En este volumen únicamente estudiaremos la prueba X 2 de Pearson sobre 
independencia o igualdad de proporciones, por tanto, únicamente prestaremos atención 
a la relación entre las variables. 

Para analizar dos variables cuantitativas proponemos cinco contrastes. Tres de 
ellos sirven para compararlas: ¿ha disminuido el nivel de depresión de los pacientes tras 
aplicar un determinado tratamiento? Los demás sirven para relacionarlas: ¿tiene algo 
que ver la inteligencia con el rendimiento? En ambos casos, la elección entre los dife­
rentes contrastes depende, por un lado, de si puede o no asumirse que las distribuciones 
poblacionales de ambas variables son normales y, por otro, del nivel de medida de las 
variables. En este volumen estudiaremos la prueba T para muestras relacionadas y el 
coeficiente de correlación de Pearson. 

Por último, para analizar una variable categórica y una cuantitativa proponemos 
cuatro contrastes: dos para cuando la variable categórica tiene dos niveles (p. éj., sexo: 
hombres, mujeres; tratamiento: experimental, control; etc.) y otros dos para cuando la 
variable categórica tiene más de dos niveles (p. ej., nivel de estudios: primarios, secun­
darios, medios, superiores; tipo de tratamiento: farmacológico, mixto, control; etc.). La 
elección entre cada par de contrastes depende de si puede asumirse o no que las distribu­
ciones poblacionales son normales y del tamaño muestra!. Si puede asumirse normali­
dad o el tamaño muestra! es grande se utiliza la prueba T y el análisis de varianza; en 
caso contrario, la prueba de Mann-Whitney y la prueba de Kruskal-Wallis. En este vo­
lumen estudiaremos la prueba T de Student para muestras independientes . 

Capítulo 8. El contraste de hipótesis 233 

Cuadro 8.1. Clasificación de los contrastes de hipótesis para una y dos variables (los contrastes que 
aparecen en cursiva se estudian en este volumen; el resto se estudia en el siguiente volumen) 

Una variable categórica: 

- Si Ja variable es dicotómica: 
Prueba binomial o contraste sobre una proporción. 

- Si la variable es politómica: 
PruebaX2 de Pearson sobre bondad de ajuste. 

Una variable cuantitativa: 

- Para estudiar el centro de la distribución: 
Prueba T de Student para una muestra. 
Prueba de Wilcoxon para una muestra. 

·Prueba de los signos para una muestra. 

- Para estudiar la dispersión de la distribución: 
Contraste sobre una varianza. 

- Para estudiar la forma de la distribución: 
Prueba de Kolmogorov-Smimov sobre bondad de ajuste. 

Dos variables categóricas: 

- Para compararlas: 
Prueba d~ McNemar. 
Prueba de homogeneidad marginal. 

Para reliicionarlas: 
Pruebrr X 2 de Pearson sobre ir¡dependencia o igualdad de proporciones. 
Índices de riesgo y '.odds ratio'. 
Medidas de asociación. 
Índices de acuerdo. 

.Qos variables cuantitativas: 

- Para compararlas: 
Prueba T de Sfudent para muestras relacionadas. 
Prueba de Wilcoxon para dos muestras. 
Prueba de los signos para dos muestras. 

- Para relacionarlas: 
Coeficiente de correlación Rxr de Pearson. 

·Coeficientes de correlación para variables ordinales (ro, tau"b ). 

Una variable categórica y una cuantitativa: .. · 

- Si la variable categórica tiene dos niveles: 
Prueba T de Student para muestras independientes. 
Prueba U de Mann-Whitney. 

- Si la variable categórica.tiene más de dos niveles: 
Análisis de varianza de un factor. 
Prueba H de Kruskal-Wallis. 
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Apéndice 8 

Consideraciones sobre el nivel crítico (valor p) 

Hemos definido el nivel de significación a. como la probabilidad asociada al conjunto de valores 
considerados incompatibles con H0• En ese sentido, podemos entender el nivel de significación 
a. como el riesgo máximo que estamos dispuestos a asumir al tomar la decisión de rechazar una 
hipótesis nula que en realidad es verdadera. Esa probabilidad a. suele establecerse antes de efec­
tuar el contraste para evitar que influya en la decisión final. Realizar un contraste estableciendo 
previamente un nivel de significación a. es lo que se viene haciendo hace décadas en la mayor 
parte de las áreas de conocimiento por la mayor parte de los investigadores. Sin embargo, esto 
no significa que esta forma de proceder esté libre de problemas. Los tiene, y no pequeños. Dos 
de ellos son éstos: (1) la decisión sobre H0 puede depender decisivamente del nivel de significa­
ción establecido (es posible mantener una hipótesis con a.= 0,01 y, sin embargo, rechazarla con 
a.= 0,05) y (2) decidir si H0 es o no falsa no ofrece información sobre el grado en el que la evi­
dencia empirica se muestra incompatible con esa hipótesis. 

En relación con el primero de estos problemas, aunque es cierto que existe un acuerdo gene­
ralizado acerca de que a. debe ser un valor pequeño, cómo de pequeño es algo que nos vemos 
obligados a establecer de forma arbitraria. Y aunque los niveles d6 significación habitualmente 
utilizados son 0,05 y 0,01, no existe ningún argumento serio que impida utilizar otro nivel de 
significación como 0,03 o 0,005. En principio, si se considera que el error consistente en rechazar 
una hipótesis verdadera tiene consecuencias graves, se debe adoptar para a. un valor más pequeño 
que si se considera que las consecuencias no son graves. Pero ocurre que, al hacer más pequeño 
el valor de a., disminuye la probabilidad de rechazar una H0 falsa; lo cual significa que, para evi­
tar un tipo de error (rechazar una hipótesis verdadera) se está aplicando un remedio que aumenta 
la probabilidad de cometer otro tipo de error (no rechazar una hipótesis falsa). 

Podríamos servimos de conocimientos previos (resultados informados por otras investiga­
ciones o por trabajos piloto; predicciones derivadas de alguna teoría; etc.) para establecer un ni­
vel de significación más grande o más pequeño dependiendo de si esos conocimientos previos 
apuntan en la dirección de H0 o en otra dirección. Pero incluso así, el valor que se adopte para 
a. seguiría siendo arbitrario (al menos, en un rango de posibles valores asumibles con cierta cohe­
rencia). 

Y siendo a. un valor establecido arbitrariamente, resulta obligado hacer referencia al primero 
de los problemas mencionados. Aclaremos esto con un ejemplo. Supongamos que, para contrastar 
la hipótesis nula H0: µ = 1 O frente a la alternativa H 1: µ f= 1 O, se adopta un nivel de confianza de 
0,95 (es decir, a.= 0,05). Supongamos que, con ese nivel de confianza, la zona crítica está for­
mada por los valores mayores que 1,96 y los menores que -1,96. Supongamos finalmente que 
el estadístico del contraste vale 2,14. Puesto que este valor cae en la zona crítica, decidimos re­
chazar Ho- Lo curioso de este contraste es que, si en lugar de adoptar para a. un valor de 0,05 se 
adopta un valor de 0,01, la zona crítica estará formada por los valores mayores que 2,58 y los me­
nores que -2,58; lo cual significa que el valor del estadístico del contraste (2,14) no caerá en la 
zona crítica y eso llevará a mantener H0• En consecuencia, con a.= 0,05 tomaremos la decisión 
de rechazar H 0; Y con a.= O, O 1 tomaremos la decisión de mantener H0• Esto ocurre porque la pro­
babilidad de encontrar valores iguales o mayores que el encontrado vale P(Z"2. 2,14) = 0,0162, 
y ese valor se encuentra entre 0,025 y 0,005 (a./2). Hace falta un nivel de significación mínimo 
de 0,0324 (= 0,0162+0,0162, pues el contraste es bilateral) para que el valor del estadístico del 
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contraste lleve al rechazo de H 0• Cualquier valor a. mayor que 0,0324 llevará a tomar la decisión 
de mantener H 0• 

Ya nos hemos referido al nivel crítico (valor p) como un número que expresa el grado de 
compatibilidad entre la hipótesis nula (H0) y los datos (D). Más concretamente, el nivel crítico 
es la probabilidad asociada al estadístico del contraste·cuando H0 es verdadera. Se trata, por 
tanto, de una probabilidad condicional (ver ecuación [1: 1 ]). En términos generales, en un con­
traste unilateral, el nivel crítico es la probabilidad asociada a los valores mayores (contraste uni­
lateral derecho) o menores (contraste unilateral izquierdo) que el del estadístico del contraste; 
en un contraste bilateral, el nivel crítico es la probabilidad asociada a los valores que se encuen­
tran tan alejados de H0 como, al menos, el valor del estadístico del contraste7

• Por tanto, el nivel 
crítico p se obtiene, a diferencia del nivel de significación a., después de efectuar el contraste, es 
decir, una vez calculado el estadístico del contraste, y siempre bajo el supuesto de que H0 es ver­
dadera. 

Algunos investigadores, en lugar de establecer a priori un nivel de significación a., prefieren 
esperar a obtener el nivel crítico para tomar una decisión sobre H0: si el nivel critico es pequeño, 
la decisión será rechazarla; si el nivel crítico es grande, la decisión será mantenerla Por supuesto, 
de nuevo nos encontramos con la arbitrariedad de tener que determinar cuándo un nivel crítico 
es grande y cuándo es pequeño. Pero este problem<Úiene mejor salida que el de establecer a 
priori un valor para a.. Una regla bastante razonable podría ser ésta: (1) rechazar H 0 si el nivel 
crítico es claramente menor que 0,05; (2) mantenerla si es claramente mayor que 0,05; (3) repetir 
el contraste con una muestra diferente si el nivel crítico toma un valor en tomo a 0,05. Por su­
puesto, la importancia o gravead de cada tipo de error y el conocimiento previo que se tenga so­
bre la hipótesis que se está contrastando podrían servir para matizar el significado de las expre­
siones claramente mayor, claramente menor y en torno a réferidas en la regla propuesta. 

La utilización del nivel crítico p en lugar del nivel de significación a. tiene una ventaja adi­
cional que permite superar, en parte, el segundo de los inconvenientes asociados a la utilización 
de un nivel de significación establecido a priori. El nivel crítico no solo sirve para tomar una 
decisión sobre H 0, sino que su tamaño informa sobre el grado de compatibilidad o discrepancia 
existente entre esa hipótesis y la evidencia muestra! disponible. Un nivel crítico-U-e tl,70, por 
ejemplo, está indicando que el resultado muestral obtenido es perfectamente compatible con la 
hipótesis planteada; es decir, un nivel crítico de ese tamaño está indiCa:ndo que, si asumimos que 
la H0 planteada es verdadera, la probabilidad de encontrar un resultado muestra! como el encon­
trado o más extremo vale 0,70. Un nivel crítico de 0,05 está indicando que el resultado muestra! 
observado es poco compatible con H0• Un nivel crítico de 0,000001 está indicando que el re­
sultado muestra! observado se encuentra tan alejado de la predicción efectuada en H 0 que, siendo 
H0 verdadera, únicamente hay una posibilidad entre un m.illón de encontrar un resultado seme­
jante; con un nivel crítico de 0,000001 pociríamos sentimos razonablemente seguros de que la 
H0 planteada es falsa. Puede decirse, por tanto, que el tamaño del nivel crítico está informando 
del grado en el que la evidencia empírica se muestra incompatible con la H0 planteada (infor­
mación ésta que se pasa por alto cuando la decisión se limita a mantener o rechazar H0 a partir 
de un nivel de significación previamente establecido). 

No obstante, no debe olvidarse que el tamaño del error típico de la distribución muestra! de 
un estadístico depende directamente del tamaño de la muestra utilizada: cuanto mayor es el tama-

7 En los contrastes en los que se utilizan las dos colas de la distribución muestra!, el nivel crítico p se obtiene, gene­
ralmente, multiplicando por 2 la probabilidad asociada a los valores mayores (si el estadístico del contraste cae en 
la cola derecha) o menores (si el estadístico del contraste cae en Ja cola izquierda) que el valor concreto del estadísti­
co del contraste. Pero existen contrastes bilaterales en los que Ja zona crítica está situada, toda ella, en la cola derecha 
de la distribución muestra! (estudiaremos esto más adelante). En estos casos, el nivel crítico es Ja probabilidad 
asociada a Jos valores mayores que el estadístico del contraste. 
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ño muestra!, menor es el error típico (ver ecuaciones [6.1] y [6.7]). Por tanto, un mismo efecto 
(es decir, una misma diferencia o una misma relación) tendrá asociado un estadístico tanto más 
extremo en su distribución muestra! (es decir, tanto más alejado de la predicción formulada en 
Ha) cuanto mayor sea el tamaño muestra!. En consecuencia, a medida que el tamaño muestra! 
vaya aumentando, el nivel crítico irá tendiendo a O; y esto podría llevar a pensar, erróneamente, 
que existe una discrepancia importante entre la hipótesis nula y los datos. 

Todo esto sugiere que la utilización del nivel crítico corno una medida del grado de discre­
pancia entre la hipótesis nula y los datos, aunque puede servir para mantener o rechazar una hi­
pótesis particular, no sirve corno una medida de la magnitud del efecto encontrado (el tamaño 
de una diferencia, la intensidad de una relación; etc.). Para esto último es necesario utilizar medi­
das que no dependan del tamaño muestra!. Precisamente la búsqueda de una medida de ese tipo 
es lo que se ha venido haciendo en los últimos años bajo la denominación genérica de medidas 
del tamaño del efecto. 

Decidir si una hipótesis es o no falsa no constituye, en muchas ocasiones, un criterio sufi­
ciente para determinar si el estudio realizado contribuye o no de forma significativa al desarro­
llo de una teoría o de una línea de investigación. Esto se debe a que la decisión a la que se llega 
en un contraste de hipótesis sobre la base del grado de discrepancia existente entre la hipótesis 
nula y los datos depende en buena medida, según acabarnos de señalar, del tamaño de la mues­
tra concreta utilizada. Tamaños rnuestrales grandes pueden llevar a considerar corno estadísti­
camente significativas discrepancias insignificantes; y tamaños rnuestrales muy pequeños pue­
den llevar a considerar estadísticamente no significativas discrepancias teóricamente relevantes8

. 

Desde hace décadas se viene insistiendo en la conveniencia de acompañar la decisión típica 
de un contraste de hipótesis (mantener o rechazar Ha) con alguna medida del grado de discre­
pancia existente entre esa Ha y la evidencia muestra! disponible. Acabarnos de destacar la impor­
tancia de la información que ofrece una medida de este tipo, pero no hemos ofrecido ninguna 
solución aceptable (el nivel crítico corno medida de esa discrepancia no es una buena solución). 
En el segundo volumen estudiaremos algunas de estas medidas. De momento, basta con que to­
memos conciencia de la importancia de cuantificar el tamaño del efecto y de la conveniencia de 
utilizar esa cuantificación corno un complemento de la información que ofrece un contraste de 
hipótesis. 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

8.1. ¿Cuáles de las hipótesis que aparecen a continuación están bien formuladas? 

a. Ha: µy:o; 3; H1: µy:2: 3. e. Ha: µy:2: 3; H1: µy:o; 3. 

b. Ha: µy> 3; H1: µy< 3. f Ha: n:1 :o; 0,5; H1: n:1 i= 0,5. 

c. Ha: n:1 ;::: 0,5; H1: n:1 < 0,5. g. Ha: µyi= 3; H1: µy= 3. 

d. Ha:n:1 :o;0,5; H 1:n:.1 >0,5. h. Ha:µy<3; H 1:µy:2:3. 

8 Decir que un resultado muestra] es estadísticamente significativo no significa necesariamente que ese resultado 
es relevante desde un punto de vista sustantivo, ya sea teórico o aplicado. Volveremos sobre esta cuestión en el se­
gundo volumen. En León (1984) puede encontrarse una interesante discusión sobre el significado del concepto 
significativo en el contexto del análisis de datos y fuera de él. 
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8.2: En un contraste de hipótesis, la probabilidad mínima con la cual se puede rechazar una hipótesis 
nula que es verdadera se denomina: 

a. Nivel de significación. 
b. Nivel crítico. 
c. Nivel de confianza. 
d. Nivel de riesgo. 
e. Zona crítica. 

8.3. Supongamos que se desea evaluar la eficacia de un tratamiento. Para ello, se selecciona alea­
toriamente una muestra de pacientes y se forman, también aleatoriamente, dos grupos: experi­
mental y control. Al grupo experimental se le aplica.el tratamiento; al grupo control se le aplica 
un placebo. Tras recoger los datos y comparar los grupos se obtiene un resultado significativo 
(p = 0,001). Teniendo en cuenta este escenario, señalar corno verdadera o falsa cada una de las 
siguientes afirmaciones: 

a. Se ha conseguido probar inequívocamente la eficacia del tratamiento. 
b. Se conoce o puede deducirse la probabilidad de que la hi,_¡ótesis nula sea verdadera. 
c. Se conoce o puede deducirse la probabilidad de que la hipótesis nula sea falsa. 
d. Si se decide rechazar la hipótesis nula, se conoce la probabilidad de que la decisión sea 

incorrecta. 
e. Si se repitiera el experimento un gran núm~ro de veces, sabernos que obtendremos un resul­

tado _significativo en el 99,9% de las veces. 
f Si se mantiene la hipótesis nula, puede concluirse que los grupos no difieren. 

8.4. Un estadístico V tiene la función de probabilidad acumulada que muestra la tabla. Llevado a cabo 
un contraste unilateral izquierdo con una determinada muestra obtenernos para el estadístico V 
un valor de - l. 

8.5. 

8.6. 

V -1 -0,5 o 0,5 1,5 2 

F(VjH0) 0,03 0,05 0,37 0,65 0,9 0,97 

a. Establecer una regla de decisión en términos de probabilidad. 
b. ¿Qué decisión debe tornarse sobre Ha? ¿Por qué? 
c. ¿Cuánto vale el nivel crítico p? 

El estadístico n1 (número de aciertos) se distribuye ·según se indica en la siguiente tabla. Si se 
plantea, con a = 0,05, un contraste unilateral derecho sobre Ha: n:1 = 0,40, ¿qué decisión debe 
tornarse sobre H0 si en una muestra concreta se obtiene n1 = 4? 

o 2 3 4 

f (n1 1 n: = 0,40) 0,13 0,345 0,345 0,154 0,03 

Un investigador afirma que, entre los estudiantes universitarios, ellas fuman más que ellos. Con 
los datos de una encuesta realizada por él mismo ha comparado la proporción de fumadoras con 
la proporción de fumadores (Ha: n:clios :o; n:c110,; H1: n:cnas > n:oi1os) y ha obtenido, para el estadístico 
del contraste, un valor T= 2,681. La siguiente tabla ofrece la función de distribución (proba­
bilidades acumuladas) de algunos de los valores del estadístico T: 
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T -0~39 O 0,539 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 

F (T) IH0 0,300 0,500 0,700 0,900 0,950 0,975 0,99 0,995 

Cona=0,05: 

a. ¿Puede afumarse que los datos confirman la hipótesis del investigador? ¿Por qué? 
b. ¿A partir de qué nivel de significación podría rechazarse H0? 

8. 7. Un terapeuta afuma que una terapia consigue recuperaciones aceptables en más del 80% de los 
pacientes tratados. Un colega suyo piensa que la proporción de recuperaciones aceptables es 
menor que el 80%. Ambos realizan un estudio para contrastar sus respectivas hipótesis. 

a. ¿Qué hipótesis estadísticas debe plantear cada terapeuta? 
b. Al contrastar su hipótesis nula el primer terapeuta obtiene un nivel crítico p = 0,818. Utili­

zando un nivel de confianza de 0,95, ¿qué decisión debe tomar? ¿Por qué? 
c. Al contrastar su hipótesis nula el segundo terapeuta obtiene un nivel crítico p = 0,002. Utili­

zando un nivel de confianza de 0,95, ¿qué decisión debe tomar? ¿Por qué? 
d. ¿Cuál de los dos terapeutas tiene razón?, ¿tienen razón los dos?, ¿no tiene razón ninguno de 

los dos? 

8.8. En 1990 fumaba el 30% de los universitarios madrileños. Un investigador cree que en los últimos 
años ese porcentaje ha aumentado. Para comprobarlo, selecciona una muestra aleatoria de 
universitarios madrileños y obtiene un estadístico al que, bajo H 0: rcF = 0,30, le corresponde el 
centil 93. 

a. Plantea las hipótesis estadísticas del contraste. 
b. ¿Qué decisión debe tomarse sobre H0 con a=0,05? ¿Por qué? 

8.9. Supongamos que se contrastaH0: µy?: O frente aH1: µy< O y, en una muestra aleatoria simple, 
se obtiene un estadístico de contraste T = - 2. Sabiendo que P (T < -2) = 0,005 y utilizando un 
nivel de significación a= 0,01, ¿qué decisión debe tomarse sobre H0 y por qué? 

a. Rechazarla porque -2 <O. 
b. Mantenerla porque 0,01 < 0,995. 
c. Mantenerla porque -2 < 0,01. 
d. Rechazarla porque 0,005 < 0,01. 
e. Mantenerla porque P(T<-2) >a. 

8.10. Al comparar las medias de dos grupos mediante un contraste unilateral derecho el estadístico 
del contraste ha tomado el valor T= 2,63. Sabiendo que P(T>2,63) = 0,075 y utilizando un ni­
vel de significación de 0,05: 

a. Se debe rechazar H0 porque T cae en la zona crítica. 
b. Se debe mantener H0 porque 0,075 > 0,05. 
c. Se debe rechazar H 0 porque 0,075 > 0,05. 
d. Se debe concluir que las medias poblacionales difieren entre sí. 
e. Se debe concluir que las medias muestrales son iguales. 

8.11. En un contraste de hipótesis unilateral derecho se obtiene, para el estadístico del contraste, un 
valor H= 6,13. Sabiendo queP(H< 6,13) = 0,05: 

a. La decisión razonable es mantener H0• 

b. La decisión razonable es rechazar H0• 

1 

1 
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c. La probabilidad de rechazar H 0 siendo verdadera vale 0,05. 
d. Se puede rechazar H0 con una probabilidad de equivocarse de 0,05. 
e. Al mantener H0 siendo verdadera, la probabilidad de equivocarse vale al menos 0,05. 

8.12. Para contrastar una misma hipótesis nula se han utilizado dos estadísticos distintos: Vy W. Se 
sabe que V se distribuye según el modelo de probabilidad t de Student con 1 O grados de libertad 
y que W se distribuye según el modelo de probabilidad normal N(O, 1 ). En una muestra aleatoria 
concreta se ha obtenido V= W = k. Siendo k un valor cualquiera y dado un mismo nivel de 
significación (señalar la/s altemativa/s correcta/s): 

a. Si se mantiene H0 con V, es imposible rechazarla con W. 
b. Si se rechaza H0 con V, necesariamente se rechazará con W. 
c. Es más probable rechazar H0 con V que con W. 
d. Si se mantiene H 0 con V, necesariamente se mantendrá con W. 
e. Si se rechaza H0 con V, es posible mantenerla con W. 



Inferencia con una variable 

En los Capítulos 3 al 5 hemos estudiado qué puede hacerse con una variable desde el 
punto de vista descriptivo. Ahora que ya conocemos los fundamentos de la inferencia 
estadística ha llegado el momento de estudiar qué puede hacerse con una variable desde 
el punto de vista inferencia!. 

La diferenc~a que Hemos establecido'entre variables categóricas y cuantitativas no 
es superficial. Ya hemos tenido ocasión de comprobar que las herramientas descripti­
vas que permiten obtener información útil de unos datos son unas u otras dependien­
do de que la variable analizada sea categórica o cuantitativa; y también hemos tenido 
ocasión de comprobar que las distribuciones teóricas de probabilidad, incluidas las dis­
tribuciones muestrales, poseen peculiaridades propias dependiendo de que la variable 
original sea categórica o cuantitativa. Esta diferencia básica entre variables categóricas 
y cuantitativas sigue siendo válida también para clasificar y elegir las herramientas es­
tadísticas concretas que permitirán efectuar inferencias útiles. 

Hemos venido insistiendo en la idea de que describir correctamente una variable 
exige prestar atención a tres propiedades de su distribución: centro, dispersión y for­
ma. Prestar atención a estas tres propiedades sigue siendo útil también desde el punto 
de vista inferencia!, pues, salvo muy contadas excepciones, todas las herramientas in­
ferenciales diseñadas para analizar una sola variable se centran en alguna de esas tres 
propiedades. · 

Con una variable categórica suele interesar estudiar cómo se reparten las frecuen­
cias entre las diferentes categorías de la variable. Si la variable es dicotómica o dico­
tomizada (dos categorías), esto significa dirigir la atención al número o proporción de 
éxitos; y, dado que una proporción es una media, esto equivale a estudiar el centro de 
la distribución. Si la variable es politómica (más de dos categorías), estudiar cómo se 
reparten las frecuencias entre las diferentes categorías de la variable significa estudiar 
la forma de la distribución. 
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Con una variable cuantitativa suele interesar estudiar tanto el centro de su distri­
bución (con algún estadístico de tendencia central), corno su grado de dispersión (con 
de algún estadístico de dispersión) y la forma de su distribución (generalmente para 
valorar si se parece o no a una distribución de probabilidad teórica conocida). 

Estas consideraciones nos ponen en la pista del tipo de herramientas que utilizare­
mos para hacer inferencias con una sola variable. Con una variable categórica dicotó­
mica haremos inferencias sobre el parámetro proporción; con una variable categórica 
politórnica, sobre la forma de su distribución; y con una variable cuantitativa, sobre el 
centro, sobre la dispersión y sobre la forma de su distribución. Los procedimientos para 
realizar estas inferencias están clasificados en el Cuadro 8.1 del capítulo anterior. Este 
capítulo se centra en tres de ellos: el contraste sobre una proporción (para una variable 
dicotómica), el contraste sobre bondad de ajuste (para una variable politórnica) y el 
contraste sobre una media (para una variable cuantitativa). El resto de los procedimien­
tos propuestos para una variable se estudian en el Capítulo 2 del segundo volumen. 

El contraste sobre una proporción (prueba binomial) 
En las ciencias sociales y de la salud es habitual tener que trabajar con variables dicotó­
micas (variables que tornan dos valores): acierto-error, verdadero-falso, recuperados-no 
recuperados, a favor-en contra, etc. Muchas de estas variables se obtienen registrando 
la presencia-ausencia de algún evento (por ejemplo, la presencia-ausencia de un trata­
miento o de un síntoma); otras muchas se crean dicotornizando variables cuantitativas 
(por ejemplo, aprobados-suspensos, hipertensos-no hipertensos, etc.). Con este tipo de 
variables es costumbre codificar con "unos" la presencia de la característica, los acier­
tos, los recuperados, etc., y con "ceros" la ausencia de la característica, los errores, los 
no recuperados, etc. Y, aunque es práctica bastante generalizada llamar éxito a uno de 
estos resultados y fracaso al otro, en muchos contextos es preferible utilizar una termi­
nología que capte con mayor precisión el significado del evento, corno presencia­
ausencia, o sucede-no sucede. 

Ya hemos señalado (ver Capítulo 6, apartado Distribución muestra/ del estadísti­
co proporción) que, al trabajar con este tipo de variables, lo habitual es centrarse en el 
número o proporción de éxitos (o de fracasos). También hemos estudiado ya la distribu­
ción muestra! de los estadísticos n1 ="número de éxitos" y P1 ="proporción de éxi­
tos", y hemos visto que ambos estadísticos se distribuyen según el modelo de probabili­
dad binomial con parámetros n (número de ensayos) y 7t1 (proporción de éxitos). El 
modelo binomial, en consecuencia, ofrece las probabilidades asociadas a los estadísti­
cos n1 y P 1 , y eso es todo lo que necesitarnos para poder llevar a cabo un contraste de 
hipótesis basado en estos estadísticos. 

Pero, además, sabernos (ver Capítulo 6) que, a medida que n va aurner¡tando, las 
distribuciones de n1 y P1 se aproximan a la normal con parámetros 

E(n1 ) = µn
1 

= n1tl' 

E(P¡) = µP¡ = 7tl' 

V(n 1) = cr~ 1 = n7t1 (1 - 7t1), crn, = V n1t1 (1 - 7t1 ) 

V(P1) = cr;,
1 

= 7t1 (l -7t1)/n, O"p
1 

= J7t1 (1-7t1)/n 

[9.1] 
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por lo que, conforme n va aumentando, la transformación 

z [9.2] 

tiende a distribuirse N(O, 1). Esto significa que también es posible utilizar la distribu­
ción normal para diseñar contrastes basados en n1 y P 1 . El Cuadro 9 .1 ofrece, siguiendo 
la lógica general ya expuesta en el capítulo anterior, un resumen del contraste sobre una 
proporción (también conocido corno prueba binomial). El resumen incluye el intervalo 
de confianza para el parámetro 7t1 y Ja forma de obtener el nivel crítico (valorp)-

Este contraste sirve para tornar decisiones sobre el parámetro proporción1
• Permite 

responder a preguntas del tipo: ¿consigue un nuevo tratamiento' más recuperaciones de 
las que se vienen obteniendo con el tratamiento convencional?, ¿es posible afirmar que 
la proporción de sujetos que tienen intención de votar en las próximas elecciones es ma­
yor que la registrada en las elecciones pasadas?, ¿ha acertado un sujeto más preguntas 
de las esperables por azar en una determinada prueba de rendimiento?, etc. El intervalo 
de confianza sirve para dar respuesta a estas mismas preguntas y, además, para obtener 

• 1 ~ 

una estimación del valor aproximado del parámetro 7tt:: 

Cuadro 9.1. Resumen del contraste de hipótesis sobre una proporción (prueba binomial) 

J. Hipótesis: 

a. Contraste bilateral: H0: rt1 = k0 ; H 1: n1 4= k0 • 

b. Contraste unilateral derecho: ir0: 7t1 :s; k0 ; H1: 7t1 >k0 • 

c. Contraste unilateral izquierdo: H0 : 7t1 ;::: k0 ; H 1: 7t1 < k0 • 

(k0 se refiere a la proporción concreta que interesa contrastar; y, dado que se 
trata de una proporción, siempre toma un valor comprendido entre O y 1). 

2. Supuestos: la variable estudiáda es dicotómica (o dicotornizada) y n1 es la pro­
porción de éxitos en la población (éxito hace referencia a una cualquiera de las 

1 J ohn Arbuthnott fue, al parerer, el primero en utilizar este procedimiento en 171 O para intentar demostrar que la 
proporción de niños nacidos en Londres en un determinado periodo de tiempo era significativamente mayor que la 
de niñas nacidas en ese mismo periodo. 
2 Tenemos tres estadísticos. Dos de ellos (n1 y P1) son, en realidad, el mismo y poseen una distribución muestral 
exacta (la binomial). El otro (Z) posee\~na distribución muestra] aproximada (la normal tipificada). Los dos primeros 
son preferibles con muestras pequeñas (por ejemplo, con n ~ 20, que es el tope de la tabla binomial del Apéndice 
final). z solamente debe utilizarse con muestras grandes (ver, en el Capítulo 5, el apartado Aproximación de la dis­
tribución binomial a la normal). 
3 Recordemos que, sin no es muy grande, la aproximación es un poco más exacta aplicando una pequeña modifica­
ción llamada corrección por continuidad, que consiste en sumar (si n1 es menor que mt1) o restar (si n1 es mayor que 
nn1) 0,5 a n1 (o 0,5/n a P1) para hacer el contraste algo más conservador: 

z ~ (n1±0,5) -nn1 (P1±0,5/n) -n1 [
9

.3] 

Jnn,(1-rc1) Jn1(1-n1)/n 
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dos categorías de la variable). De esa población se extrae una muestra aleatoria 
de n observaciones con probabilidad de éxito constante en cada extracción. 

3. Estadísticos del contraste2 (ver ecuaciones [9.1] y [9.2]): 

3.1. n1 = ''número de éxitos en los n ensayos". 
P 1 = n1/n = "ptoportión de éxitos en los n ensayos". 

3.2. z = n1 - mt1 P1 -1t1 

4. Distribuciones muestra/es: 

4.1. n1 y P 1 se distribuyen según el modelo birtomial con parámetros n y n 1• 

4.2. Zse aproxima a la distribuciónN(O, 1) a medida que n va aumentando3
• 

5. Reglas de decisión: 

a. Contraste bilateral: 

a.1. Se recliazalf~ si n1 o P1 toman un valor tan alejado de su valor espe­
rado bajo H0 que la probabilidad de obtener un valor tan alejado corno 
ése o más alejado es menor que aJ2. 

a.2. Se rechazaH0 si z.~ Za12 o Z"2: Z1~a12· 

b. Contraste unilateral derecho: 

b. l. Se r~chaza H0 sin1 ~ P 1 to~an un valor tan grande que laprobabilidad . 
de obtener un valor como ése o mayor es menor que a .. 

b.2. SerechazaH0 siZ"2:Z1-¡,.-

c. Contraste unilateral izquierdo: 

c.1. Se rechá.za H0 si n1 o P 1 tornan-un valor tan pequeño que la probabili­
aad de obtener un valor corno ése o Ínás pequeño és menor que a~ 

c.2; Serechaza 1f0 si Z:S Z". 

6. Ni:Vel crítico (valofp): 

a. Contraste bilateral: 

a.l. Con lós estádísticos n 1 y P 1, el nivelcrítico es el doble de la probabi­
lidadde obtener un valor n J. o P 1 tan. alejado o más alejado de su valór 
esperado bajoH0 como elóbtenid.o. 

a.2. Cori el estadístico Z, jJ = 2[P(Z~ IZhi)J, siendo Zh el valor concreto 
que toma el estadístico z. 

b. Contraste unilateral· derecho'. 

b~l. Con Ios estádísticosn1 yP1; el nivel criti«oeslaprobabilidad de obte­
ner un valor n1 o P 1 tan grande como el o.btenido o más grande. 

b.2. Con el. estadísticot, p=P(Z"2=Z;,): 
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c. Contraste unilateral izquierdo: 

c. l. Con los estadísticos n1 y P1, el nivel crítico es la probabilidad de obte­
ner un valor n 1 o P1 tan pequeño como el obtenido o más pequeño. 

c.2. Con el estadístico Z, p = P(Z ~ Z;,). 

7. Intervalo de confianza (ver [7.16]): 

Ejemplo. El contraste sobre una proporción 

Al parecer, la sintornatología del 30% de los pacientes neuróticos remite espontánea­
mente durante los tres primeros meses del trastorno. De acuerdo con esto, es razonable 
esperar que una terapia eficaz con este tipo de trastornos consiga, en los tres primeros 
meses de tratamiento, un porcentaje de recuperaciones mayor que el que se produce de 
forma espontánea. Los resultados obtenidos con 20 sujetos a los que se les ha aplicado 
una determinada terapia indican que, en los tres primeros meses, ha habido 9 recupera­
ciones. ¿Puede afirmase que el número de recuperaciones que se obtienen con esa tera­
pia es mayor que el esperable por recuperación espontánea? (a= 0,05). 

Tenemos una variable dicotómica (pacientes recuperados, pacientes no recuperados) y 
una muestra de~= 20 observaciones de esa variable. Llamaremos n1 a la proporción po­
blacional de la categoría pacientes recuperados. Hemos observado n1 = 9 recupera­
ciones y, por tanto, la proporción observada de recuperaciones vale P 1 =~120-=·0,45. 

Vamos a realizar un contraste sobre el parámetro n1 para decidir si la verdadera 
proporción de pacientes recuperados con la terapia es mayor de la que cabe esperar por 
recuperación espontánea (es decir, superior a 0,30): 

l. Hipótesis: H0 : n 1 ~ 0;30-; H1 : n 1 > 0,30. 

La hipótesis nula afirma que la proporción de recuperaciones es igual o menor que 
0,30, es decir, que la terapia no es eficaz; la hipótesis alternativa afirma que la pro­
porción de recuperaciones es mayor que 0,30, es decir, que la terapia sí es eficaz. 
Por tanto, se está planteando un contraste unilateral derecho: los valores incompa­
tibles con H0 son únicamente los valores mayores que 0,30, no los menores. Debe 
tenerse en cuenta que la pregunta que se plantea en el enunciado del ejercicio hace 
referencia explícita a los valores mayores que 0,30 (¿ ... el número de recupera­
ciones ... con esa terapia es mayor que el esperable ... ?). 

2. Supuestos: muestra aleatoria de 20 observaciones con probabilidad constante 0,30 
de que una observación cualquiera pertenezca a la categoría de pacientes recupe­
rados. 

3. Estadísticos del contraste (aunque en una situación concreta solo será necesario 
utilizar un estadístico, aquí vamos a utilizar los tres para ilustrar su uso): 



246 Análisis de datos (vol. 1) 

4 

3.1. n1 9; P1 = 0,45. 

9 -20(0,30) 0,45 - 0,30 3.2. z 1,46. 
v' 0,30(1-0,30)/20 ho(0,30)(1- 0,30) 

4. Distribuciones muestrales: 

4.1. n1 y P1 se distribuyen binomialmente con parámetros n = 20 y rc1 = 0,30. 

4.2. Z se aproxima a N(O, 1). 

5. Decisión: 

5.1. Se rechaza H0 si la probabilidad de obtener valores n1 ;?: 9 o P1 ;?: 0,45 es me­
nor que a= 0,05. Es decir, se rechazaH0 si se verificaP(n1 ;?: 9) < 0,05; o, de 
forma equivalente, P(P1 2: 0,45) < 0,05. Consultando la tabla de la distribu­
ción binomial (ver Tabla B del Apéndice final), con n = 20 y rc1 = 0,30, se ob­
tiene P(n1 2:9) = P(P12:0,45) = 1 - F(8) = 1 - 0,887=O,113 (no olvidar que 
la tabla ofrece probabilidades acumuladas). 

5.2. Se rechaza H0 si Z 2: Z0,95 = 1,645. 

Estos resultados conducen a la siguiente decisión: 

Como P(n1 2: 9) = P(P1 2: 0,45) = O, 113 es mayor que a= 0,05, se mantiene 
Ho. 

Como Z = 1,46 es menor que Z0,95 = 1,645, se mantiene H0 • 

Es decir, tanto los estadísticos n1 y P1 como el estadístico Z llevan a la misma deci­
sión. La conclusión razonable es que los datos disponibles no permiten afirmar que 
la proporción de mejoras que se obtiene con la terapia sea más alta que la propor­
ción de mejoras que se producen de forma espontánea. 

6. Nivel crítico4 (valor p): 

6.1. Con n1 y P 1: P(X2: 9) = P(P 2: 0,45) = 0,113. 

6.2. ConZ:p =P(Z2:Z¡) =P(Z2: 1,46) = l-F(l,46) = 1- 0,9279 = 0,0721. 

7. Intervalo de confianza: 

IC"' P¡± IZ012IJP1(1-P1)/n 

0,45±1,96v'0,45(0,55)/20 = 0,45 ± 0,22 = (0,23; 0,67). 

Como el tamaño muestra! no es muy grande, Ja probabilidad asociada al estadístico Zen Ja distribución normal (el 
ni ve~ cr!tico p) es m~ parecida a la probabilidad exacta de la distribución binomial si se utiliza Ja corrección por 
contmmdad. En el ejemplo, el nivel crítico con los estadísticos n1 y P 1 vale p = P (n, 2'. 9) =O, 113, mientras que el 
nivel crítico con el estadístico Z vale p = P(Z:?'.1,46) = 0,0721. Utilizando la corrección por continuidad se obtiene 

z = 9 - 0,5 - 20 (0,30) = 0,45 - (0,5 /20) - 0,30 = 1,22 

J20 (0,30) (1- 0,30) J0,30 (1-0,30) /20 

en cuyo caso el nivel crítico asociado al estadístico Z vale p = P(Z 2'. 1,22) = O, 1112, resultado casi idéntico al 
obtenido con la distribución binomial (O, 113). 
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Por tanto, podemos estimar, con una confianza del 95 %, que la verdadera propor­
ción de recuperaciones (es decir, la proporción de recuperaciones en la población) 
se encuentra entre 0,23 y 0,67. 

Este intervalo de confianza, además de dar pistas sobre el verdadero valor del 
parámetro rc1, sirve para contrastar H0 en un contraste bilateral: como el valor 0,30 
propuesto para rc1 en H0 se encuentra dentro de los límites del intervalo de confian­
za, se está estimando que el valor 0,30 es uno de los posibles valores del parámetro 
rc1 y que, por tanto, no es razonable rechazar H 0 • 

El contraste sobre una proporción con SPSS 

Para el contraste sobre una proporción (también llamado prueba binomial) hemos pr9-
puesto dos estrategias. La primera (recomendada para muestras pequeñas) se basa en los 
estadísticos n1 y P1 y utiliza las probabilidades exacta:¡ de la distribución binomial; la 
segunda (recomendada para muestras grandes) se basa en el estadístico Zy utiliza las 
probabilidades aproximadas de la distribución normal. 

El SPSS ofrece ambas soluciones. Con muestras pequefias (n:::; 25), utiliza la dis­
tribución binomial para obtener las probabilidades exactas asociadas a los estadísticos 
n1 y P1• Con muestras grandes (n >25) utiliza la distribución normal para obtener las 
probabilidades asociadas al estadístico Z (es decir, las probabilidades aproximadas aso-
ciadas a los estadísticos n1 y P1). . 

Este contdste se encuentra en la opción Pruebas no paramétricas >Binomial del menú 
Analizar. La lista de variables del archivo de datos ofrece un listado de todas las varia­
bles con formato numérico (no están disponibles las variables con forma.tu de cadena 
que pueda contener el archivo de datos). Para obtener la prueba binomial: seleccionar 
una o más variables y trasladarlas a la lista Contrastar variables; si se traslada más de una 
variable, se obtiene un contraste por cada variable. 

Las opciones del recuadro Definir dicotomía permiten definir qué valores de la varia­
ble seleccionada van a utilizarse como categorías: (1) si la variable seleccionada es dico­
tómica, la opción Obtener de los datos deja que sean los propios valores de la variable 
los que definan la dicotomía; (2) si la variable seleccionada no es dicotómica es necesa­
rio dicotomizarla marcando la opción Punto de corte5 e indicando, en el correspondiente 

5 Esta opción es especialmente útil cuando lo q\ie interesa es contrastar hipótesis sobre la mediana o sobre algún otro 
cuantil. Es decir, esta opción pernlite obtener los contrastes conocidos como prueba de los signos y prueba de los 
cuanti/es (ver el Capitulo 2 del segundo volumen). Si se desea contrastar, por ejemplo, la hipótesis nula de que la 
mediana del salario inicial vale 25.000 (prueba de los signos), puede utilizarse el valor 25.000 como Punto de corte 
y 0,5 (la proporción de casos acumulados hasta la mediana) como valor del contraste en Contrastar proporción. Y si 
se desea contrastar la hipótesis de que el centil 80 del salario inicial vale 40.000 (prueba de los cuanti/es), puede 
utilizarse 40.000 como Punto de corte y 0,80 (la proporción de casos acumulados hasta el centil 80) como valor del 
contraste en el cuadro de texto Contrastar proporción. 

Por tanto, las opciones del recuadro Definir dicotomía permiten decidir, entre otras cosas, qué tipo de contraste se 
desea efectuar: sobre una proporción (si la variable es dicotómica) o sobre la mediana o cualquier otro cuantil (si 
la variable es al menos ordinal). 
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cuadro de texto, el valor concreto que se desea utilizar para efectuar el corte: los valores 
menores o iguales que el punto de corte pasan a formar el primer grupo (categoría) y los 
valores mayores el segundo (lógicamente, esta segunda opción tiene sentido cuando el 
nivel de medida de la variable elegida es al menos ordinal). 

El cuadro de texto Proporción de prueba permite especificar el valor poblacional que 
se desea contrastar (es decir, el valor asignado a n 1 en la hipótesis nula). Por defecto, 
se asume que la variable dicotómica seleccionada (o los grupos resultantes de aplicar 
un punto de corte) sigue el modelo de distribución de probabilidad binomial con n1 = 
0,5; pero ese valor puede cambiarse introduciendo cualquier otro entre 0,001y0,999. 

De las dos categorías de la variable dicotómica, la que se toma como categoría de 
referencia es la que corresponde al valor del primer caso válido del archivo de datos. Te­
niendo esto en cuenta: 

l. Si el valor elegido como proporción de prueba es 0,5, el SPSS interpreta que el 
contraste es bilateral. En ese caso, si la proporción de casos de la categoría de refe­
rencia es mayor que 0,5, el nivel crítico se obtiene multiplicando por dos la pro­
babilidad de encontrar un número de casos igual o mayor que el observado en la 
categoría de referencia; si la proporción de casos de la categoría de referencia es 
menor que 0,5 el nivel crítico se obtiene multiplicando por dos la probabilidad de 
encontrar un número de casos igual o menor que el observado en la categoría de 
referencia. 

2. Si el valor elegido como proporción de prueba es distinto de 0,5, el SPSS interpre­
ta que el contraste es unilateral. En ese caso, si la proporción de casos de la catego­
ría de referencia es mayor que el valor de la proporción de prueba, el contraste se 
considera unilateral derecho y el nivel crítico se calcula como la probabilidad de 
obtener up. número de casos igual o mayor que el observado en la categoría de refe­
rencia; si fa proporción de casos de la categoría de referencia es menor que el valor 
de la proporción de prueba, el contraste se considera unilateral izquierdo y el nivel 
crítico se calcula como la probabilidad de obtener un número de casos igual o me­
nor que el de la categoría de referencia. 

Ejemplo. El contraste sobre una proporción con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo utilizar el contraste sobre una proporción o prueba binomial 
con la variable minoría (clasificación de minorías) del archivo Datos de empleados. Si 
se asume que el 70% de los habitantes de Estados Unidos es de raza blanca, puede re­
sultar interesante averiguar si ese porcentaje se mantiene en la entidad bancari11 a la que 
se refiere el archivo de datos. Para ello: 

>- Seleccionar la opción Pruebas no paramétricas > Binomial del menú Analizar para ac­
ceder al cuadro de diálogo Prueba binomial. 

>- En el cuadro de diálogo principal, seleccionar la variable minoría (clasificación de 
minorías) y trasladarla a la lista Contrastar variables. 
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· >- Introducir el valor 0,70 en el cuadro de texto Proporción de prueba para especificar 
el valor de la hipótesis nula. En este momento es muy importante tener en cuenta 
qué valor toma el primer caso del archivo (1 ="sí"; O= ''no"), pues ése es el valor 
que el SPSS va a utilizar para identificar a qué categoría de la variable se refiere el 
valor utilizado como proporción de prueba. 

>- Pulsar el botón Opciones para acceder al subcuadro de diálogo Prueba binomial: 
Opciones y marcar la opción Descriptivos; pulsar el botón Continuar para volver al 
cuadro de diálogo principal. 

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 9 .1 
y 9.2. La primera de ellas contiene el número de casos incluidos en el análisis (n = 474), 
la media (0,22), la desviación típica (0,414) y los valores mínimo y máximo. 

Dado que se está analizando una variable dicotómica con códigos 1 y O, la media 
de la variable indica la proporción de unos (minoría= 1 ="sí"). Y la desviación típica 
es la raíz cuadrada del producto entre la proporción de unos y la proporción de ceros: 
(0,78 x 0,22)112 = 0,414 [ver, en el Capítulo 3, !anota a pie de página número 7; si X es 
una variable dicotómica, se verifica cri = n1 - ni = n1 (1 - n1)]. 

La Tabla 9.2 comienza identificando la variable utilizada en el contraste y los dos 
grupos que definen la dicotomía: grupo 1 (minoría="no") y grupo 2 (minoría= "sí"). 
Ya hemos señalado que el SPSS toma como categoría de referencia la categoría corres­
pondiente al primer caso válido del archivo de datos: minoría= O= "no". La proporción 
observada de casos en esa categoría es 370/474= 0,18 y la proporción de prueba es 
0,70. Puesto qu<¡ la proporción de prueba es distinta de 0,5 y la proporción observada 
de la categoría de referencia es mayor que el valor de prueba (0,78 > 0,70), el SPSS 
interpreta que el contraste es unilateral derecho y ofrece, como nivel crítico, la proba­
bilidad de obtener, con n =474 y rc1 =0,70, un número de casos igual o mayor que 370 
(el número de casos de la categoría de referencia). Puesto que .esa probabilidad (signi­
ficación asintótica unilateral) es menor que 0,0005, se puede rechazar la hipótesis nula 
y concluir que la proporción poblacíonal (minoría ='"no") es mayor que O, 70. Como el 
tamaño muestra! es mayor que 25, la solución propuesta se basa, no en la distribución 
binomial, sino en la aproximación normal, lo cual se indica en una nota a píe de tabla. 

Tabla 9.1. Estadísticos descriptivos 

n Media Desv. típica Mínimo Máximo 

Clasificación de minorías 47 4 ,22 ,414 o 

Tabla 9.2. Prueba binomial 

Proporción Prop. de Sig. asintót. 
Categoría n observada prueba (unilateral) 

Clasificación de minorías Grupo 1 No 370 ,78 ,70 ,oooª 

Grupo 2 Sí 104 ,22 
Total 474 1,00 

a. Basado en la aproximación Z. 
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La prueba X 2 de Pearson sobre bondad de ajuste 

En la investigación aplicada es frecuente encontrar que los investigadores elaboran ideas 
previas acerca de cómo creen que se comportará la realidad. Estas ideas previas son 
comunes en todas las disciplinas científicas; se forman a partir de los conocimientos que 
se van acumulando o, simplemente, observando la realidad y, por lo general, con el ob­
jetivo de intentar rellenar alguna laguna de conocimiento. 

Gran parte del análisis de datos, particularmente las herramientas más avanzadas, 
consiste en intentar ajustar modelos teóricos (que reproducen las ideas de los cien­
tíficos) a los datos empíricos (que reflejan el comportamiento de la realidad) para de­
terminar el grado de parecido o compatibilidad existente entre unos y otros. En este con­
texto, el concepto de bondad de ajuste es un concepto amplio que se refiere al grado de 
parecido existente entre los pronósticos de un modelo estadístico, cualquiera que éste 
sea, y los datos analizados. 

Trabajando con una sola variable, los contrastes sobre bondad de ajuste contribu­
yen, a su manera, a comprobar el grado de parecido existente entre la realidad y esas 
ideas previas que los científicos se forman acerca de ella. En concreto, permiten com­
probar si la forma de la distribución de probabilidad empírica (la distribución de una 
variable concreta) se ajusta o se parece a una determinada distribución de probabili­
dad teórica. 

Estos contrastes pueden utilízarse tanto con variables categóricas como con varia­
bles cuantitativas. Con variables dicotómicas se suelen utilizar para valorar el ajuste a 
una distribución binomial (lo cual equivale al contraste sobre una proporción estudiado 
en el apartado anterior); con variables politómicas, para valorar el ajuste a una distribu­
ción multinomial; con variables cuantitativas, para valorar el ajuste a una distribución 
normal. 

Este apartado se centra en el estudio de cómo una variable politómica (más de dos 
categorías) se ajusta a una distribución multinomial. Tratamos de responder a preguntas 
del tipo: ¿es razonable asumir que, en la población de votantes españoles, el 40o/.¡ tie­
ne ideología de izquierdas, el 20% ideología de centro y el 40% ideología de derechas?, 
¿ha cambiado en el último lustro la proporción de fumadores, exfumadores y no fuma­
dores en la población de estudiantes universitarios?, etc. La respuesta a estas preguntas 
puede obtenerse con una sencilla generalización del estadístico Z propuesto en el apar­
tado anterior. 

Supongamos que, de una población cualquiera, se extrae una muestra aleatoria de 
tamaño n y que cada observación puede ser clasificada en una (y solamente unaj de las 
I categorías de una variable categórica X Llamemos i, de forma genérica, a una cual­
quiera de esas I categorías (i = 1, 2, ... ,!)y n; a la probabilidad de que una observación 
cualquiera sea clasificada en la categoría i (n; = n1, n2, ••• , n1). Tras clasificar las n ob­
servaciones de la muestra tendremos n1 observaciones en la categoría 1, n2 observa­
ciones en la categoría 2, ... , n1 observaciones en la categoría l. Estos resultados pueden 
organizarse en una tabla de frecuencias como la que se muestra en la Tabla 9.3. La tabla 
también incluye las proporciones observadas (P; = n;f n) y las teóricas (n;). 
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Tabla 9.3. Notación utilizada en tablas de frecuencias 

X n; P; -2:L_ 

1 n¡ P1 = n1 /n 'lt¡ 

2 nz P2 =n2 /n 1tz 

n; P; = n;ln 'lt¡ 

n 

Pearson (1900, 1911) ha ideado una estrategia que permite evaluar si un resultado mues­
tra! de estas características se ajusta o no a un determinado tipo de distribución teórica. 
La estrategia se basa en comparar las frecuencias observadas o empíricas (n;), es decir, 
las frecuencias de hecho obtenidas, con las frecuencias esperadas o teóricas (m;), es 
decir, con las frecuencias que cabría esperar encontrar si la muestra realmente hubiera 
sido seleccionada de la distribución teórica propuesta6

: 

[9.4] 

Las frecuencias esperadas se obtienen a partir de las probabilidades teóricas (ver, en el 
Capítulo 6, el apartado Distribución muestra! del estadístico proporción): 

[9.5] 

El numerador del estadístico de Pearson recoge la diferencia entre cada frecuencia ob­
servada y su correspondiente esperada (n; - m;). A estas diferencias se les suele llamar 
residuos: 

[9.6] 

Puesto que el numerador de [9.4] recoge estas diferencias, es claro que el estadístico de 
Pearson está comparando lo observado con lo esperado. Ahora bien, ¿cómo interpretar 
una diferencia de, por ejemplo, 5 casos?, ¿es grande o pequeña?, es decir, ¿indica mu­
cha o poca discrepancia entre lo observado y lo esperado? Depende: en una casilla en 
la que se espera una frecuencia de 1 O casos, una diferencia de 5 casos puede ser impor-

6 Este estadístico que aquí estamos llamando X 2 suele encontrarse en la literatura estadística con el nombre ji­
cuadrado (x2). Enseguida veremos que el estadístico X2 se distribuye según el modelo teórico de probabilidad x' (ver 
Apéndice 5). Para no confundir el estadístico con su distribución, reservaremos el símbolo X' para el estadístico 
de Pearson y el símbolo x' para la distribución de probabilidad. Por otro lado, conviene recordar que lo que nosotros 
estamos llamando ji-cuadrado (x2) también puede encontrarse en la literatura estadística en español con el nombre 
chi-cuadrado (anglicismo innecesario que, no obstanete, nos veremos obligados a utilizar por ser el que aparece en 
el SPSS). 
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tante; en una casilla en la que se espera una frecuencia de 1.000 casos, una diferencia 
de 5 casos parece más bien insignificante. Por tanto, para interpretar correctamente estas 
diferencias hay que relativizarlas. El estadístico de Pearson las relativiza dividiéndolas 
entre la frecuencia esperada de la correspondiente casilla. Sumando todas !as diferen­
cias de la tabla tras relativizarlas (desde la primera hasta la I-ésima) se obtiene un in­
dicador del grado de discrepancia total existente entre las frecuencias esperadas y las 
observadas. El problema es que esa suma vale cero; y ésta es la razón por la cual las 
diferencias del numerador están elevadas al cuadrado. 

Lo interesante del estadístico propuesto en [9.4] es que, además de comparar las 
frecuencias observadas con las esperadas, posee distribución muestra! conocida. Ya 
sabemos que los estadísticos que utilizamos en los contrastes de hipótesis deben cumplir 
la doble condición de informar sobre la afirmación establecida en la hipótesis nula y 
poseer distribución muestra! conocida. El estadístico de Pearson se distribuye según el 
modelo de probabilidad x2 Gi-cuadrado; ver Apéndice 5) con I - 1 grados de libertad7

, 

lo cual representamos mediante 

x2 ~ x2 
1-1 [9.7] 

Por tanto, la distribución x; _ 1 contiene información sobre las probabilidades asociadas 
a los diferentes valores de X 2

• Y eso es todo lo que necesitamos para poder diseñar un 
contraste basado en la comparación de las frecuencias observadas y las esperadas. El 
Cuadro 9.2 ofrece un resumen de este contraste. 

La Tabla D del Apéndice final ofrece algunos cuantiles de la distribución x2 . Las 
cabeceras de las filas indican los grados de libertad de la distribución (gl); las cabece­
ras de las columnas indican la probabilidad (proporción de área) que acumula cada valor 
x2 del interior de la tabla. Así, por ejemplo, el valor 9,49 correspondiente al cruce entre 
la cuarta fila (g/ = 4) y la octava columna (p = 0,95) indica que, en la distribución x2 

con 4 grados de libertad, el valor 9,49 acumula (o sea, deja por debajo o a la izquierda) 
una proporción de área de tamaño 0,95; es decir, PCx! < 9,49) = F(9,49) = 0,95. Para 
representar este resultado utilizamos la expresión: 

2 
X4; o,95 = 9,49 

Los dos subíndices de x2 van separados por un punto y coma para evitar confusiones 
con la coma decimal; el primer subíndice se refiere a los grados de libertad (gl); el se­
gundo, a la proporción de área que acumula (que deja a la izquierda) el valor x2 . La 
tabla únicamente ofrece algunas distribuciones (hasta 30 gl) y algunos cuantiles de esas 
distribuciones. Para conocer otros valores puede utilizarse un programa informático 
como el SPSS. Puede consultarse el Apéndice 5 para conocer más detalles sobre la dis­
tribución ji-cuadrado y sobre la forma de utilizar tanto las tablas como el SPSS para 
conocer sus probabilidades. 

7 
La aproximación de X 2 a x2 es tanto mejor cuanto mayor es el tamaño muestra!. No existe una regla que indique 

cómo de grande debe ser el tamaño muestra! para que la aproximación sea lo bastante buena, pero sí sabemos que 
la aproximación es tanto mejor cuanto mayores son las frecuencias esperadas (ver Apéndice 9). 
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Cuadro 9.2. Resumen del contraste sobre bondad de ajuste con la prueba X 2 de Pearson 

l. Hipótesis: 

Ha :f(n1) = M(n; n1, nz, ... , n1). • 

Es decir, la función de probabilidad de la variable nr es multinomial con pro­
babilidades teóricas rc1, rc2, ••• , n1 asociadas a cada categoría i de la variable X (la 
variable n1 se refiere a los posibles resultados que pueden obtenerse al clasifi­
car n casos en las i categorías de la variable X). 

H1 :f(n;)-4=M(n; n1, 7t2, ••• , n1). 

Es decir, la función de probabilidad de la variable n1 no es la propuesta en Ha. 

2. Supuestos: te.nemos una muestra aleatoria den observaciones (n ensayos) cla­
sificada en las 1 categorías exclusivas y exhaustivas de una variable categórica. 
La probabilidad de que una observación pertenezca a cada una de las categorías 
de la variable se mantiene constante en los n ensayos (es decir, las n observa­
ciones son independientes entre sí). Y no más del 20% de las frecuencias es­
peradasª (m1) son menores que 5. 

. . I (n.-m.)2 
3. Estadístico del contraste (ver ecuación [9.4]): X 2 = I: ' ' 

i=I mi 

4. Distribución muestra!: X 2 se aproxima a x2 con 1 - 1 grados de libertad. La 
aproximación es tanto mejor cuanto mayores son las frecuencias esperadas de 
las casillas (ver Apéndice 9) .. 

5. Zona crítica: X 2 
;::: x;_1; 1-c,-

6. Regla de decisión: se rechaza H0 si el estadístico X 2 cae en la zona crítica; en 
caso contrario, se mantiene. 

7. Nivel crítico (valor p): p = P(){2?. Xh2
), siendo Xh2 

el valor concreto que to­
ma X2. 

8. Intervalo de confianza para la proporción teóri.ca de cada casilla: con P1 = n/n 
(ver Tabla 9.3) y teniendo en cuenta que la frecuencia de cada casilla se distri­
buye según el modelo de probabilidad binomial: 

[9.8] 

Si se rechaza H0, este intervalo de confianza permite determinar en qué catego­
rías de la variable falla el ajuste. Decidiremos que el ajuste se rompe en una ca­
tegoría cualquiera i cuando el intervalo construido para esa categoría a partir de 
P1 no incluya el valor de la correspondiente proporción teórica :n:1• 

8 Esta afirmación sobre las frecuencias esperadas, más que una condición necesaria para poder aplicar el estadístico 
X 2, es una recomendación relacionada con la conveniencia de no utilizar el estadístico X 2 con muestras muy p( 
queñas. En el Apéndice 9, en el apartado Supuestos de la prueba X 2 de Pearson., se ofrece una explicación algo 
más detallada sobre este supuesto (o, mejor, sobre la conveniencia de no utilizar el estadístico X' de Pearson cuan­
do las frecuencias esperadas son demasiado pequeñas). 
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Ejemplo. La prueba X2 de Pearson sobre bondad de ajuste 

Por información recogida en varios estudios se sabe que, en la población de madrileños 
mayores de 25 años, la proporción de fumadores, exfumadores y no fumadores es de 
0,30, O, 12 y 0,58, respectivamente. Se desea averiguar si, en la población de jóvenes con 
edades comprendidas entre los 15 y los 25 años, se reproduce esa misma pauta. Para 
ello, se ha seleccionado una muestra aleatoria de 250 jóvenes en la que se han encon­
trado 88 fumadores, 12 exfumadores y 150 no fumadores. ¿Qué puede concluirse, con 
un nivel de confianza de 0,95? 

Tenemos una variable politómica (categórica con tres categorías) y debemos averi­
guar si las frecuencias observadas, es decir, las frecuencias de hecho obtenidas en la 
muestra, se parecen a las esperadas, es decir, a las que cabría esperar si la muestra de 
universitarios perteneciera a una población con las proporciones teóricas propuestas. 

l. Hipótesis: 

Ho: J(n;) = M(nfumadores = 0,30; 1texfumadores = O, 12; 1tno fumadores= 0,58). 

H¡: J(n;) 'Í= M(nfumadores = 0,30; 1texfumadores = 0,12; 1tnofumadores = 0,58). 

2. Supuestos: 250 sujetos aleatoriamente seleccionados se han clasificado en las 1 = 
3 categorías exclusivas y exhaustivas de una variable politómica. La probabilidad 
teórica asociada a cada categoría (0,30, O, 12 y 0,58) se mantiene constante durante 
todo el proceso de clasificación. No existen frecuencias esperadas menores que 5. 

3. Estadístico del contraste: la Tabla 9.4 muestra las frecuencias observadas (n;), las 
proporciones teóricas (n;) y las esperadas (m;). Las esperadas se han obtenido apli­
cando [9.5]; por ejemplo, la frecuencia esperada correspondiente a la categoría fu­
madores se ha obtenido mediante: mfumadores = nnfumadores = 250 (0,30) = 75. 

Tabla 9.4. Frecuencias observadas y esperadas 

X = Tabaquismo n; n, m; 

1 = Fumadores 88 0,30 75 

2 = Exfurnadores 12 0,12 30 

3 = No fumadores 150 0,58 145 

250 250 

x2 = (88 -75)2 
+ c12 -30)2 

+ (150 -145)2 = 13 23 
75 30 145 ' 

4. Distribución muestra!: X 2 se aproxima a x,2 con 1 - 1 = 3 - 1 = 2 gl: X~. 

5 Z · · · x 2 2 
- 5 99 . ona cntzca. :?: x2; 0,95 - , . 

6. Decisión: puesto que X 2 = 13,23 es mayor que el punto crítico 5,99, se rechazaH0• 

Puede concluirse, por tanto, que las frecuencias observadas no se ajustan a las que 
se derivan de las proporciones propuestas en la hipótesis nula. Es decir, no parece 
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que la muestra seleccionada proceda de una población donde las proporciones de 
fumadores, exfumadores y no fumadores sean, respectivamente 0,30, 0,12 y 0,58. 

7. Nivel crítico (valor p): p = P(X2 :?: 13,23) < 0,005. 

8. Ji1tervalo de confianza: la Tabla 9 .5 muestra Jos· límites inferior y superior del inter­
valo de confianza construido para cada categoría de Ja variable tabaquismo. Estos 
intervalos se han calculado aplicando Ja ecuación [9.8]. Por ejemplo, el intervalo 
correspondiente a la categoría fumadores se ha obtenido de la siguiente manera: 

IC" = 0,352 ± 1,96 y10,352(1- 0,352)/250 = (0,293; 0,411) 
fumadorci; 

Tabla 9.5. Frecuencias observadas y esperadas 

X= Tabaquismo P1 = n;ln L, L, 1t; 

1 = Fumadores 88 88/250 = 0,~52 0,293, 0,411 0,30 incluida 

2 = Exfurnadores 12 123/250 = 0,048 0,022 0,074 0,12 no incluida 

3 = No fumadores 150 150'J250 = 0,600 0,540 0,660 0,58 incluida 

Únicamente la proporción teórica de Ja categoría exfumadores (0,12) queda fuera 
de Jos límites de confianza obtenidos. Por tanto, únicamente en esa categoría existe 
desajuste entre Jo observado y lo esperado. Es decir, no puede afirmarse que la pro­
porción de fumadores y no fumadores en Ja población de jóvenes sea distinta de 
esas mismas proporciones en la población general; pero sí existe evidencia de que 
la proporción de exfumadores es significativamente menor en Ja población dejó­
venes que en Ja población general. 

La prueba X2 de Pearson sobre bondad de ajuste con SPSS 

El estadístico de Pearson sobre bondad de ajuste se encuentra en Ja opción Pruebas no 
paramétricas > Chi-cuadrado del menú Analizar. El procedimiento solo permite utilizar va­
riables con formato numérico (no están disponibles las variables con formato de cade­
na). Para contrastar Ja hipótesis de bondad de ajuste referida a una variable categórica 
basta con trasladar Ja variable a Ja lista Contrastar variables (si se selecciona más de una 
variable, el SPSS ofrece tantos contrastes como variables se seleccionen). 

El recuadro Rango esperado permite decidir qué rango de valores de Ja variable se­
leccionada deben ser incluidos en el análisis. Si se elige Ja opción Obtener de los datos, 
cada valor distinto de la variable se considera una categoría para el análisis. Si se elige 
Ja opción Usar rango especificado, solamente se tienen en cuenta Jos valores compren­
didos entre Jos límites que se especifiquen en los cuadros de texto Inferior y Superior (los 
valores no incluidos entre estos límites se excluyen del análisis). 

Las opciones del recuadro Valores esperados sirven para indicar cuál debe ser el 
valor de las frecuencias esperadas. Si se elige la opción Todas las categorías iguales, las 
frecuencias esperadas se calculan dividiendo el número total de casos válidos entre el 
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número de categorías de la variable, lo cual implica contrastar la hipótesis nula de que 
la variable seleccionada se ajusta a una distribución multinomial donde todas las cate­
gorías tienen asociada la misma probabilidad teórica. La opción Valores permite definir 
frecuencias esperadas concretas. Al utilizar esta opción es importante tener en cuenta 
que los valores que se introducen se interpretan como proporciones, no como frecuen­
cias absolutas. Deben introducirse tantos valores como categorías: el SPSS divide cada 
valor por la suma de todos los valores. Así, por ejemplo, si una variable tiene tres cate­
gorías Y se introducen los números enteros 6; 1 y 3, el SPSS interpreta que la frecuencia 
esperada de la primera categoría es 611 O del número de casos válidos, la de la segunda 
categoría 111 O del número de casos válidos, y la de la tercera categoría 3/1 O del número 
de casos válidos. De esta forma, resulta fácil definir, por ejemplo, las frecuencias es­
pe~adas correspondientes a una distribución binomial o multinomi~L El orden en el que 
se mtroducen los valores es muy importante: el procedimiento hace corresponder la se­
cuencia introducida con las categorías de la variable cuando éstas se encuentran orde­
nadas de menor a mayor. 

El botón Opciones ofrece la posibilidad de elegir algunos estadísticos descriptivos 
y decidir qué tratamiento se desea dar a los valores perdidos. La opción Descriptivos 
ofrece el número de casos válidos, la media, la desviación típica, y los valores mínimo 
Y máximo; la opción Cuartiles ofrece los percentiles 25, 50 y 75 (lógicamente, estos 
estadísticos únicamente tienen interés si la variable es cuantitativa; y puesto que el esta­
dístico de Pearson se utiliza con variables categóricas, ,normalmente no será necesario 
solicitarlos). 

Ejemplo. La prueba X 2 de Pearson sobre bondad de ajuste con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo realizar con el SPSS el mismo contraste que en el ejemplo 
anterior. Recordemos que se trata de averiguar si, en la población de jóvenes con edades 
comprendidas entre los 15 y los 25 años, la variable tabaquismo se distribuye. de igual 
forma que en la población general. 

Lo que ocurre en la población general es que hay un 30% de fumadores, un 12% 
de exfumadores y un 58 % de no fumadores. Y al seleccionar una muestra aleatoria de 
jóvenes entre 15 y 25 años se han encontrado 88.fumadores, 12 exfumadores y 150 no 
fumadores. ¿Qué puede concluirse, con un nivel de confianza de 0,95? 

Lo primero que necesitamos hacer es reproducir en el Editor de datos del SPSS los 
d~tos de la Tabla 9.4. La Figura 9.1 muestra cómo hacerlo (ver Pardo y Ruiz, 2009, 
pags. 171-173). 

Figura 9.1. Datos de la Tabla 9.4 reproducidos en el Editor de datos 

1 tabaco - ·n tabaco· ! 
jJ 1 88 
_u 2 12 

2J 3 150 
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Hemos creado dos variables: tabaco (con etiqueta Tabaquismo y códigos 1, 2 y 3) y 
n tabaco (con las frecuencias observadas). Si se desea, se pueden asignar etiquetas a 
l¿; códigos de la variable tabaco: 1 ="Fumadores", 2 = "Exfumadores", 3 ="No fuma­
dores". Ponderando ahora el archivo con la variable n_tabaco (con la opción Ponderar 
del menú Datos), lo~ 3 casos del archivo se convierten en los 250 de la Tabla 9.4. 

Para contrastar la hipót.esis de bondad de ajuste con el estadístico x2 de Pearson (prue­
ba ji-cuadrado o prueba chi-cuadrado ): 

>- Seleccionar la qpción Pruebas no paramétricas > Chi-cuadrado del menú Analizar y, en 
el cuadro de diáÍogo principal, seleccionar la variable tabaco (tabaquismo) y trasla­
darla a la lista Contrastar variables. 

>- En el recuadro Valores esperados, seleccionar la opción Valores e introducir los va-
lores 30, 12 y 58 utilizando el correspondiente cuadro de texto y el botón Añadir. 

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 9.6 
y 9.7. La primera de ellas contiene las frecuencias observadas (N observado) y las 
esperadas (N esperado), así como las diferencias entre ambas (residuo). La Tabla 9.7 
ofrece la información necesaria para tomar una decisión sobre la hipótesis nula de bon­
dad de ajuste: el valor del estadístico de Pearson (chi-cuadrado = 13,226), sus grados 
de libertad (gl = 2)y su nivel crítico (sig. asintótica= 0,001 ). Puesto que el nivel crítico 
es menor que 0,05, se puede rechazar la hipótesis nula de bondad de ajuste y concluir 
que las frecuencias de. las categorías de la variable tabaquismo no se ajustan a la dis­
tribución propuesta en la hipótesis nula (0,30, 0,12, 0,58). 

En una not~ a pie de tabla se indica el número y porcentaje de casillas con frecuen­
cias esperadas menores que 5. Recordemos que, puesto que el estadístico de Pearson se 
aproxima a la distribución ji-cuadrado tanto mejor cuarítp mayor es el tamafit7muestral, 
suele recomendarse, siguiendo una propuesta de Cochran (1952), que, en el caso de que 
existan frecuencias esperadas menores que 5, éstas no superen el 20% del total de fre­
cuencias de la tabla (ver Apéndice 9). 

Tabla 9.6. Frecuencias observadas, esperadas y residuos (variable tabaco) 

N observado N esperado Residual 

Fumadores 88 75,0 13,0 
Exfumadores 12 30,0 -18,0 
No fumadores 150 145,0 5,0 
Total 250 

Tabla 9.7. Estadístico chi-cuadrado 

Tabaquismo 

Chi-cuadrado ª 13,23 
gl 2 
Sig. asintót. ,001 

a. o casillas (0,0%) tienen frecuencias esperadas menores 
que 5. La frecuencia de casilla esperada mínima es 30,0. 
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El contraste sobre una media (prueba T para una muestra) 

Este contraste sirve para tomar decisiones acerca del valor poblacional de la media de 
una variable. Permite responder a preguntas del tipo: ¿puede afirmarse que el cociente 
intelectual medio de un determinado colectivo es mayor de 100?, ¿se parece la media 
estandarizada que se obtiene con una nueva prueba de rendimiento a la que se viene 
obteniendo tradicionalmente?, ¿es cierto que el peso medio de los recién nacidos de 
madres fumadoras no alcanza los 2,5 kg?, etc. Todas estas preguntas coinciden en dirigir 
la atención al centro de una variable cuantitativa. 

Ya hemos estudiado en el Capítulo 5 la distribución muestra! del estadístico media. 
Y, al describir la lógica general del contraste de hipótesis en el capítulo anterior, hemos 
utilizado, entre otros, ejemplos referidos a la media. Sabemos que la media Y de una 
muestra aleatoria de tamaño n extraída de una población normal N(µr cry) es un esta­
dístico (una variable) que se distribuye normalmente con parámetros µY y cry: (ver, en 
el Capítulo 6, el apartado Distribución muestra! del estadístico media): 

[9.9] 

con cry: = cry//ñ. Sabemos también, por el teor~ma del límite central, que, aun no sien­
do normal la población original, el estadístico Y tiende a distribuirse N(µr cry:) a me­
dida que el tamaño muestra! va aumentando. Y también sabemos, por último, que, bajo 
las mencionadas circunstancias, se verifica (ver ecuación [5.7]): 

cr­
Y 

N(O,l) [9.10] 

Por tanto, es posible utilizar la transformación Z junto con la distribución no~al tipi­
ficada para conocer las probabilidades asociadas a los diferentes valores del estadístico 
Y. Lo cual significa que tenemos todo lo necesario para contrastar hipótesis sobre el 
parámetro µ. Pero la utilidad del estadístico Z propuesto en [9 .1 O] es bastante escasa 
cuando se llevan a cabo estudios reales. Generalmente, si se conoce la desviación típica 
de una población, también se conocerá su media y, por tanto, no será necesario hacer 
ningún tipo de inferencia sobre ella. Y, si conociendo ambos parámetros, se desea averi­
guar si la media ha cambiado como consecuencia de, por ejemplo, algún tipo de inter­
vención, lo razonable será asumir que también la varianza habrá podido cambiar. 

Estas consideraciones sugieren que, al contrastar hipótesis sobre una media, lo habi­
tual es que los parámetros poblacionales, tantoµy como cry, sean desconocidos. Y en 
este escenario las cosas cambian. Recordemos (ver, en el Capítulo 5, el apartado Distri­
bución muestra! del estadístico media) que, si de una población en la que la variable Y 
se distribuye normalmente se extrae una muestra aleatoria de tamaño n y se calcula el 
estadístico Y, se verifica · 

T .[9.11] 
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Es decir, al sustituir cry por Sy, la transformación resultante ya no se distribuye N(0,1), 
como ocurre con la transformación Z, sino según el modelo de probabilidad t de Student 
con n - 1 grados de libertad9 (ver Tabla E del Apéndice final). Por tanto, cuando se des­
conoce el parámetro cry, es posible c~nocer la probabilidad asociada a cada valor Y 
mediante la tr;msform.-ación Ty la distribÚción t de Student. Y esto es todo lo que hace 
falta para poder diseñar.un contraste sobre el parámetro µy cuando se desconoce el pa­
rámetro cry. El Cuadro 9.3 ofrece un resumen de este contraste. 

Independencia y normalidad 

Para poder afirmar.que la distribución muestra! del estadístico T se aproxima a la dis­
tribución teórica t de Student se ha impuesto, como punto de partida, que la muestra sea 
aleatoria y la población muestreada normal. En ese punto de partida hay implícitas dos 
condiciones: independencia y normalidad. Recordemos que, a las condiciones que de­
ben darse para que un estadístico se distribuya como se dice que se distribuye, las lla­
mamos supuestos. 

El supuesto de independencia impone que las observaciones deben ser independien­
tes entre sí, lo cual significa que el resultado de una observación no debe condicionar 
el resultado de ninguna otra (cuando las observaciones son independientes, conocer el 
resultado de una de ellas no nos dice nada acerca del resultado de las demás). Ésta es 
la razón por la cual las observaciones se seleccionan aleatoriamente: la aleatoriedad del 
muestreo es lo que garantiza la independencia entre las observaciones. El incumpli­
miento de este supuesto puede alterar seriamente la distribución muestra! del estadístico 

1 

Ty esto puede llevar a tomar decisiones equivocadas (ver, por ejemplo, Kenny y Judd, 
1986). 

El supuesto de normalidad se refiere a la distribución poblacional de la variable 
analizada. Este supuesto es muy importante cuando se trabaja con muestras pequeñas, 
pero va perdiendo importancia conforme va aumentando el tamaño muestra!. Para ayu­
dar a decidir cuándo una muestra es lo bastante grande como para no tener que preocu­
parse por el supuesto de normalidad, Moore (2007, págs. 447-448), basándose en los 
resultados obtenidos en varios trabajos de simulación (Pearson y Please, 197 5; Posten, 
1979; ver también Boos y Hughes-Oliver, 2000; Sawilowsky y Blair, 1992), hace las 
siguientes recomendaciones: (1) para utilizar la prueba T con tamaños muestraÍes me­
nores de 15 es indispensable que los datos se distribuyan de forma aproximadamente 

9 En el Apéndice 5 se ofrece una descripción de la distribución t. En el Apéndice 9 se explica con más detalle la 
diferencia existente entre las transformaciones Z y T. Si el tamaño muestral es lo bastante grande, el estadistico Z 
propuesto en [9.10] y el estadístico Tpropuesto en [9.11] ofrecen resultados muy parecidos. Esto significa que, a 
medida que el tamaño muestra] va aumentando, va resultando irrelevante el hecho de que el parámetro crr sea 
conocido o desconocido: al aumentar el tamaño muestral, los posibles valores de Sr se van aproximando más y más 
al valor de cr y, y Ja distribución de T se va pareciendo más y más a la distribución de Z (ver Apéndice 5). Por 
ejemplo, el percentil 95 de Ja distribución normal estandarizada vale 1,645; y en la distribución t con gl= 1 O vale 
1,812; con g/=50, 1,676; con gl= 100, 1·,660; etc. Por tanto, si el tamaño muestra! es .lo bastante grande, siempre 
resulta posible utilizar la distribución normal para conocer las probabilidades asociadas a la media, tanto si se conoce 
cr r como si no. 
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norrnal10 (sin asimetrías evidentes y sin valores atípicos); (2) con tamaños muestrales 
comprendidos entre 15 y 40 puede utilizarse la prueba Tsiempre que los datos no se dis­
tribuyan de forma muy asimétrica y no existan valores atípicos; (3) con tamaños mues­
trales mayores de 40, la prueba Tpuede utilizarse incluso aunque la distribución de los 
datos sea fuertemente asimétrica y existan valores atípicos. 

En el apartado Relación entre las distribuciones t y x 2 del Apéndice 9 se discuten 
algunos aspectos relacionados con el supuesto de normalidad. 

Cuadro 9.3. Resumen del contraste sobre una media (prueba T para una muestra) 

l. Hipótesis: 

a. Coútrastebilateral: H0: µy= k0 ; H 1: µy4 k0 : 

b: Contrasté unilateral derecho: fib: µy.$ k~; H 1: µy:> k0 ~ 
c. Contraste ilni.fatéral i.iquiei'cio: H0: µ/~ k~; H 1: µy<k0 : 

(k0 se refiere alvalorc;oncreto d~ µy qué int~i:esa contrastar), , .· · 

2: Supuestos: muestntaléatprla de tamaño n ~xtraída de una población nomiál (el 
supuesto ele normalidad ya perdiendo impoitancía-ver apar!adó anteriOr-con­
forrtie el tarÍJ.año mueStral va aumentando). 

3 .. Est~dístico deicontraste(ver écuación [9.ll]): T = (Y - µy)/(Syf /ñ). 

4. . D~tribución muestra!: Tse distribuye según t con n ¿ l gl.(tn _ 1). fos puntos 
críticos pueden cónsúltarse enla TablaE del Apéndice final: · 

s. Zona. critica: 

a. Contrástebilater:al: T.$tn~l;a.17. "y T~t;,_ 1; 1.::ri.12 ' 

· . b. · Contraste linilater:tl derécho: Ti.t.~ 1~ i-a.: .·• 

c:. Contraste unllatér:tl izquierdo:·. T :::;, t,¡~ J; o.· 

6. Regldde decision: serechazaH0 si el éstaciístico del contraste cae en Ía ióna 
crítica; en cas() contrario, sé mantiene. . . . . . . 

7. Ntvelcr{tico (val()rp): 

. a. Contraste bilateral: p =2(P(T~ 1 T~j)]; ~iéndo TJ<él ~álor muci:tral concretó 
que tórllael estadístico T: 

b. Contra$teunilát~ral derecho: p = f(T~Th). 
e:· (;ontrás~e unilateral faqúierdo: p = P(T.$ThJ-

8. Jntervalodé qon[u:mza (verecÍlación: [7.J l]):J(;~.,:='c f± t,,~1;i-a.íi ~:tlfñ-

10 En el caso de que sea necesario trabajar con muestras pequeñas y distribuciones no normales, existen procedimien­
tos alternativos a la prueba T (prueba de Wilcoxon, prueba de los signos) que se estudian en el segundo volumen. 
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Ejemplo. El contraste sobre una media (prueba T para Uf!a muestra) 

Supongamos que en un centro de educación especial se utiliza, para estimular la com­
prensión lectora de los niños, un método con el que se viene obteniendo una media de 
6 en una dete¡:minada prueba de comprensión lectora. Un educador especialista en pro­
blemas de lectura ofrece al centro la posibilidad de utilizar un nuevo método que, según 
él, es más económico y eficiente. El centro estarla dispuesto a adoptar el nuevo método 
siempre que el rendimiento en comprensión lectora no fuera inferior al que se viene ob­
teniendo con el método actual. Para valorar esta circunstancia, se aplica el nuevo 
método a una muestra aleatoria ele 20 niños. Tras la instrucción, se pasa la prueba de 
comprensión lectora y se obtiene una media de 5 y una desviación típica de 1,3. Con 
este resultado, y considerando que en la distribución de los datos no se da ni fuerte 
asimetría ni valores atípicos, ¿qué decisión debe tomarse? (a.= 0,05). 

l. Hipótesis: Hó: µy2'.: 6 

H 1: µy< 6 (contraste unilateral izquierdo). 

2. Supuestos: tenemos una muestra aleatoria de 20 puntuaciones en comprensión lec­
tora procedentes de una población que no sabemos si es o no normal; no obstante, 
puesto que se nos dice que en la distribución ele los datos no existe ni fuerte asime­
tría ni valores atípicos y el tamaño muestra! es mayor ele 15, podemos utilizar la 
prueba T sin necésidad ele asumir normalidad. 

Y- µy 
3. Estadísticd del contraste: T = 

Sy/fñ 

5-6 

1,3/{iü 

4. Distribución muestra/: T se distribuye según tn-l = t19 • 

-1 
-. = -345 
0,29 ' 

5. Zona crítica (contraste unilateral izquierdo): T.$ t19;o,os = -1,729. 

6. Decisión: como -3,45 < -1,729, se rechazaH0• Por tanto, puede concluirse que el 
promedio obtenido con el nuevo método es significativamente menor que el que se 
viene obteniendo con el método actual; en consecuencia, no parece haber justifi-
cación para adoptar el nuevo método. · 

7. Nivel crítico (valorp)11
: p =P(T.$-3,45) < 0,005 . 

8. Intervalo de confianza (con Sy//ñ = 0,29; denominador del estadístico T): 

ICµ, = Y± t19; 0,975 Sy/fñ = 5 ±2,093 (0,29) = 5 ± 0,61 = (4,39; 5,61) 

Podemos estimar, con una confianza del 95%, que el promedio poblacional que se 
obtiene en la prueba de comprensión lectora con el nuevo método ele enseñanza se 
encuentra entre 4,39 y 5,61. 

11 La tabla de la distribución t que aparece en el Apéndice final no es lo bastante completa como para poder obtener 
a partir de ella el nivel crítico exacto. Sin embargo, esto no debe ser considerado un inconveniente serio pues, por 
lo general, para tomar una decisión sobre la hipótesis nula es suficiente con saber si el nivel crítico (p) es mayor o 
menor que el nivel de significación establecido (a). 
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El contraste sobre una media (prueba T para una muestra) con SPSS 

El contraste sobre una media se encuentra en la opción Comparar medias> Prueba Tpara 
una muestra del menú Analizar. La lista de variables del cuadro de diálogo principal sola­
mente contiene las variables numéricas del archivo de datos (no es posible, por tanto, 
utilizar variables con formato de cadena). Para llevar a cabo un contraste con las especi­
ficaciones que el procedimiento tiene establecidas por defecto: (1) seleccionar la varia­
ble cuya media poblacional se desea contrastar y trasladarla a la lista Variables para con­
trastar (puede seleccionarse más de una variable; cada variable seleccionada genera un 
contraste); (2) introducir en el cuadro de texto Valor de prueba el valor poblacional con­
creto que se desea contrastar, es decir, el valor asignado a µy en la hipótesis nula (este 
valor se aplica a todas las variables seleccionadas). 

Además de algunos descriptivos, el procedimiento ofrece un resumen del contraste 
y un intervalo de confianza. Las opciones del procedimiento permiten controlar algunos 
aspectos del análisis. La opción Intervalo de confianza: k% permite establecer, en escala 
porcentual, el nivel de confianza (1 - a) con el que se desea construir el intervalo de 
confianza para la diferencia entre el valor de la media muestra! y el valor propuesto p~a 
la media poblacional. El valor de k es, por defecto, 95, pero es posible elegir cualquier 
otro valor comprendido entre 0,01y99,99. 

Ejemplo. El contraste sobre una media (prueba T para una muestra) con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo utilizar el SPSS para contrastar hipótesis sobre una media. 
Sabemos que la media de la variable educ (nivel educativo) del archivo Datos de em­
pleados vale aproximadamente 13,5 años (este archivo es el mismo que venimos uti­
lizando en otros ejemplos y se encuentra entre los archivos de ejemplo que incluye el 
SPSS; la variable educes una variable cuantitativa: años de formación académjca). 

Imaginemos que deseamos averiguar si es razonable asumir que, tanto en la pobla­
ción de hombres como en la de mujeres, el promedio de años de formación a:.cadémica 
es de 13,5 años. Un análisis descriptivo preliminar mediante un diagrama de ~ajas (ver 
Figura 9 .2) indica que el nivel educativo medio de los hombres supera el promedio glo-

Figura 9.2. Diagrama de cajas del nivel educativo en hombres y en mujeres 
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bal (13,5) mientras que el nivel educativo medio de las mujeres no lo alcanza: la media 
de los hombres se sitúa cerca de 15 y la de las mujeres cerca de 12. 

La pregunta a la que tratamos de dar respuesta es la siguiente: ¿es razonable asumir, 
a partir de la información muestra! disponible, que tanto en la población de hombres 
como en la de.mujeres el nivel educativo medio es de 13,5 años? Es decir, ¿es razonable 
asumir que las diferencias observadas entre las medias muestrales y la media pobla­
cional no va más allá de la esperable por las fluctuaciones propias del azar muestra!? 
Para dar respuesta a esta pregurita debemos llevar a cabo dos contrastes12

, uno con cada 
población, planteando en ambos casos la hipótesis nula de que la media poblacional del 
nivel educativo vale 13,5 años. Para ello: 

>- Seleccionar la opción Segmentar archivo del menú Datos, marcar la opción Comparar 
los grupos, trasladar la variable sexo al cuadro Grupos basados en y pulsar el botón 
Aceptar (esta acción sirve para dividir el archivo en dos grupos -hombres y mu­
jeres- y, a partir de ahí, poder trabajar con cada grupo por separado). 

>- Seleccionar la opción Comparar medias> Prueba T para una muestra del menú Analizar 
y trasladar la variable educ (nivel educativo) a la lista Variables para contrastar. 

>- Introducir el valor 13,5 en el cuadro de texto Valor de prueba. 

Aceptando estos valores, el Visor de resultados ofrece la información que muestran las 
Tablas 9.8 y 9.9. Puesto que hemos segmentado el archivo utilizando la variable sexo, 
las tablas ofrecen resultados separados para el grupo de hombres y para el de mujeres. 

La Tabla 9.,8 incluye, para cada grupo, el número de casos válidos sobre el que se 
basa cada contraste (258 hombres y 216 mujeres), la media observada en cada grupo 
(14,43 en hombres y 12,37 ep mujeres), la desviación típica insesgada (2,98 en hombres 
y 2,32 en mujeres) y el error típico de la media (0,185 en hombres y 0,158eñ fnújeres; 
recordemos que el error típico de la media es el denominador del estadístico Ty que se 
obtiene dividiendo la desviación típica insesgada entre la raíz cuadrada del número de 
casos). 

Tabla 9.8. Estadísticos descriptivos del procedimiento Prueba T para una muestra 

Desviación Error típico de 

Sexo N Media típica la media 

Hombre Nivel educativo 258 14,43 2,98 ,19 

Mujer Nivel educativo 216 12,37 2,32 ,16 

La Tabla 9.9 ofrece un resumen de los contrastes solicitados. El encabezamiento de la 
tabla recuerda el valor propuesto para la media poblacional en Ja hipótesis nula (valor 
de prueba= 13 ,5). No olvidar que el valor de prueba es el mismo para los dos contrastes 

12 Es importante reparar en el hecho de que no estarnos interesados en comparar los promedios de ambas poblaciones 
(esto es algo que aprenderemos a hacer en el próximo capitulo). De momento, en este ejemplo, sólo se está intentan­
do averiguar si es o no razonable pensar que el nivel educativo medio de ambas poblaciones vale 13,5 años. 
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solicitados. La hipótesis nula que se está poniendo a prueba en el primer contraste es 
µhombres= 13,5; y en el segundo, µmuieres= 13,5. Las tres primeras columnas de la tabla 
contienen el valor de los estadísticos13 T (th = 5,02; tm = -7,16), sus grados de libertad 
(glh = 257; glm = 215) y el nivel crítico bilateral o valor p (sig. bilateral< 0,0005 en am­
bos casos 14

). El nivel crítico unilateral puede obtenerse dividiendo entre 2 el bilateral. 
Recordemos que el nivel crítico indica el grado de compatibilidad existente entre el va­
lor poblacional propuesto para la media y la información muestra! disponible. Y la regla 
de decisión adoptada en un contraste dice que si el nivel crítico es pequeño (general­
mente menor que 0,05), puede afirmarse que los datos son incompatibles con la hipó­
tesis nula de que el verdadero valor de la media poblacional es el propuesto. 

En el ejemplo, dado que el nivel crítico es, en ambos casos, menor que 0,05, deben 
rechazarse ambas hipótesis nulas: en ninguno de los dos casos es razonable atribuir la 
diferencia observada al azar. Puede concluirse, por tanto, que el nivel educativo medio 
de ambas poblaciones es distinto de 13,5. Aunque ambos contrastes son bilaterales 
(pues en ningún caso se ha hecho explícita ninguna expectativa sobre la dirección en 
que H0 podría ser falsa), el valor de las medias muestrales (ver Tabla 9.8) permite con­
cretar que el nivel educativo medio es mayor que 13,5 en la población de hombres y 
menor que 13,5 en la de mujeres. 

La siguiente columna de la Tabla 9.9 ofrece la diferencia entre las medias mues­
trales y el valor de prueba, es decir, el numerador del estadí~tico T(l4,43- 13,5 = 0,93 
en los hombres y 12,37 - 13,5=-1,13 en las mujeres). Y a continuación aparecen los 
límites inferior y superior de los intervalos de confianza (calculados al 95 % ) para las 
diferencias de la columna anterior. Los límites de estos intervalos se calculan sumando 
y restando a la diferencia entre cada media muestra! y el valor de prueba una cantidad 
que se obtiene multiplicando el error típico de la media ( cr:¡ = Sy//ñ) por el cuantil 100 
(1 - a/2) = 100(1- 0,05/2) = 97,5 de la distribución t de Student con n - I grados de 
libertad (a se refiere al nivel de significación adoptado). Debe tenerse en cuenta que el 
intervalo de confianza no se construye a partir de la media muestra!, como se hace en 
(7.11], sino a partir de la diferencia entre la media muestra! y el valor poblacional pro­
puesto como valor de prueba. 

El intervalo de confianza también permite tomar una decisión sobre la hipótesis nu­
la de un contraste bilateral (si el intervalo se construye con wia confianz(l del 95%) o 
unilateral (si el intervalo se construye con una confianza del 95%): si los límites del in­
tervalo no incluyen el valor cero, puede afirmarse que los datos disponibles son incom­
patibles con el valor poblacional propuesto y, en consecuencia, deberá re.chazarse H0; 

si los límites incluyen el valor cero, no podrá rechazarse H 0• 

13 
En el SPSS, como en otros muchos sitios, el estadístico al que nosotros estamos llamando T se suele representar 

con letras minúsculas. Nosotros, para diferenciar el estadístico de su distribución, reservamos la letra mayúscula T 
para el estadístico (recordemos que las variables las representamos siempre con letras mayúsculas) y la letra minús­
cula t para la distribución teórica a la que se aproxima el estadístico. 
14 

El nivel critico nunca vale cero. Sólo un estadístico infinitamente grande (o infinitamente pequeño) tiene un nivel 
crítico igual a cero. Cuando el SPSS informa de que el nivel crítico vale 0,000 es porque sólo muestra los tres pri­
meros decimales. En estos casos, basta con indicar que el nivel crítico es menor que 0,0005 (p < 0,0005), pues si 
el tercer decimal vale cero y está redondeado, entonces el cuarto necesariamente es menor que 5. 
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Nada se ha dicho sobre el supuesto de normalidad en que se basa la prueba T, pero 
ya se ha señalado que este supuesto únicamente es importante con muestras pequeñas 
(no obstante, el SPSS permite contrastar este. supuesto con el procedimiento Explorar; 
ver, en el Capítulo 2 del segundo volumen, el apartado Contraste~ sobre la forma de 
una distribucipn). 

Tabla 9.9. Resumen del procedimiento Prueba T para una muestra 

Valor de orueba = 13.5 

95% Intervalo de confianza 

Sig. Diferencia para la diferencia 

Sexo t gl (bilateral) de medias Inferior Superior 
Hombre Nivel educativo 5,02 257 ,000 ,93 ,56 1,30 
Mujer Nivel educativo -7,16 215 ,000 -1,13 -1,44 -,82 

Apéndice 9 

Relación entre la distribución t, la ~istribución x2 y la varianza 

Ya sabemos (ver ecuación [9.10]) que, si la variable Y se distribuye normalmente con media y 
desviación típica conocidas, la transformación - - -

Y- µy 
Z= 

se distribuye normalmente con media O y desviación típica 1, es decir, N(O,l). También sabe­
mos (ver ecuación [9.11]) que, si, se desconoce el valor de la varianza poblacional, la transfor­
mación 

ya no se ajusta a la distribución normal N(0,1) sino a la distribu6ión t con n - 1 grados de liber­
tad (una distribución muy parecida a la normal tipificada, pero no idéntica; ver Apéndice 5). 

El numerador de Zy Tes el mismo: Y - µy; es decir, una variable aleatoria cuyo valor con­
creto depende del que tome el estadístico Y en la muestra elegida. Pero en el denominador de Z 
y T hay una diferencia importante: Z se obtiene a partir de cr7 y Ta partir de Sy- Mientras que 
el denominador de la transformación Z es una constante (un parámetro poblacional cuyo valor 
es independiente de la muestra elegida), el de la transformación Tes una variable (un estadístico 
cuyo valor depende, al igual que el de Y, de la muestra concreta elegida). La consecuencia de 
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esta diferencia es que, mientras un mismo valor de Y siempre ofrece el mismo valor Z inde­
pendientemente de la muestra elegida, un mismo valor Y puede ofrecer diferentes valores T 
dependiendo de la muestra elegida. De ahí que las distribuciones de Z y de T sean distintas. 

La responsable de la diferencia entre las transformaciones Zy Ty sus respectivas distribu­
ciones es, claro está, la varianza muestra!. Por tanto, conocer las características de la distribución 
muestra! de la varianza (ver Apéndice 6) puede ayudamos a comprender mejor esa diferencia. 

Relación entre la distribución t y la varianza 

Sabemos por [6.15] que s; es un estimador insesgado de cr; (el concepto de estimador insesga­
do se ha estudiado en el apartado Propiedades de un buen estimador del Capítulo 7): 

E(Si) = cr; 

Es decir, sabemos que el centro (el valor esperado o media) de la distribución muestra! de la va­
rianza es la varianza poblacional. Pero esta deseable propiedad no lo es todo. De la ecuación 
[6.11] se desprende que la forma de la distribución muestral de la varianza adolece de asimetria 
positiva, especialmente con muestras pequeñas (ver, en el Apéndice 5, el apartado La distribu­
ción X,

2
, particularmente las Figuras 5.7 a 5.9). Esto significa que, al elegir muchas muestras de 

una determinada población, el valor promedio de s; será igual a cr~; pero también significa que, 
al seleccionar una única muestra, los valores menores que cr~ son más probables que Jos valores 
mayores que cr~, es decir, 

[9.12] 

Esto implica que, al calcular el estadístico T utilizando Sy y el estadístico Z utilizando crr es 
más probable encontrar !TI> IZI que !TI< IZI. Ahora bien, la forma de la distribución x2 cl~pen­
de de los grados de libertad (ver Apéndice 5, Figura 5.9): conforme éstos van aumentando, la 
distribución x2 y, consecuentemente, la distribución muestra! de la varianza, se va volviendo 
más y más simétrica. Con n tendiendo a infinito, 

[9.13] 

Por tanto, cuando los grados de libertad van aumentando, la tendencia de si a infraestimar cr; 
va desapareciendo. Pero además, y esto es lo realmente interesante, cuando los grados de libertad 
van aumentando, la varianza de s; se va haciendo más y más pequeña. Recordemos que la va­
rianza del estadístico si viene dada por (ver ecuación [6.15]): 

V(Si) = 2cr~/(n-l) 

Puesto que los grados de libertad están dividiendo, cuando n va aumentando, la varianza de si 
se va haciendo más pequeña; con n tendiendo a infinito, si tiende a cr~. Consecuentemente, 
cuando los grados de libertad van aumentando, T tiende a igualarse con Z. 

Relación entre las distribuciones t y x2 

Con lo que sabemos hasta aquí, ya es posible comprobar sin excesiva complicación que las 
distribuciones t y x2 están relacionadas y que, efectivamente, la transformación T se distribuye 
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según t con n - 1 grados de libertad. Una forma de definir la distribución t con n - 1 grados de 
libertad es a partir de Ja transformación 

[9.14] 

donde Z es una variable N(O, 1), x!-i es una variable ji-cuadrado con n - 1 grados de libertad, 
y ambas variables se asumen independientes entre sí (los grados de libertad de la distribución t 
provienen de los de la distribución x2). 

Recordemos que el punto de partida siempre es una variable Y distribuida normalmente. El 
supuesto de normalidad es necesario, por un lado, para que el numerador de [9 .14] se distribuya 
normalmente; también es necesario para que el denominador se distribuya según ji-cuadrado (re­
cordemos que una variable ji-cuadradó es la suma de variables Z normalmente distribuidas 
elevadas al cuadrado); y también es necesario para garantizar que el numerador y el denomina­
dor de [9.14] sean independientes (pues'la media y la varianza de una distribución normal son 
independientes; cosa que no ocurre en e.J resto de las distribuciones teóricas más utilizadas). 

Sustituyendo en [9.14] el numerador Zpor su valor en [9.10] y el denominador x!-i por su 
valor en [ 6.11] se obtiene 

2/ :i (n -1) Sy cry 

(n -1) 

[9.15] 

Lo cual significa que, efectivamente, la transformación Tpropuesta en [9.11] es una t de Student 
con n - 1 grados de libertad~ 

Supuestos del estadístico X2 de Pearson 

Para que el estadístico X 2 de Pearson (un valor empírico, muestral) se aproxime de forma acep­
table a Ja distribución x2 (una distribución teórica) es necesario que se den algunas condiciones 
que tienen que ver, básicamente, con la independencia de las observaciones y con el tamaño de 
las frecuencias esperadas. 

Independencia 

Este supuesto se refiere a que las observaciones deben ser independientes entre sí, Jo cual sig­
nifica que la clasificación de una observación en una de las I categorías de Ja variable no debe 
afectar a la clasificación de ninguna otra observación ni verse afectada por ella. Al clasificar, por 
ejemplo, a dos sujetos en Ja.s categorías de la variable tabaquismo, el hecho de que un sujeto sea 
clasificado como fumador o no fumador no debe afectar a Ja clasificación del otro sujeto. 

No es infrecuente encontrar incumplimientos de este supuesto. Un ejemplo típico se da cuan­
do se observa repetidamente a los mismos sujetos, de manera que el número total de observacio­
nes es mayor que el número total de sujetos. Una forma razonable de garantizar Ja independen­
cia entre las observaciones consiste en hacer que cada observación se corresponda con un sujeto 
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distinto. Pero esta regla no debe acatarse sin más, pues no es del todo segura. Siempre es posible 
encontrar sujetos distintos que no se comportan de forma independiente; es decir, sujetos distin­
tos que muestran comportamientos similares en las variables que se desea estudiar: miembros de 
la misma familia, estudiantes de la misma clase, pacientes de un mismo hospital, participantes 
en un experimento que interaccionan entre sí en su actividad cotidiana, miembros de un mismo 
colectivo social o religioso, etc. 

El supuesto de independencia es importante porque es necesario para poder definir la: distri­
bución de probabilidad a la que se ajustan las frecuencias de la tabla (ver siguiente apartado). 

Tamaño de las frecuencias esperadas 

El segundo requisito para que el estadístico de Pearson se ajuste bien a la distribución ji-cuadrado 
tiene que ver con el tamaño de las frecuencias esperadas. Los datos de la Tabla 9.4 se han obte­
nido seleccionando una muestra aleatoria de n = 250 sujetos y clasificando a cada sujeto como 
fumador, exfumador o no fumador. Al proceder de esta manera se está utilizando un esquema de 
muestreo llamado multinomiaL Recibe este nombre porque las posibles frecuencias resultantes 
de la clasificación se ajustan a una distribución de probabilidad teórica llamada multinomial (ver 
Capítulo 3). 

Al seleccionar una muestra aleatoria de n casos y clasificarlos en las I categorías exclusivas 
y exhaustivas de una variable categórica, las frecuencias observadas de la tabla, n., constituyen 
una variable aleatoria (resultado de la clasificación independiente'de n observacio~es aleatorias) 
con función de probabilidad (ver ecuación [3.10]): 

[9.16] 

donde n; se refiere a un resultado concreto (a una combinación particular de frecuencias) y n:; 
a la probabilidad de que un elemento aleatoriamente seleccionado pertenezca a la categoría i. 

Ahora bien, si la distribución conjunta de las I frecuencias n; sigue el modelo de probabili­
dad multinomial, entonces la distribución de cada frecuencia por separado sigue el modelo de 
probabilidad binomial, con parámetros n y ¡¡;; (pues seleccionar una observación y clasificarla 
o no en una categoría concreta es un ensayo de Bemoulli; y el conjunto de observaciones clasifi­
cadas en esa categoría es la suma de n; ensayos independientes de Bemoulli; ver, en el Capítu­
lo 3, el apartado La distribución binomial). De ahí que el valor esperado (frecuencia esperada) 
de cada categoría venga dado, según hemos señalado ya (ver ecuación [9.6]), por 

E(n¡) = m; = nn:1 

Pero sabemos que la distribución binomial se aproxima a la distribución normal a medida que 
n va aumentando (ver, en el Capítulo 5, el apartado Aproximación de la distribución binomial 
a la normal). Y también sabemos que la distribución ji-cuadrado es el resultado sumar los cua­
drados de puntuaciones Znormalmente distribuidas (en caso necesario, ver, en el Apéndice 5, 
el apartado Distribución ji-cuadrado). Estos argumentos nos ponen en la pista de un importan­
te supuesto relacionado con el estadístico de Pearson y su distribución ji-cuadrado: se está asu­
miendo que la distribución de las frecuencias de cada casilla es binomial (cosa que efectivamente 
es así si las observaciones se clasifican independientemente; de ahí el primero de los supuestos 
ya discutido) y que, conforme el tamaño muestra! va aumentando, la distribución binomial se va 
aproximando a la normal (cosa que solamente es así si el tamaño_ de cada casilla es lo bastante 
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grande). Pero el tamaño de cada casilla, como parámetro, es la frecuencia esperada, no la obser­
vada (la frecuencia observada es fruto del muestreo, no de las condiciones prevías que se esta­
blecen para definir las características de cada casilla). 

Por tanto, para que el estadístico de Pearson se aproxime efectivamente a la distribución ji­
cuadrado, es necesario que las frecuencias esperadas sean'lo bastante grandes. Pero, ¿qué signifi­
ca "lo bastante· grandes"? Las consideraciones ya hechas en el apartado Aproximación de· la 
distribución binomial a la normal del Capítulo 5 pueden servir para responder a esta pregunta. , 
Cuando n:1 toma un valor próximo a 0,5, la aproximación es lo bastante buena incluso con tama­
ños muestrales tan pequeños como 5 e incluso menores. Pero conforme el valor de n:1 se va ale­
jando de 0,5, mayor necesita ser el tamaño muestra! para que la aproximación de la binomial a 
la normal resulte satisfactoria. 

Estas consideraciones son las que llevaron a Cochran ( 1952) a proponer, como una especie 
de guía práctica, que Ja mayor parte de las frecuencias esperadas m1 (al menos el 80 %) sean 
iguales o mayores que 5. Aunque esta recomendación (recogida en el SPSS) puede llegar a ser 
demasiado exigente en algunos casos (Bradley y otros, 1979; Camilli y Hopkins, 1978, 1979; 
Larntz, 1978 ), es, quizá, la recomendación más conocida y aceptada. Overall (1980), por otro 
lado, ha señalado que el problema de trabajar con frecuencias esperadas pequeñas está, no tanto 
en la probabilidad asociada al error consistente en rechazar una hipótesis nula verdadera, sino 
en la asociada al error consistente en no rechazar una hipótesis nula falsa (trataremos esta 
cuestión en el segundo volumen). · 

) 

Ejercicios Soluciones en www.sintesis.com 

9.1. Se ha seleccionado una muestra áleatoria de 50 sujetos con fobia a los perros y se les ha aplicado 
un determinado tratamiento durante dos meses. Se han recuperado por completo 30 sujetos. Con­
siderando que este tipo de síntomas remiten espontáneamente a los dos meses en el 25 % de los 
casos, ¿puede afirmarse que el tratamiento consigue más recuperaciones (R) de las que se dan 
de forma espontánea? (a..= 0,05). 

9.2. Se cree que, en la población de estudiantes universitarios, !/ 4 tienen ideología política de dere­
chas, 1/4 de centro y 2/4 de izquierdas. Al clasificar una muestra aleatoria de 24 estudiantes se 
ha obtenido el siguiente resultado: 5 de derechas (D), 8 de centro (C) y 11 de izquierdas(!). 
¿Son compatibles estos datos con la hipótesis de partida? (a.= 0,05). 

9.3. Un terapeuta asegura que dispone de un nuevo tratamiento capaz de recuperar (R) con éxito (sin 
recaída) al 80% de los toxicómanos. Para contrastar esta afirmación, aplica el tratamiento a una 
muestra aleatoria de 100 toxicómanos y, tras el periodo de seguimiento, constata que se han pro­
ducido 27 recaídas. ¿Es compatible este resultado con la afirmación del terapeuta? (a.= 0,05). 

9.4. Las puntuaciones del W A!S (Escala de Inteligencia para Adultos de Wechsler) se distribuyen 
normalmente con media 1 OO. Un psicólogo ha construido una nueva prueba de inteligencia (Y) 
y desea saber si la media que se obtiene con ella se parece o no a la del W A!S. Para ello, se-
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lecciona una muestra aleatoria de 100 sujetos y, tras pasarles la prueba, obtiene una media de 105 
y una desviación típica de 16. ¿Qué concluirá nuestro psicólogo con un nivel de confianza de 
0,95? 

9 .5. El resultado del ejercicio anterior indica que la media que se obtiene con la nueva escala de inte­
ligencia es mayor que la media que se obtiene con el W AIS. ¿Entre qué límites puede estimarse 
que se encuentra la nueva media? (a= 0,05). 

9.6. Algunos datos recogidos durante los últimos años señalan que los trastornos de tipo depresivo 
(D) afectan al 32 % de las personas en paro. Un investigador social sospecha que esta cifra es 
demasiado alta y decide obtener alguna evidencia sobre ello. Selecciona una muestra aleatoria 
de 300 sujetos en paro y encuentra que 63 de ellos muestran trastornos de tipo depresivo. Utili­
zando a= 0,01, ¿qué puede concluirse sobre la sospecha del investigador? 

9. 7. Se sabe que el número de nacimientos (nN) no se distribuye homogéneamente entre los siete días 
de la semana. Quizá por la incomodidad que supone para el personál sanitario, quizá porque las 
madres prefieren pasar el fin de semana en casa, quizá por alguna otra razón, lo cierto es que los 
nacimientos son más frecuentes entre semana que en fin de semana. La siguiente tabla muestra 
cómo se distribuyen entre los días de la semana los 280 nacimientos registrados durante un año 
en una determinada localidad. ¿Permiten estos datos afirmar que el número de nacimientos no 
se distribuye homogéneamente entre los días de la semana? (a= 0,05). 

9.8. 

9.9. 

9.10. 

Días de la semana L M X J V s D 

Número de nacimientos 45 50 40 55 35 30 25 

El análisis llevado a cabo en el ejercicio anterior indica que, efectivamente, los nacimientos no 
se distribuyen homogéneamente a lo largo de los días de la semana. Esta afirmación, sin embar­
go, es bastante imprecisa. Averiguar, con a= 0,05, en qué días de la semana la proporción de 
nacimientos difiere significativamente de la esperada. 

La información que ofrece el editor de una escala de madurez señala que las puntuaciones en la 
escala se distribuyen normalmente con media 5 en la población de estudiantes de enseñanza pri­
maria. La escala tiene ya 1 O años, lo que hace sospechar a un educador que el promedio de la 
escala ha podido aumentar. Para comprobarlo, selecciona una muestra aleatoria de 25 estudiantes 
de enseñanza primaria y, tras pasarles la prueba, obtiene una media de 5,6 y una desviación típica 
de 2. ¿Podrá el educador concluir, con a = 0,05, que el promedio de la escala de madurez ha 
aumentado? 

Dos psiquiatras han evaluado a 1 O pacientes con el propósito de diagnosticar cuáles de ellos pa­
decen pseudoalucinaciones. El informe de los psiquiatras incluye únicamente un si o un no para 
indicar la presencia o ausencia de pseudoalucinaciones. Los datos de los informes de ambos psi­
quiatras están resumidos en la siguiente tabla. ¿Puede afirmarse que el grado de acuerdo que han 
alcanzado los psiquiatras es mayor que el que cabria esperar por azar? (a = 0,05). 

Pacientes 

Psiquiatra 1 

Psiquiatra 2 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Sí Sí No Sí No No Sí Sí No Sí 

Sí No Sí Sí No No Sí Sí No No 
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9.li. Con el método utilizado en los últimos años en un determinado colegio para enseñar matemá­
ticas, los estudiantes de enseñanza primaria consiguen, en matemáticas, una calificación media 
de 6,4. Un educador convence al director del centro de que existe un método más eficaz y éste 
decide aplicarlo durante un año en dos aulas de 25 estudiantes cada una. Al final del curso, los 
50 estudiantes obtienen una calificación media de 6,8 y·una varianza de 2. ¿Se puede con~luir, 
con un nivel de confianza de 0,95, que el nuevo método de enseñanza ha mejorado la califica­
ción media que se venía obteniendo con el método tradicional? 

9.12. En una muestra aleatoria de 1 O sujetos con problemas de enuresis 'se ha aplicado un tratamien­
to cognitivo-conductual y se han obtenido resultado-s positivos en 7 casos. ¿Es compatible este 
resultado con la hipótesis de que al menos el 90% de los sujetos enuréticos podrá recuperarse 
(R) con este tratamiento? (a= 0,05). 

9.13. ¿A qué conclusión se habría llegado en el ejercicio anterior si, utilizando el mismo contraste y 
el mismo nivel de significación, en lugar de obtener 7 recuperaciones de 1-0, se hubieran obte­
nido 14·recuperaciones de 20 (es decir, si se hubiera obtenido la misma proporción de recu­
peraciones pero con una muestra mayor? ¿A qué se debe la diferencia en la conclusión? 

9.14. Para contrastar la hipótesis de que el 70% de los estudiantes de psicología son mujeres se ex­
trae aleatoriamente de esa población una muestra de 50 estudiantes. ¿Qué número de mujeres 
(nM) debe encontrarse para no rechazar la hipótesis rcM = O, 70? (a= 0,05). 

9.15. Teniendo en cuenta que en la muestra de 50 estudiantes de psicología del ejercicio anterior había 
39 mujeres, ¿entre qué Iímites·cabe estimar que se encuentra la proporción de mujeres en lapo­
blación de estudiantes de psicología? (a= 0,05) . 

. e 

9.16. Un profesor ha diseñado una prueba de aptitud con 17 preguntas dicotómicas. ¿Qué nú~~ro mí­
nimo de aciertos (A) debe tener un sujeto para poder afirmar, con a= 0,01, que no ha respon­
dido al azar? 

9.17. En un contraste bilateral de fa hipótesis H 0: µy= 420, ¿qué valores de Y llevarán a rechazar H 0 

con una muestra aleatoria de tamaño 3 6' extraída de una población normal cuya desviación típi­
ca vale 18? (a= 0,05). 

9.18. Se ha utilizado el estadístico x2 de Pearson para contrastar la hipótesis H0 :f(n1) = B (n, rc1). En 
una muestra aleatoria se ha obte11ido x2 = 11,41. Sabiendo que P(X2 > 11,41) = 0,185: 

a. ¿Qué decisión.debe tomarse sobre H 0, con a= 0,05? 
b. ¿Porqué? 
c. ¿Qué puede concluirse? 

9.19. Consideremos Ja hipótesis H 0:f(X) = Multinomial (n = 200; rc1 = 0,50, rc2 = 0,30, rc3 = 0,20) y 
la siguiente tabla: 

11¡ 
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Sabiendo que, tras recoger los datos y analizarlos, se ha obtenido para el estadístico X 2 de 
Pearson un valor de cero: 

a. Completar la tabla. 
b. ¿Qué decisión debe tomarse sobre H0? 
c. ¿Cuánto vale el nivel crítico (valor p) del contraste? 

9.20. A continuación se ofrece una tabla con la función de distribución de una variable aleatoria (n1) 

distríbuidaB(n = 5; rr1 =0,25): 

o 2 3 4 5 

F(n1) 0,237 0,633 0,896 0,984 0,999 1,000 

Si un sujeto responde a un test de 5 preguntas cada una de las cuales tiene 4 alternativas de res­
puesta de las que solamente una es correcta, ¿cuántas preguntas tiene que acertar como mínimo 
para que se pueda rechazar la hipótesis de que ha respondido al azar? (a.= 0,05). 

9.21. En el ejercicio 9.6 se ha estudiado la proporción de personas afectadas de trastorno de tipo de­
presivo en la población de desempleados. En ese estudio se ha definido una población concre­
ta (personas en paro), se ha seleccionado una muestra aleatoria, se ha calculado un estadístico 
(proporción) tras definir el objeto de estudio (trastorno de tipo depresivo) y se han efectuado las 
inferencias pertinentes. Como consecuencia de todo esto se ha llegado a la conclusión de que 
la proporción de desempleados que padecen trastorno depresivo es menor de 0,32. En este es­
cenario, ¿cuál de las siguientes afirmaciones es verdadera y cuál falsa? 

a. El desempleo está relacionado con los trastornos depresivos. 
b. El desempleo no está relacionado con los trastornos depresivos. 
c. El desempleo hace aumentar la proporción de personas con trastorno depresivo. 
d. El desempleo hace disminuir la proporción de personas con trastorno depresivo. 
e. El desempleo ha disminuido y ésa es la razón por la cual ha disminuido también la pro­

porción de personas con trastornos depresivos. 

Inferencia con 
dos variables categóricas 

L· 

En éste y en los dos próximos capítulos estudiaremos algunas de las herramientas infe­
renciales disponibl~s para el.análisis de dos variables. En este capítulo abordaremos el 
análisis de dos variables categóricas mediante la pruebax2 de Pearson; en el siguiente, 
el de dos variables cuantitativas con la prueba Tpara muestras relacionadas y el coefi­
ciente de correlación de Pearson- y en el siguiente, el análisis de una variable categó­
rica y una cuantitativa con la p~eba T para ipuestras independientes. - · . 

Esta forma de ordenarh exposición no es arbitraria. Recordemos que la naturaleza 
de las variables (categórica, cuantitativa)condiciona el tipo de herramientas que permi­
ten extraer información útil de los datos. Y recordemos también que basar la clasifica­
ción de los procedimientos estadísti~os en la naturaleza de las variables contribuye de 
forma importante a facilitar la elección del procedimiento apropiado en cada caso. 

Ya hemos señalado en capítulos anteriores que las herramientas inferenciales sirven 
para realizar comparaciones y estudiarrelaciones. Cualquier herramienta inferencia!, 
desde la más simple a la más' compleja, cubre uno de esos dos objetivos (volveremos 
sobre esta idea en el próximo capítulo). En este capítulo nos vamos a limitar a estudiar 
la relación entre dos variables-categóricas mediante la pruebaX2 de Pearson y algunas 
medidas de asociación basadas en X 2

. En el Capítulo 3 del segundo volumen estudia­
remos otras formas de abordar el análisis de dos variables categóricas. 

Es importante recordar, una vez más, que todo análisis inferencia! debe ir precedido 
del correspondiente análisis descriptivo. Por tanto, para estudiar dos variables simultá­
neamente es necesario, previamente, describir cada una de ellas tanto por separado co­
mo de forma conjunta. Ocasionalmente, ese análisis descriptivo servirá para cubrir los 
objetivos del estudio. Pero, incluso cuando esto, como es habitual, no sea así, será ne­
cesario detenerse en él antes de iniciar la fase inferencia!. 
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Variables categóricas 

En las ciencias sociales y de la salud es frecuente encontrarse con variables categóricas. 
Son variables, recordemos, de las que únicamente es posible obtener una medida de tipo 
nominal (u ordinal con pocos valores). En una investigación clínica, por ejemplo, se 
pueden encontrar variables como padecer o no una determinada enfermedad o síntoma, 
o se puede clasificar a los pacientes como tratados y no tratados, o como recuperados 
y no recuperados, etc. En una investigación de tipo social se puede clasificar a los suje­
tos por la actitud que manifiestan hacia un evento particular (favorable, desfavorable 
o indiferente), o por su estado civil (solteros, casados, viudos, divorciados, separados). 
El sexo, la raza, la ideología política, el lugar de procedencia, la ocupación laboral, el 
resultado de una tarea (éxito-fracaso), etc., son otros ejempl.os de este tipo de variables. 

Al trabajar simultáneamente con dos variables categóricas hay que abordar dos ta­
reas básicas: (1) describir el comportamiento conjunto de ambas variables y (2) averi­
guar si están relacionadas. La primera tarea se lleva a cabo construyendo tablas de con­
tingencias y gráficos de barras agrupadas; la segunda, contrastando la hipótesis nula de 
independencia mediante la prueba.x2 de Pearson. En el caso de las variables estén rela­
cionadas es necesario realizar dos tareas adicionales: (1) cuantificar la intensidad de la 
relación y (2) interpretarla a partir de los residuos tipificados. 

Tablas de contingencias 

Recordemos que, para describir una variable categórica, se utiliza un tipo particular de 
resumen llamado tabla de frecuencias (ver Capítulo 3). Para describir, por ejemplo, la 
variable sexo (hombres, mujeres), o la variable tabaquismo (fumadores, exfumadores, 
no fumadores), se organizan los datos en resúmenes como los que muestra la Tabla 10.l 
(los datos provienen de una muestra de 200 universitarios). 

Tabla 10.1. Frecuencias de sexo (izquierda) y tabaquismo (derecha) 

Sexo n; Tabaquismo n; 

Hombres 94 Fumadores 60 
Mujeres 106 Exfumadores 13 

Total 200 No fumadores 127 

Total 200 

Para describir simultáneamente dos variables categóricas se hace algo muy parecido: se 
construye una tabla de frecuencias conjuntas combinando (cruzando) las categorías de 
ambas variables. La Tabla 10.2 es un ejemplo de este tipo de tablas: los mismos 200 
sujetos que en la Tabla 10.1 se han clasificado en dos tablas de frecuencias separadas, 
ahora se han clasificado en una única tabla. A esta forma de organizar y resumir los da-
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tos se le llama tabla de contingencias1 y constituye al forma estándar de presentar si­
multáneamente los datos referidos a dos variables categóricas. 

En una tabla de estas características, al contenido de las casillas (parte interior de 
la tabla) se le llama frecuencias conjuntas o, simplemente, frecuencias; y a los totales 
de cada fila y .columna (parte exterior de la tabla) se les llama frecuencias marginales. 

Las frecuencias marginales reproducen las frecuencias de cada variable indivi­
dualmente considerada (se les suele llamar distribuciones marginales); estas frecuen­
cias contienen toda la información disponible en las respectivas tablas de frecuencias 
individuales. Las frecuencias conjuntas ofrecen información adicional: indican lo que 
ocurre en cada 'casilla, es decir, lo que ocurre en cada combinación entre las categorías 
de las variables. Y, de la misma manera que las frecuencias de .una variable indivi­
dualmente considerada informan del comportamiento de esa varfable, las frecuencias 
conjuntas informan del comportfimiento conjunto de ambas variables (volveremos ense­
guida sobre esta cuestión). 

Tabla 10.2. Tabla de-contingencias de sexo por tabaquismo 

Tabaquismo 

Sexo Fumadores Exfumadores No fumadores Total 

Hombres 18 -- 7 69 94 
Mujeres 42 6 58 106 

Total 60 13 127 200 

La Tabla 10.2 es un ejemplo de tabla bidimensional. Constituye el ej emplo-más-elemen­
tal de tabla de contingencias: solamente dos variables. Pero una tabla de contingencias 
puede ser más compleja. De hecho, pueden construirse tablas de tres, cuatro, o más di­
mensiones. El límite en el 'número ,de dimensiones de una tabla de contingencias úni­
camente viene impuesto por el tipo de situación real que se desee representar y por el 
grado de complejidad que se esté dispuesto a abordar en la interpretación. No obstan­
te, dado que en este apartado estamos tratando el caso de dos variables, nuestra exposi­
ción se limitará al caso de tablas bidimensionales: 

La Tabla 10.3 muestra lf forma de presentar los datos en una tabla de contingencias 
bidimensional y la notación que utilizaremos para identificar cada elemento de la tabla. 
Las 1 categorías de la variable X definen las filas de la tabla; para identificar cada una 
de estas categorías (cada fila), se utiliza el subíndice i; por tanto: i = 1, 2, ... ,J. Las J 
categorías de la variable Y definen las columnas de la tabla; para identificar cada una 
de estas categorías (cada columna) se utiliza el subíndicej: por tanto:j = 1, 2, ... ,J. El 
signo "+" se refier:e a todos los valores del subíndice al que sustituye; por tanto, cuando 

1 El término contingencia se refiere a la posibilidad de que algo ocurra. En una tabla de contingencias existen tan­
tas posibilidades de que algo ocurra como combinaciones resultan de cruzar las categorías de las variables que de­
finen la tabla. Por tanto, cada casilla de la tabla representa una posibilidad, es decir, una contingencia; de ahí que 
al conjunto de casillas de la tabla, es decir, al conjunto de contingencias, se le llame tabla de contingencias. 
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sustituye al subíndice i se refiere a todos los valores de i (es decir, 1, 2, ... , J); y cuan­
do sustituye al subíndice} se refiere a todos los valores dej (es decir, 1, 2, ... , J). Así, 
por ejemplo la frecuencia conjunta n

12 
de la Tabla 10.2 vale 7; la frecuencia marginal 

n1+ vale 94; y la frecuencia marginal n+2 vale13. Sumando las frecuencias marginales 
de las filas (n;J, o las de las columnas (n+)' o las conjuntas (nij), se obtiene idéntico 
resultado: 

[10.1] 

Por ejemplo, en los datos de la Tabla 10.2 se verifica: 

94+106 = 60+13+127 = 18+7+69+42+6+58 = 200 

La notación utilizada permite identificar abreviadamente las dimensiones de una tabla 
de contingencias mediante la expresión J xJ, donde el número de letras indica el núme­
ro de variables (dos letras= dos variables) y el valor de las letras representa el número 
de categorías de cada variable. Así, la Tabla 10.2 es una tabla 2 x 3 (dos variables, la 
primera con 2 categorías y la segunda con 3). 

Tabla 10.3. Notación utilizada en tablas de contingencias bidimensiOnales 

y 

X 2 j J ~ 
n11 n12 n1j nu nl+ nu = frecuencias conjuntas de X e Y. 

2 n21 nn nzj nv nz+ n¡+ = frecuencias marginales de X. 

n¡1 n;2 nu nu n¡+ n+j = frecuencias marginales de Y. 

J 
n = número total de casos. 

n11 nn n1j nu nI+ 

n+j n+¡ n+2 n+j n+1 n 

Tipos de frecuencias 

Los números que aparecen en una tabla de contingencias sonfrecuencias, np puntua­
ciones; más concretamente, frecuencias absolutas (ya sean conjuntas o margin~les). 
El valor 18 de la primera casilla de la Tabla 10.2(n11 =18) indica que, de los 200 sujetos 
que componen la muestra, 18 han sido clasificados como hombres fumadores; el valor 
58 de la última casilla de la tabla (n23 = 58) indica que 58 sujetos han sido clasificados 
como mujeres nofomadoras. 

Las frecuencias absolutas pueden transformarse fácilmente en frecuencias por­
centuales. Ahora bien, en una tabla de contingencias bidimensional hay tres tipos de 
frecuencias porcentuales: (1) los porcentajes de fila indican el porcentaje que cada 
frecuencia conjunta representa respecto de la frecuencia marginal de su fila; (2) los 
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porcentajes de columna indican el porcentaje que cada frecuencia conjunta representa 
respecto de la frecuencia marginal de su columna; y (3) los porcentajes del total indican 
el porcentaje que cada frecuencia conjunta representa respecto del número total de casos 
de la tabla. 

En la TabJa 10.2, el porcentaje del total de la p.rimera casilla vale 18 (100)/200 = 
9,0%; esto significa que el 9,0% de los sujetos de la muestra son hombres fumadores. 
Estos porcentajes tienen interés descriptivo, pues indican qué porcentaje de casos ha 
sido clasificado en cada casilla de· la tabla; pero, según veremos a enseguida, no con­
tienen información útil para interpretar el comportamiento conjunto de ambas variables 
(es decir, no informan acerca de si las variables están o no relacionadas). . 

La información realmente útil está en los porcentajes de fila y en los de columna. 
A estos porcentajes se les llama distribuciones condicionales. La Tabla! 10.4 muestra 
los porcentajes de fila corresp~ndientes a las frecuencias absolutas de la Tabla 1 O.i. 
Estos porcentajes contienen las distribuciones condicionales de la variable colocada en 
las columnas. Por tanto, indican cómo se distribuye la variable tabaquismo en cada ca­
tegoría de la variable.sexo (nótese que los porcentajes de dada distribución condicional 
suman 100). El porcentaje de fila de la primera casilla (hombres fumadores) vale 
18(100)/94= 19,1 %; este valor indica que el 19,1% de los hombres son fumadores. Los 
porcentajes marginales de las columnas contienen la distribución marginal (la distribu­
ción no condicional)·de la variable colocada en las columnas (tabaquismo); estos por­
centajes indican que hay un 30% de fumadores, un 6,5% de exfumadores y un 63,5% 
de no fumadores. . 

La Tabla 10
1
5 contiene los porcentajes de columna correspondientes a las frecuen­

cias absolutas de la Tabla 10.2. Estos porcentajes contienen las distribuciones con­
dicionales de la variable colocada en las filas. Por tanto, indican cómo se distribuye la 
variable sexo en cada categoría de la variable tabaquismo (nótese que los porceñtajes 

Tabla 10.4. Porcentajes de fila correspondientes a las frecuencias de la Tabla 10.2 

Tabaquismo 

Sexo Fumadores Exfumadores No fumadores 

Hombres 19,1 % 7,4% 73,4% 100,0% 
Mujeres 39,6% 1 5,7% 54,7% 100,0% 

30,0% 6,5% 63,5% 100,0% 

Tabla 10.5. Porcentajes de co1umna correspondientes a las frecuencias de la Tabla 10.2 

Tabaquismo 

Sexo Fumadores Exfumadores No fumadores 

Hombres 30,0% 53,8% 54,3% 47,0% 
Mujeres 70,0%" 46,2% 45,7% 53,0% 

100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 
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de cada distribución condicional suman 100). El porcentaje de columna de la primera 
casilla (hombres fumadores) vale 18(100)/60 = 30,0%; este valor indica que el 30,0% 
de los fumadores son hombres. Los porcentajes marginales de las filas contienen la dis­
tribución marginal de la variable colocada en las filas (sexo); estos porcentajes indican 
que hay un 47% de hombres y un 53% de mujeres. 

Gráficos de barras agrupadas 

Las frecuencias de una tabla de contingencias (tanto las absolutas como las porcentua­
les) constituyen la esencia de lo que podríamos llamar la fase descriptiva del análisis 
de dos variables categóricas. Sin embargo, la fase descriptiva no debe limitarse a pre­
sentar los datos de una tabla de contingencias. Ya hemos señalado repetidamente la con­
veniencia de acompañar los números de una tabla con gráficos que permitan formarse 
una idea rápida acerca de lo que está ocurriendo. 

Los gráficos más utilizados para describir simultáneamente dos variables categó­
ricas son los de barras agrupadas. Estos gráficos se construyen sobre el plano definido 
por dos ejes cartesianos: en el eje horizontal se colocan las categorías de una de las va­
riables; en el vertical, las frecuencias conjuntas absolutas; y sobre cada valor de la varia­
ble colocada en el eje horizontal se levantan tantas barras como valores tenga la segunda 
variable. La altura de las barras es proporcional al tamaño de las frecuencias (la anchura 
de las barras no es relevante, pero ha de ser la misma para todas ellas). 

La Figura 10.l muestra el gráfico de barras agrupadas correspondiente a las fre­
cuencias absolutas de la Tabla 10.2. En el gráfico de la izquierda se ha colocado la va­
riable tabaquismo en el eje horizontal y se ha levantado una barra por cada categoría de 
la variable sexo; en el de la derecha se ha colocado la variable sexo en el eje horizontal 
y se ha levantado una barra por cada categoría de la variable tabaquismo. Ambos grá­
ficos incluyen exactamente el mismo número de barras (tantas como casillas) y exacta­
mente del mismo tamaño (el de las frecuencias absolutas de cada casilla), pero organi­
zadas de distinta manera. La elección entre uno u otro depende únicamente de cuál de 
los dos permite mostrar con mayor claridad aquello que se quiere resaltar. En.ambos 
gráficos se aprecia que las barras más altas corresponden a los no fumadores (hombres 

Figura 10.1. Gráficos de barras agrupadas basados en las frecuencias absolutas de la Tabla 10.2 
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y mujeres). Sin embargo, en el de la izquierda destaca el hecho de que la diferencia en­
tre el número de hombres y mujeres es sensiblemente mayor en el grupo de fumadores 
que en el de no fumadores (la barra clara no alcanza la mitad de la altura de la barra os­
cura en el grupo de fumadores, pero es más alta que la oscura en el de no fumadores). 
Y en el gráfico de la derecha destaca el hecho de que la diferencia entre el número ~e 
fumadores y no fumadores es sensiblemente mayor entre los hombres que entre las mu­
jeres (la diferencia entre la barra más clara y la más oscura es mayor en el grupo de 
hombres que en el de mujeres). 

Un gráfico de barras agrupadas no se altera si en lugar de representar la.S frecuen­
cias absolutas se representan los porcentajes referidos al total. Sin embargo, ya hemos 
señalado que la informaciónrealmente interesante no se encuentra en estos porcentajes, · 
sino en los referidos a las filas y a las ~olumnas, es decir, en las distribuciones condi­
cionales. y las distribuciones c,ondicionales generan gráficos mily diferentes de los que 
recoge la Figura 10.1 (tanto más diferentes cuanto más distintas entre sí son las fr_e­
cuencias marginales de la tabla). 

La Figura 10.2 (izquierda) muestra el gráfico correspondiente a los porcentajes de 
fila; por tanto, en él están representadas las distribuciones condicionales de la variable 
tabaquismo (ver Tabla 10.4): las barras claras indican cómo se distribuyen los fumado­
res, los exfumadores y los no fumadores en el grupo de hombres; las oscuras, cómo se 
distribuyen los fumadores, los exfumadores y los no fumadores en el grupo de mujeres. 
Como el número de hombres y de mujeres de la muestra es similar (94 y 106), este grá­
fico se parece bastante al elaborado a partir de las frecuencias absolutas (gráfico de la 
izquierda en la I;igura'l0.1). Para interpretarlo correctamente no hay que olvidar que 
la altura de las barras se basa en los porcentajes referidos a las filas. El dato más llama­
tivo del gráfico es la diferencia existente. entre ambas distribuciones condicio1iales en 
lo referente al porcentaje de :fi.11Í:mdpres y no fumadores: en el grupo de homores~ el por­
centaje de :fi.llnadores no llega, ni a un tercio del de no fumadores; en el de mujeres, el 
porcentaje de fumadoras es más de la mitad del de no fumadoras. 

La Figura 10.2 (derecha) muestra el gráfico de barras correspondiente a los porcen­
tajes de columna; por tanto, en él están representadas las distribuciones condicionales 
de la variable sexo (ver Tabla 1 O .. ?): las barras más claras indican cómo se distribuyen 

Figura 10.2. Gráficos de barras agrupadas basados en los porcentajes de fila de la Tabla 10.4 (gráfico 
de la izquierda) y en lps porcentajes de columna de la Tabla 10.5 (gráfico de la derecha) 
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los hombres y las mujeres en el grupo defamadores; las menos claras indican cómo se 
distribuyen los hombres y las mujeres en el grupo de exfamadores; las más oscuras indi­
can cómo se distribuyen los hombres y las mujeres en el grupo de nofamadores. Como 
el número de fumadores, exfumadores y no fumadores es muy distinto (60,13 y 127), 
este gráfico es muy diferente del elaborado a partir de las frecuencias absolutas (gráfico 
de la derecha en la Figura 10.1). Para interpretarlo correctamente no hay que olvidar que 
la altura de las barras se basa en los porcentajes referidos a las columnas. Quizá el dato 
más llamativo ahora es que la distribución de la variable sexo (porcentaje de hombres 
y mujeres) en el grupo de fumadores (barras más claras) sigue una pauta muy distinta 
de esa misma distribución en los otros dos grupos; en concreto, mientras que en el grupo 
de fumadores el porcentaje de hombres no llega a la mitad del de mujeres, en los otros 
dos grupos el porcentaje de hombres es mayor que el de mujeres. 

Asociación en tablas de contingencias 

Si se combinan dos variables en una tabla de contingencias no es, obviamente, para es­
tudiar cómo se comporta cada una de ellas individualmente o por separado; para esto 
no hace falta combinarlas. Si se combinan dos variables en una tabla es para averiguar 
si tienen o no algo que ver entre sí, es decir, para averig~ar si están o no relacionadas. 

Con dos variables categóricas solamente caben dos posibilidades: o las variables 
son independientes o están relacionadas2

• Para aclarar los conceptos de independencia 
y relación entre variables categóricas, retomemos los porcentajes de fila de la Tabla 
10.4 (basados en las frecuencias absolutas de la Tabla 10.2). La distribución marginal 
de la variable tabaquismo indica que el 30,0% de los sujetos son fumadores, el 6,5 % 
exfumadores y el 63,5% no fumadores. Pues bien, si la variable tabaquismo fuera inde­
pendiente de la variable sexo, entre los hombres también debería haber un 30,0% de 
fumadores, un 6,5% de exfumadores y un 63,5 % de no fumadores; y lo mismo debería 
ocurrir entre las mujeres: 30,0%, 6,5% y 63,5% de fumadoras, exfumadoras y no fu­
madoras, respectivamente. 

Por tanto, decimos que dos variables son independientes cuando el comportamien­
to de una de ellas no se ve alterado por la presencia de la otra. La variable tabaquis­
mo será independiente de la variable sexo si el comportamiento individual de la variable 
tabaquismo (30,0%, 6,5%, 63,5%) no se ve alterado por la presencia de la variable se­
xo, es decir, si sigue habiendo un 30,0% de fumadores, un 6,5% de exfumadores y un 
63,5% de no fumadores tanto en el grupo de hombres como en el de mujeres. Por tanto, 

Decimos que dos variables categóricas son independientes cuando las distribu­
ciones condicionales de cualquiera de ellas son iguales en todas las categorías de 
la otra. 

2 Con tres variables (X, Y, Z) pueden darse diferentes pautas de asociación: puede que las tres variables sean 
independientes entre si; puede que solo haya relación entre X e Y; puede que solo haya relación entre X y Z; puede 
que haya relación entre X e Yy entre X y Z, pero no entre Yy Z; etc. Sin embargo, con dos variables solo existen dos 
posibilidades. 
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Esto equivale a afirmar que dos variables categóricas son independientes cuando las dis­
tribuciones condicionales de ambas son iguales a sus respectivas distribuciones margi­
nales. Cuando no se da esta circunstancia, decimos que las variables están relacionadas 
o, mejor, asociadas3

. De manera más formal, decimos que dos sucesos, A y B, son inde­
pendientes si.la probabilidad de su intersección (es decir, la probabilidad de su verifi­
cación conjunta' o simultánea) es igual al producto de sus probabilidades individuales4

; 

es decir, decimos que los sucesos A y B son independientes si P(A nB) = P(A)P(B). 
Trasladando esta definición a los sucesos de una tabla de contingencias, decimos que 
el suceso i es independiente del suceso} cuando: 

P(X=X; n Y=~) = P(X=X;) P(Y= ~) [10.2] 

Dicho con palabras, el sucesb "fila= i" es independiente del suceso "columna =j" 
cuando la probabilidad del suceso "casilla= ij" es igual al producto de las probabili­
dades del suceso "fila= i" y del suceso "columna= j". 

Llamando n;+ a la probabilidad de que una observación cualquiera pertenezca a la 
categoría i de la varia,9le X, n+j a la probabilidad de que una observación cualquiera 
pertenezca a la categotíaj de la variable Y, y nu a la probabilidad de que una observa­
ción cualquiera pertenezca a una de las J x J casillas, la ecuación [ 10.2] puede formu­
larse como: 

[l 0.3] 

Esto significa que, si se· asume que las variables X e Y son independientes, la proba­
bilidad de encohtrar un'!: observación cualquiera en una casilla determinada es igual al 
producto de las probabilidades marginales de esa casilla. Por tanto, los valores nij de 
[l 0.3] indican lo que cabe esperar encontrar en cada casilla de la tabla cuam:IG las-varia­
bles X e Y son independientes. La igualdad [l 0.3] no se sostiene si las variables X e Y 
no son independientes. ' 

La prueba X 2 de Pearson sobre independencia 

Ya sabemos que los totales de las ·columnas de la Tabla 10.3 reflejan el comportamiento 
de la variable tabaquismo: 30,0% de fumadores, 6,5% de exfumadores, 63,5% de no 
fumadores. Y de lo dicho en el apartado anterior se deduce que, si la variable tabaquis-

3 Aunque relación y asociación son términos equivalentes en estadística, cuando se trabaja con variables categóricas 
suele utilizarse el término asociación en lugar del término relación, el cual suele reservarse, aunque no necesaria­
mente, para cuando se trabaja con variables cuantitativas. Por otro lado, el concepto de asociación entre variables 
categóricas admite más de un significado teórico; aquí estamos prestando atención únicamente a su significado más 
extendido: decimos que existe asociación cuando las distribuciones condicionales de X e Y son distintas; decimos 
que no existe asociación cuando las distribuciones condicionales de X e Y son iguales. 
4 Por ejemplo, al lanzar al aire dos monedas independientemente, la probabilidad conjunta del suceso cara en las 
dos monedas es igual al producto de las probabilidades individuales de los sucesos cara en la primera moneda y 
cara en la segunda moneda (0,5 x 0,5 = 0,25). Ver, en el apartado Probabilidad: Regla de la multiplicación del 
Capítulo 2, la definición de sucesos independientes. 
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mo fuera independiente de la variable sexo, tanto en el grupo de hombres como en el de 
mujeres debería reproducirse esa misma pauta (30,0%, 6,5%, 63,5%). Pero está claro 
que no es esto lo que ocurre: en el grupo de hombres, el porcentaje de fumadores baja 
hasta el 19,1 % y el de no fumadores sube hasta el 73,4%; mientras que en el grupo de 
mujeres, el porcentaje de fumadoras sube hasta el 39,6% y el de no fumadoras baja hasta 
el 54,7%. 

Ya hemos hecho una interpretación descriptiva de estas diferencias entre las dos 
_distribuciones condicionales de la variable tabaquismo. Ahora se trata de ir más allá 
_intentando dilucidar si esas diferencias son trasladables a la población. Es decir, ahora 
nos preguntamos si las diferencias observadas entre esas dos distribuciones condicio­
nales son lo bastante pequeñas como para pensar que pueden ser atribuidas simplemente 
a las fluctuaciones propias del azar muestra! o, por el contrario, son lo bastante grandes¡ 
como para reflejar verdaderas <:!ifu~ncias en la población. .J 

Responder a esta pregunta requiere poner a prueba la hip_(>tesj&_d~iJicie~ndencia 
entre ambas variables: el rechazo de esta hipótesis permitiría concluir que existe-rela­
ción y que, consecuentemente, las distribuciones condicionales difieren de las margina­
les. Ahora bien, recordemos que para contrastar una hipótesis es necesario poder esta­
blecer el grado de compatibilidad existente entre esa hipótesis y los datos; y esto exige, 
por un lado, conocer cómo pronostica esa hipótesis que del:¡en comportarse los datos y, 
por otro, cómo se comportan de hecho. Esto, referido a la 'hipótesis de independencia 
en una tabla de contingencias, significa conocer, por un lado, qué valores cabe esperar 
que tomen las frecuencias de la tabla cuando las variables son independientes y, por 
otro, qué valores toman de hecho. 

Los valores que toman de hecho se conocen al recoger los datos y construir la tabla 
de contingencias: son las frecuencias conjuntas que hemos representado mediante n;j 

(ver Tabla 10.3) y que, a partir de ahora, llamaremos frecuencias observadas. 
Y los valores que cabe esperar que tomen bajo la condición de independencia se de­

rivan de la ecuación 10.3. Los valores nu tal como están definidos en [10.3] represen­
tan la probabilidad teórica asociada a cada casilla de una tabla de contingencias cuando 
se asume que las variabl¡:s que definen la tabla son independientes. Consecuentemente, 
si se asume independencia, lo que cabe esperar que ocurra al repartir aleatoriamente n 
casos en las I x J casillas de una tabla de contingencias, viene dado por 

[10.4] 

Por tanto, los valores mij, tal como están definidos en [10.4], son los pronósticos que se 
derivan de la hipótesis de independencia, es decir, las frecuencias que cabe esperar 
encontrar en cada casilla de una tabla de contingencias cuando las variables que definen 
la tabla son independientes entre sí. A estos pronósticos los llamaremos frecuencias 
esperadas. 

Los valores n;+ y n+j son parámetros y, por tanto, son, por lo general, valores des­
conocidos que hay que estimar a partir de los datos. Esto puede hacerse simplemente 
asignando a las probabilidades teóricas rr;+ y TC+j sus correspondientes probabilidades 
empíricas (ver Capítulo 7): 
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y [10.5] 

Y teniendo en.cuenta [10.3] y [10.4] se obtiene 

[l 0.6] 

Es decir, si se asume independencia ente X e Y, la frecuencia esperada de cada casilla 
puede estimarse multiplicando sus correspondíentes frecuencias marginales y dívidiendo 
ese producto entre el número total de casos. 

Para poder contrastar la hipótesis nula de independencia solamente falta comparar 
los pronósticos que se derivan de esa hipótesis (las frecuencias esperadas) con los datos 
realmente obtenidos (las· frecuencias observadas). Esto puede hacerse de distintas 
maneras, pero lo habitual es utilizar un estadístico, ideado por Pearson (1900, 1911), 
que adopta la siguiente forma: 

[10.7] 

Este estadístico suele en'contrarse con el nombre ji-cuadrado5
. Su valor oscila entre ce­

ro e infinito. Cuando los datos se comportan exactamente tal como pronostica la hipóte­
sis de independencia, ias diferencias entre las frecuencias observadas y sus correspon­
dientes esperadas.valen, todas ellas, cero; y el estadístico de Pearson también vale cero. 
Su valor va aumentando, alejándose de cero, tanto más cuanto más difieren los ~at_os de 
los pronósticos basados en la hipótesis de independencia, es decir, cuanto mayores son 
las diferencias entre las frecuencias observadas y las esperadas. La cuestión clave está 
en determinar cuándo el valor del estadístico de Pearson se aleja de cero lo bastante co­
mo para decidir que la hipótesis de independencia es falsa. Lo cual tiene fácil solución 
porque conocemos la distribución muestra! del estadístico de Pearson: 

2 . 
X(I-l)(J-1) [l 0.8] xz 

Es decir, el estadístico X 2 de Pearson se distribuye, aproximadamente, según el modelo 
teórico de probabilidad i" Gi-cuadrado; ver Apéndice 5) con(! - l)(J - 1) grados de 
libertad6

• 

5 Este estadístico también puede encontrarse en español con el nombre chi-cuadrado (anglicismo innecesario e 
incorrecto que, no obstante, utilizaremos en algún momento por ser el que aparece en el SPSS). 
6 Puesto que todas las casillas de la tabla contribuyen al resultado del estadístico de Pearson, parecería lógico pensar 
que su distribución deberia tener tantos grados de libertad como casillas tiene la tabla. Pero en una tabla de contin­
gencias las frecuencias esperadas dependen del valor de las frecuencias marginales. Por tanto, no todas las frecuen­
cias esperadas aportan información nueva; algunas son redundantes. En una tabla de contingencias, los grados de 
libertad indican el número de casillas cuyas frecuencias esperadas pueden adoptar libremente cualquiera de sus 
posibles valores tras fijar el valor de las frecuencias marginales. 
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Llegados a este punto, sabemos qué hipótesis queremos contrastar (la hipótesis de 
independencia entre dos variables categóricas), sabemos qué pronósticos se derivan de 
ella (las frecuencias esperadas) y con qué tipo de datos compararlos (las frecuencias 
observadas), y tenemos un estadístico que, además de permitir efectuar esas compara­
ciones, tiene distribución muestra! conocida. Es decir, tenemos todo lo necesario para 
diseñar un procedimiento que permita contrastar la hipótesis de independencia ente dos 
variables categóricas. El Cuadro 10.1 ofrece un resumen de ese procedimiento. 

Cuadro 10.1. Resumen del contraste de hipótesis sobre independencia entre dos variables categó­
ricas (prueba X2 de Pearson sobre independencia) 

· L . Hipótesis: . . 

Ha: X e ,Y son,variables indepe~dientes (es decrr, '.itij= ¡¡;i+ n+j' para todo ij). 
· f!1:X e Ynó son variables independientes (es decir, nij=/= n;+n+p para algún ij): 

2, Supuestos: una mu~stra aleatoria de n obs~rvaciones esclasificada en las Jx J 
combinaciones (casillas) resultantes dé combinar dos variables c~tegóricas; la 
probabilidad de que una observación cualqu,iera pertenezca a cá.cta una de las 
casillas se mantiene constante durante todo el proceso de clasificación; no más 
del 20% de Jas frecuencias esperadas so~ menores que 5(vér, en el Apéndice 9; 
el apartado Supuestosdel estadísticó X 2 de Pearson). 

3. Estadístico delcontraste (ver 10.7]: 
. . 

1 J •.·(· A )2 
X~ ,,'.,. LL nij~ m;j 

Mj=l mij 

4. ·.· Distribución muestra!: X2 se ap~oximi a i con (J ~ 1) V- 1) grados de Íibé:ti:a:d 
confoi-me n va iumeó.tá.ndo. · · · · ·· 

5. ioncz,crÜica: x:i ~ x,~171)(J-r);:i 7 a . (verf~bfa 1) clel Ápéndfce}iÍ18.I). . , 

6. Regla d~ decisión: se rechaza Ha si el estadístico X 2 .cae en la zona crític~; en 
caso contrario, se .mantiene. Sisé rechaza fio se concluye que las varia:blés Xe. 
Y estáií.relacionada.5. · · · ·· · 

. 7. Ni;ez crítico (valórp): p =.P(X? "?:,X'i;), dondeX'i; se refiere al valor muestra! 
?ohcréto quetoinaX2 . · 

Ejemplo. La prueba X 2 de Pearson sobre independencia 

Veamos cómo contrastar la hipótesis de independencia con los datos de la Tabla 10.2. 
Recordemos que el contenido de esa tabla es el resultado de clasificar una muestra de 
200 personas según dos criterios: sexo (hombres, mujeres) y tabaquismo (fumadores, 
exfumadores y no fumadores). La pregunta que nos hacemos es la siguiente: ¿puede 
afirmarse que las variables sexo y tabaquismo están relacionadas? (a= 0,05). 
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1. Hipótesis: 

Ha: las variables sexo y tabaquismo son independientes. 
H 1: las variables sexo y tabaquismo no son independientes (están relacionadas). 

2. Supuestos: una muestra aleatoria de 200 sujetos se ha clasificado en las 6 combina­
ciones (casillas) exclusivas y exhaustivas resultantes de combinar las variables sexo 
y tabaquismo. La probabilidad de que un sujeto pertenezca a cada una de las casi­
llas se mantiene constante durante todo el proceso de clasificación. 

3. Estadístico del contras(e. Para obtener el estadístico de Pearson es necesario cal­
cular previamente las frecuencias esperadas que se derivan de la hipótesis de inde­
pendencia. Para ello utilizáinos la estrategia propuesta en la ecuación [10.6]. La 
Tabla 10.6 ofrece estas frecuencias esperadas, entre paréntesis, junto a las obser­
vadas. Por eje~plo, las frecuencias esperadas de las casillas de la primera columna 
de la tabla (hombres~fumadores y mujeres-fumadoras) se ha obtenido de la siguiente 
manera: 

m11 
n1+n.1 e 94 (60) 

28,2 = --.-
n 200. 

m21 
n2+ n.1 106 (60}.': 31,8 

n 200 

Tabla 10.6. Tabla de contingencias de sexo por tabaquismo: frecuencias observadas (esperadas) 

Tabaquismo 

Sexo Fumadores Exfumadores 

Hombres 18 (28,2) 7 (6,1) 

Mujeres 42 (31,8) 6 (6,9) 

Total 60 13 

No hay frecuencias espéradas menores que 5. 
' 

No fumadores Total 

69 (59,7) 94 

58 (67,3) 106 

127 200 

Aplicando el estadísti.2o de Pearson a estas frecuencias se obtiene 

x2 = L L (nu -- mu)2 = (18-28,2)2 
+ (7-6,1)2 + ... + (58-67,3)2 = 9,95 

; j mij 28,2 6,1 67,3 

4. Distribución muestra!: i' con (J- l)(J-1) = (2-1)(3-1) = 2 grados de libertad: x_;. 
5. Zona crítica: X 2 2'.: X;; 0,95 = 5,99. 

6. Decisión: puesto que el valor del estadístico del contraste (9,95) es mayor que el 
punto crítico (5,99), se rechaza H 0• Se puede concluir, por tanto, que las variables 
sexo y tabaquismo no son independientes; o, lo que es lo mismo, que están relacio­
nadas. 

7. Nivel crítico (valor p): en la distribución ji-cuadrado con 2 grados de libertad (Tabla 
D del Apéndice final), p = P(X2 ;:::: 9,95) < 0,01. 
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Puesto que la tabla únicamente ofrece algunos cuantiles, normalmente no se­
rá posible calcular a partir de ella el nivel crítico exacto. No obstante, dado que el 
objetivo de calcular el nivel crítico es el de poder tomar una decisión sobre H0, 

normalmente bastará con saber si su valor es menor o mayor que a. Si se desea ob­
tener el nivel crítico exacto, puede utilizarse, en SPSS, la función CDF.CHiSQ (ver 
Apéndice 5). 

Medidas de asociación 

Ya sabemos cómo describir dos variables categóricas mediante tablas de contingen­
cias y gráficos de barras agrupadas. También sabemos cómo contrastar la hipótesis de 
independencia con la pruebaX2 de Pearson para decidir si las variables están o no rela­
cionadas. Nos falta saber qué hacer cuando se rechaza la hipótesis de independencia; 
es decir, nos falta saber cómo cuantificar la relación encontrada (se explica en este apar­
tado) y qué hacer para interpretarla (se explica en el siguiente apartado). 

Aunque, según acabamos de ver, el estadístico X 2 de Pearson sirve para contrastar 
la hipótesis de independencia, no contiene información sobre lafuerza o intensidad de 
la asociación. Esto se debe a que su valor no depende únicamente del grado de asocia­
ción real existente entre las variables sino, también, del tamaño muestra!: con tamaños 
muestrales muy grandes, diferencias relativamente pequeñas entre las frecuencias obser­
vadas y las esperadas pueden dar lugar a valores X 2 muy altos sin que esto implique 
necesariamente una fuerte asociación entre las variables. Para cuantificar correctamen­
te la fuerza o intensidad de la asociación es necesario utilizar estadísticos capaces de 
eliminar el efecto del tamaño muestra!. Estos estadísticos se conocen como medidas de 
asociación. 

Existen diversas medidas que difieren no solo en la forma de definir lo que es aso­
ciación, sino en la forma en que cada una se ve afectada por factores tales como las dis­
tribuciones marginales o la naturaleza de las variables que definen la tabla. Las medidas 
de asociación incluidas en este apartado se basan en el estadístico X 2 de Pearson (estas 
medidas son nominales en el sentido de que únicamente aprovechan información no­
minal; con variables nominales no tiene sentido hablar de la dirección o naturaleza de 
una asociación; en el segundo volumen se estudian otras medidas de asociación). Todas 
ellas intentan cuantificar el grado de asociación aplicando algún tipo de corrección al 
valor del estadístico x2 para hacerle tomar un valor comprendido entre O y 1. La primera 
de estas medidas es el coeficiente de contingencia C (Pearson, 1913), 

[10.9] 

Toma valores comprendidos entre O y un máximo que siempre es menor que 1 (puesto 
que n siempre es mayor que O, C nunca puede llegar a 1 ). Este máximo depende del nú­
mero de filas y de columnas de la tabla. Si el número de filas y de columnas es el mismo 
(k), el valor máximo de C se obtiene mediante Cmáx. = ,/ (k- l)/k. En condiciones de 
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independencia total (frecuencias condicionales idénticas) el coeficiente C vale O; en 
condiciones de asociación perfecta (máxima diferencia entre distribuciones condicio­
nales) el coeficiente toma su valor máximo. Con los datos del ejemplo anterior (donde 
X 2 = 9,95 y n = 200), se obtiene 

e = h,95/(9,95+200) = 0,22 

Otra medida de asociación basada en X 2 y muy ~arecida al coeficiente de contingencia 
C es el coeficiente V de Cramer (1946): 

Vcramer = Jx2 /[n(k-l)]' [10.10] 

Ahora k se refiere al valor más pequeño del número de filas y de columnas. Al igual que 
C, el coeficiente V toma el valor O en condiciones de independencia total; pero, a dife­
rencia de lo que ocurre con C, en condiciones de asociación perfecta el coeficiente V 
toma el valor 1 independjéntemente del número de filas y de columnas de la tabla. Con 
los datos del ejemplo anterior, se obtiene 

Vcramer = h,95 / [200 (2 -1)] = 0,22 

En tablas de contingencia 2 x 2, el coeficiente Vcramér se reduce a 

[10.11] 

Esta expresión se conoce como coeficiente fi ( <p ), y no es otra cosa que el coeficiente 
de correlación de Pearson (ver capítulo siguiente) aplicado a dos variables mcofómicas 
codificadas con "unos" y. "cerQf. 

Estas medidas de aso<:;iación son útiles para comparar la relación entre dos variables 
cuando ésta se calcula en grupos o momentos distintos. Pero no es fácil interpretarlas 
tomando como único referente la tabla en la que se calculan. El contexto es importante. 
Podría pensarse que un coeficiente de 0,40 está indicando que el grado de relación es 
bajo-medio. Pero esto es algo que habría que referir al contexto en el que se observa esa 
relación. Por ejemplo, si cada vez que se correlaciona una variable (cualquier variable) 
con otras se obtienen cuantificaciones que no pasan de 0,20, encontrar un coeficiente 
de 0,40 puede representar un hallazgo importante. 

Residuos tipificados 

Poder concluir que dos variables categóricas están relacionadas es, sin duda, un resul­
tado interesante. Pero es mucho más interesante poder aclarar el significado de la rela­
ción encontrada. Para ello, basta con tener presente que si se rechaza la hipótesis de 
independencia es porque existen casillas (al menos una) en las que se da una diferencia 
significativa entre lo observado y lo esperado. 
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Por tanto, una vez rechazada la hipótesis de independencia, la pauta de asociación 
concreta presente en una tabla de contingencias pueden estudiarse realizando una va­
loración casilla a casilla de las diferencias existentes entre las frecuencias observadas 
(n;) y las esperadas (mu). A estas diferencias se les llama residuos: 

[10.12] 

Los residuos pueden delatar diferencias mayores en unas celdas que en otras y la cons­
tatación de este hecho puede arrojar luz sobre la pauta de asociación presente en la 
tabla. Una forma sencilla de evaluar estos residuos consiste en tipificarlos: 

E .. z = _,J_ 
E¡¡ ¡;;;-

y mu 
[10.13] 

Los residuos tipificados elevados al cuadrado poseen la, interesante propiedad de ser 
componentes del estadístico de Pearson: "L.L.ZJ = X2 • Bajo la hipótesis de inde­
pendencia se distribuyen normalmente. Pero ~c~rri que, aunque su media vale O, su va­
rianza vale(! - l)(J -1)/(JxJ), lo cual representa un pequeño inconveniente pues, dado 
que(! - 1) (J - 1) es siempre menor que I x J, la varianza de los residuos tipificados 
siempre es menor que 1 y, en consecuencia, su variabilidad no se corresponde exacta­
mente con la de las variables distribuidas N(O, 1). No obstante, Haberman (1973) ha 
definido otro tipo de residuos tipificados, llamados ajustados o corregidos, que, a dife­
rencia de los tipificados, sí se distribuyenN(O, 1). Los residuos corregidos se calculan 
dividiendo el residuo de cada casilla por su error típico: 

Ze = E .. ¡ym .. (l-n. /n)(l-n ./n) 
Jj(corregido) 11 ZJ z+ +1 

[10.14] 

En el ejemplo de la Tabla 10.6, el residuo tipificado corregido correspondiente a la 
primera casilla de la tabla (i = 1, j = 1, es decir, hombres fumadores) vale 

ZE . = (18 - 28,2) /¡/28,2 (1- 94/200)(1- 60/200) = -3,15 
11 (eom:gido) 

La gran utilidad de los residuos tipificados corregidos radica precisamente en que su 
distribución se aproxima a la normal con media cero y desviación típica uno: N (O, 1 ). 
Y una variable de estas características es fácilmente interpretable: utilizando un nivel 
de confianza de, por ejemplo, 0,95, puede afirmarse que los residuos mayores que 1,96 
(puntuación típica que corresponde al cuantil 97,5 en una distribución normal) delatan 
casillas con más casos de los que cabría esperar por azar si las dos variables estudiadas 
fueran realmente independientes; mientras que los residuos menores que -1,96 (puntua­
ción típica que corresponde al cuantil 2,5 en una distribución_normal) delatan casillas 
con menos casos de los que cabría esperar si las dos variables estudiadas fueran real­
mente independientes. Por tanto, tras rechazar la hipótesis de independencia con el esta­
dístico de Pearson, los residuos tipificados corregidos constituyen una herramienta muy 
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útil para poder interpretar con precisión el significado de la asociación detectada, permi­
tiendo valorar hacia dónde y desde dónde se producen desplazamientos significativos 
de casos. 

El valor -3, 15 obtenido para el residuo tipificado corregÍdo de la primera casilla de 
la Tabla 10.6 .indica que, en esa casilla, la frecuencia observada es significativamente 
menor que la esperada (pues -3,15 < -1,96); lo cual permite afirmau¡ue existen merios 
hombres fumadores de los que pronostica la hipótesis de independencia: donde cabía 
esperar un 30,0% de hombres fumadores, se ha encontrado un 19,1 %. El valor -3,1 
indica que esos dos porcentajes difieren significativamente, es decir, que difieren más 
de lo que cabría esperar por azar si realmente el porcentaje de hombres fumadores fuera 
del 30,0%. 

Tablas de contingencias y gráficos de barras con SPSS 

El procedimiento Tablas"de contingencias permite obtener, además de la pruebaX2 de 
Pearson sobre independencia, las tablas de contingencias y los gráficos de barras agru­
padas estudiados en este capítulo. 

Las tablas de contingencias que genera el SPSS por defecto contienen únicamente 
las frecuencias observad<;ts. No obstante, el procedimiento incluye opciones que permi­
ten solicitar las frecuencias esperadas y los tres tipos., de frecuencias porcentuales que 
hemos estudiado: la,s referidas a las· filas, a las columnas y al total (no debe olvidarse 
que son las frecl!-encias porcentuales de las filas y de las columnas las que realmente in­
forman sobre el significad\) de la relación entre las variables). 

El SPSS construye los gráficÓs de barras agrupadas colocando en el ek_!io_ri'.?ontal 
las categorías de la variable fila y, sobre ellas, anidadas, las de la variable columna. Ca­
da barra del gráfico corresponde, por tanto, a una casilla de la tabla; y la altura de las 
barras representa el tamaño de las frecuencias observadas. El procedimiento Tablas de 
contingencias no permite obtener los gráficos de barras agrupadas correspondientes a los 
porcentajes de las filas y de las columnas (que son, no lo olvidemos, los que realmente 
reflejan el significado de una relación); para obtener estos gráficos es necesario recurrir 
a los gráficos de barras disponibles en el menú Gráficos. 

Puede seleccion~rse mas de una variable fila y más de una variable columna; en ese 
caso, cada variable fila se cruza con cada variable columna para formar una tabla distin­
ta. Por ejemplo, con 2 variables fila y 3 variables columna, se obtienen 2 x 3 = 6 tablas 
distintas. 

Para poder trabajar con los datos de la Tabla 10.2, vamos a comenzar reproducién­
dolos en el Editor de datos tal como muestra la Figura 10.3 (los datos se encuentran en 
el archivo Tabla J 0.2 s~o por tabaco, en la página web del manual). Hemos creado las 
variables sexo (con etiqueta Sexo), tabaco (con etiqueta Tabaquismo) y ncasos (con las 
frecuencias asociadas a cada casilla). Para que los 6 casos del archivo representado en 
la Figura 10.3 ~e conviertan en los 200 de la Tabla 10.2 es necesario ponderar el archivo 
con la variable ncasos (esto se hace con la opción Ponderar casos del menú Datos; en 
caso necesario, ver Pardo y Ruiz, 2009, págs. 171-173). 
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Tabla 10.2 (bis). Tabla de contingencias de sexo por tabaquismo 

Tabaquismo 

Sexo Fumadores Exfumadores No fumadores Total 

Hombres 18 7 69 94 
Mujeres 42 6 58 106 

Total 60 13 127 200 

Figura 10.3. Datos de la Tabla 10.2 reproducidos en el editor de datos 

=d sexo tabaco 1 ncasos 1 

1 18 

_u 2 7 

2J 3 69 

~ 2 42 

_§_j 2 2 6 

~ 2 3 58 

Para obtener la tabla de contingencias y el diagrama de barras agrupadas correspon­
dientes a los datos de la Tabla 10.2 (archivo de la Figura 10.3): 

>- Seleccionar opción Estadísticos descriptivos> Tablas de contingencias del menú Ana­
lizar, trasladar la variable sexo a la lista Filas y la variable tabaco a la lista Columnas 
y marcar la opción Mostrar los gráficos de barras agrupadas. 

>- Pulsar el botón Casillas para acceder al subcuadro de diálogo Tablas de contin­
gencias: Mostrar en las casillas y marcar las opciones Fila, Columna y Total del re­
cuadro Porcentajes. Pulsar el botón Continuar para volver al cuadro de diálogo prin­
cipal. 

Aceptando estas selecciones el Visor de resultados ofrece la tabla de contingencias de 
sexo por tabaquismo y el correspondiente gráfico de barras agrupadas. La Tabla de con­
tingencias está reproducida en la Tabla 1O.7. Además de las frecuencias observadM de 
la Tabla 10.2 (recuento), la tabla incluye los porcentajes de fila de la Tabla 10.4 (%de 
sexo) y los porcentajes de columna de la Tabla 10.5 (%de tabaquismo). El significado 
de estas frecuencias porcentuales ya se ha explicado más arriba.en el apartado Tipos de 
frecuencias. 

El gráfico de barras agrupadas que ofrece el procedimiento ya se ha presentado y 
discutido en la Figura 10.1 (derecha). No se debe olvidar que este gráfico, aunque tiene 
utilidad descriptiva, pues refleja la frecuencia con la que se da cada combinación de 
categorías, no contiene información útil para interpretar la relación entre las variables; 
la relación, si existe está reflejada en las distribuciones condicionales, es decir, en los 
porcentajes de fila o de columna. 
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Tabla 10.7. Tabla de contingencias de sexo por tabaquismo 

Tabaouismo · 

Fumadores Exfumadores No fumadores Total 
Sexo Hombres Recuento 18 7 69 94 

% de Sexo 19,1% 7,4% 73,4% 100,0% 

% de Tabaquismo 30,0% 53,8% 54,3% 47,0% 

% del total 9,0% 3,5% 34,5% 47,0% 

Mujeres Recuento 42 6 58 106 

% de Sexo 39,6% 5,7% 54,7% 100,oyo 

% de Tabaquismo 70,0% 46,2% 45,7% 53,0% 

% del total 21,0% 3,0% 29,0% 53,0% 

Total Recuento 60 13 127 20.0 
% de Sexo 30,0% 6,5% 63,5% 100,0% 

% de Tabaquismo 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 

% del total 30,0% 6,5% 63,5% 100,0% 

La prueba X2 de Pearson sobre independencia con SPSS 

Este apartado muestra cómo contrastar la hipótesis de independencia con la pruebaX2 

de Pearson y cómo interpretar una relación significativa a partir de los residuos tipifi­
cados corregidos. Seguimos trabajando con los datos de la Tabla 10.2 (reproducidos en 
el Editor de datos tal como muestra la Figura 10.3). Para obtener el estadístico de Pear-

1 l. • --· 

son: 

>- Seleccionar opción Estadísticos descriptivos> Tablas de contingencias del menú Anali­
zar para acceder al cuadro de diálogo Tablas de contingencias y trasladar la-variable 
sexo a la lista Filas y la variable tabaco a la lista Columnas. 

>- Pulsar el botón Estadísticos para acceder. al subcuadro de diálogo Tablas de contin­
gencias: Estadísticos y marcar la opción Chi-cuadrado. Pulsar el botón Continuar para 
volver al cuadro de diálogo principal. 

>- Pulsar el botón c;_asillas para acceder al subcuadro de diálogo Tablas de contingen­
cias: casillas y marcar la opción Tipificados corregidos del apartado Residuos. Pulsar 
el botón Continuar para volver al cuadro de diálogo principal. 

Aceptando estás elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 10.8 
y 10.9. Comencemos con la 10.9. El estadístico de Pearson (chi-cuadrado) aparece en 
la primera fila de la tabla. Su valor es 9,945 y tiene asociados 2 grados de libertad (gl). 
En la distribución x2 con 2 grados de libertad, el valor 9,945 tiene asociada una proba­
bilidad (sig. asintótica· bilateral) de 0,007 (ésta es la proporción de área o probabilidad 
que queda por encima o a la derecha de 9 ,945). Dado que esta probabilidad (denomina­
da valor p, nivel crítico o nivel de significación observado) es menor que 0,05, se puede 
rechazar la hipótesis de independencia y concluir que las variables sexo y tabaquismo 
están relacionadas. La tabla incluye otros estadísticos a los que, de momento, no presta­
remos atención. 
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La Tabla 10.8 muestra, además de la frecuencia observada de cada casilla, el corres­
pondiente residuo tipificado corregido (residuo corregido). Estos residuos son los que 
permiten decidir qué porcentajes se alejan de lo esperado para, con ello, poder inter­
pretar el significado de la relación encontrada (recordemos que estos residuos hay que 
compararlos con 1,96 y -1,96, es decir, con los cuantiles 2,5 y 97,5 de la distribución 
normal tipificada). Los resultados obtenidos permiten afirmar que, entre los hombres 
hay menos fumadores (-3,2 <-1,96) y más no fumadores (2,7 > 1,96) de los que pro­
nostica la hipótesis de independencia, mientras que entre las mujeres hay más fumado­
ras (3,2 > 1,96) y menos no fumadoras (-2,7) de las que pronostica la hipótesis de inde­
pendencia. Por tanto, el porcentaje de fumadores es menor y el de fumado@§ mayor que 
el esperado; y el porcentaje de no fumadores.es mayor y el de no fumadoras menor que 
el esperado. 

Tabla 10.8. Tabla de contingencias de sexo por tabaquismo con los residuos tipificados corregidos 

Tabaauismo 

Fumadores Exfumadores No fumadores Total 
Sexo Hombres Recuento 18 7 69 94 

Residuos corregidos -3,2 ,5 1.Ll) 
Mujeres Recuento 42 6 58 106 

Residuos corregidos 6.2~· -,'5 -2,7 

Total Recuento 60 13 127 20(} 

Tabla 10.9. Estadísticos 

Sig. asintótica 
Valor al !bilaterall 

Chi-cuadrado de Pearson 9,945ª 2 ,007 
Razón de verosimilitudes 10,184 2 ,006 
Asociación lineal por lineal 9,240 1 ,002 
N de casos válidos 200 

a. O casillas (0%) tienen una frecuencia esperada inferior a 5. 
La frecuencia esperada más pequeña es 6, 11. 

fiMmf& M ;¡ ' 
Apéndice 10 

Tablas de contingencias con variables de respuesta múltiple 

Además de las tablas de frecuencias ya estudiadas en el Apéndice 3, el SPSS permite obtener ta­
blas de contingencias combinando conjuntos de respuestas múltiples con la opción Respuestas 
múltiples> Tablas de contingencias del menú Analizar. Por supuesto, antes de poder obtener tablas 
de contingencias es necesario definir los correspondientes conjuntos de respuestas múltiples tal 
como se ha explicado en el Apéndice 3. En el cuadro de diálogo Tablas de contingencias de repues-
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tas múltiples, la lista de variables del archivo de datos ofrece un listado de todas las variables con 
formato numérico; y la lista Conjuntos de respuestas múltiples ofrece un listado de los conjuntos 
previamente definidos. 

El procedimiento permite obtener tablas de contingencias de dos dimensiones, combinando 
dos conjuntos (o variables) y de tres dimensiones, combinando tres conjuntos (o variables). Para 
obtener una tabla de contingencias de dos dimensiones: trasladar un conjunto (o variable) a la 
lista Filas y un segundo conjunto (o variable) a la lista Columnas. Es posible combinar tanto un 
conjunto con otro como un conjunto con una variable individual. También es posible combinar 
dos variables individuales, pero para esto es preferible utilizar el procedimiento Tablas de con­
tingencias ya explicado en este mismo capítulo. Para obtener una tabla de contingeneias de tres 
dimensiones hay que trasladar un tercer conjunto (o variable) a la lista Capas. 

Cuando se traslada una variable individual (no un conjunto) a-cualquiera de las dimensiones 
del cuadro de diálogo (filas, columnas, capas), el SPSS coloca detrás de 19- variable dos signos 
de interrogación entre paréntesis. Esto significa que el procedimiento está esperando que se de­
fina, para esa variable, el rango de valores que se desea incluir en la tabla de contingencias. Para 
definir el rango de valores: seleccionar la variable cuyo rango se desea definir y pulsar el botón 
Definir rangos e introducir, en los·cuadros de texto Minimo y Máximo, los códigos más pequeño y 
más grande del rango de códigos que identifican a las categorías que se desea tabular. 

Si no se indica otra cosa, el procedimiento ofrece las frecuenc\~ de respuesta conjunta úni­
camente en valor absoluto, no en valor porcentual. Y las frecuencias marginales (en valor absolu­
to y porcentual) las calcula t.omando .como referencia el número de casos (no en el de respuestas). 
No obstante, el botón Opciones conduce a un subcuadro de diálogo que permite decidir si se desea 
o no obtener frecuencias porcentuales y si éstas deben basarse en el número de casos válidos del 
archivo o en el número de respuesta.5: 

1. Las opciones del recuadro Porcentajes de casilla permiten decidir qué tipo de porcentajes se 
desea obtener: la opción Fila ofrece el porcentaje que la frecuencia de respuesta de cada casi­
lla representa sobre el total de casos o respuestas de su fila; la opción Columna ofrece el por­
centaje que la :frecuencia de respuesta de cada casilla representa sobre el totaJ:-de casos o 
respuestas de su columna; la opción Total ofrece el porcentaje que la frecuencia de respuesta 
de cada casilla representa sobre el total de casos o respuestas de la tabla. 

Al combinar dos·conjuntos de respuestas múltiples, el SPSS cruza, por defecto, cada 
variable del primer conjunto con cada variable del segundo conjunto y suma las respuestas. 
Cuando se están combinando conjuntos de categorías múltiples, la opción Emparejar las varia­
bles entre los conjuntos de respuesta hace que la primera variable del primer conjunto se cruce 
con la primera variable del segundo conjunto, la segunda variable del primer conjunto con 
la segunda variable del segundo conjunto, etc.; de esta manera, el número de respuestas con­
tabilizadas es menor que el número total de respuestas. Al marcar esta opción, los porcen­
tajes de respuesta únicamente es posible obtenerlos tomando como referencia el número de 
respuestas (no el número de casos); de hecho, al marcar esta opción se desactiva la opción 
Casos del recuadro Porcentajes basados en. 

2. Las opciones del recuadro Porcentajes basados en permiten elegir el referente sobre el cual 
se calculan los porcentajes: si se elige la opción Casos, el referente es el número de casos 
válidos; si se elige la opción Respuestas, el referente es el número de respuestas. Debe tener­
se en cuenta que, al trabajar con variables de respuesta múltiple, el número de respuestas es 
mayor que el número de casos. En los conjuntos de dicotomías múltiples, el número de res­
puestas se obtiene a partir del número de "unos" (valor contado) de cada dicotomía. En los 
conjuntos de categorias múltiples, el número de respuestas se obtiene a partir del número 
de respuestas con valor comprendido en el rango establecido al definir el conjunto. 
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3. Las opciones del recuadro Valores perdidos permiten controlar el tipo de tratamiento que se 
desea dar a los valores perdidos. Es posible excluir del análisis los casos con valor perdido 
en cualquiera de los conjuntos seleccionados o excluir únicamente los casos con valor per­
dido en cada conjunto analizado. Un caso se considera un valor perdido cuando no puntúa 
(valor contado igual a cero) en ninguna de las variables del conjunto definido como dicoto­
mías múltiples o cuando no toma un valor comprendido dentro del rango de valores definido 
para el conjunto de categorías múltiples. 

Cómo obtener tablas de contingencias 

Veamos cómo obtener tablas de contingencias con conjuntos de respuestas múltiples. Para ello, 
vamos a utilizar la variable sexo (variable individual: 1="hombres",2 ="mujeres") y el conjun­
to de dicotomías múltiples trans _d definido en el Apéndice 3 (ver Figura 3.6). Para cruzar estas 
dos variables en una tabla de contingencias: 

>- Seleccionar la opción Respuestas múltiples> Tablas de contingencias del menú Analizar y tras­
ladar la variable sexo a la lista Filas. 

>- Manteniendo seleccionada la variable sexo dentro de la lista Filas, pulsar el botón Definir ran­
gos, introducir los códigos 1 y 2 en los cuadros de texto Mínimo y Máximo, y pulsar el botón 
Continuar para volver al cuadro de diálogo principal. 

>- Seleccionar el conjunto $trans _ d (transporte público, dicotomías) y trasladarlo a la lista Co­
lumnas. 

>- Pulsar el botón Opciones y marcar las opciones Fila, Columna y Total del recuadro Porcentajes 
de casilla. Pulsar el botón Continuar para volver al cuadro de diálogo principal. 

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestra la Tabla 10.1 O. El con­
tenido de las casillas (recuento) refleja el número de respuestas de cada tipo: 6 hombres utilizan 
el autobús, 8 mujeres utilizan el metro, etc. Los totales de las columnas (que son los totales que 
corresponden al conjunto transporte público) también reflejan el número de respuestas: de los 
20 encuestados, 1 O manifiestan utilizar el autobús, 14 el metro, etc. 

El resto de valores de la tabla está referido al número de encuestados o número de casos vá­
lidos (esta circunstancia queda aclarada en una nota a pie de tabla). Así, los totales marginales 
de las filas (los totales marginales de la variable individual género) reflejan el número de hom­
bres y mujeres. Y los porcentajes de las casillas están calculados sobre el número de casos 
válidos: los 6 hombres que utilizan el metro representan el 60,0% de los 10 hombres encuesta­
dos, el 42,9% de los 14 encuestados que utilizan el metro y el 30,0% de los 20 encuestados de 
!amuestra. 

El total de la tabla indica que la muestra está formada por 20 encuestados o casos válidos. 
Este total coincide con la suma de las frecuencias marginales de las filas (que recogen el número 
de encuestados), pero no con la suma de las frecuencias marginales de las columnas (que recogen 
el número de respuestas). 

Marcando la opción Respuestas en el recuadro Porcentajes basados en del botón Opciones, 
todos los valores de la tabla (frecuencias y porcentajes) quedan referidos, no al número de en­
cuestados, sino al número de respuestas (ver Tabla 10.11). Una nota a pie de tabla indica esta 
circunstancia cambiando de encuestados (casos válidos) a respuestas. 

Ahora, los 6 hombres que utilizan el metro representan un 28,6% de las 21 respuestas que 
han dado los 10 hombres encuestados, un 42,9% de los 14 encuestados que utilizan el metro y 
un 14,3 % de las 42 respuestas que han dado los 20 encuestados de la muestra. 
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El total de la tabla indica que los 20 encuestados han dado 42 respuestas. Puesto que ahora 
todos los valores están basados en el número de respuestas, este total coincide tanto con la suma 
de los totales de las filas como con Ja suma de los totales de las columnas. 

Tabla 10.1 O. Tabla de contingencias de género por transporfe público (porcentajes basados en casos) 

$traris d - . 
Autobús Metro Tren Taxi Total 

Sexo Hombres Recuento 6 6 7 2 10 

% dentro de sexo 60,0% 60,0% 70,0% 20,0% 
% dentro de $trans_d 60,0% 42,9% 53,8%. 40,0% 
% del total • 30,0% 30,0% 35,0% 10,0% 50,0% 

Mujeres Recuento 4 8 6 
' 

3 10 -
% dentro de sexo 40,0% 80,0% 60,0% 30,0% ' 
% dentro de $trans_d 40,0% 57,1% 46,2% 60,0% 
% del total 20,0% 40,0% 30,0% 15,0% 50,0% 

Total Recuento 10 14 13 5 20 

% del total 5~,0% 70,0% 65,0% 25,0% 100,0% 

Los porcentajes y los totales se basan en los encuestados. 

Tabla 10.11. Tabla de contingencias.de género por transporle público (porcentajes basados en resp.) 

$trans d 

Autobús Metro Tren Taxi Total 
Sexo Hombres Recuento 6 6 7 2 21 

' % dentro de sexo 28,6% 28,6% 33,3% 9,5% 
% dentro de $trans_d 60,0% 42,9% 53,8% 40,0% 
% del total 14,3% 14,3% 16,7% 4,8% 50,0% 

- -Mujeres Recuento 4 8 6 3 21 
% dentro de sexo 19,0% 38,1% 28,6% 14,3% 
% dentro de $trans_d 40,0% 57,1% 46,2% 60,0% 
%deltotal 9,5% 19,0% 14,3% 7,1% 50,0% 

Total Recuento 10 14 13 5 42 

% del total 23,8% 33,3% 31,0% 11,9% 100,0% 

Los porcentajes y los totales se basan en las respuestas. 

Ejercicios 

10.L A continuación se ofrecen algunos datos extraídos de un trabajo realizado en la Comunidad de 
Madrid en el que, entre otras cosas, se ha estudiado la relación entre Ja edad (agrupada en tres 
categorías) y Ja causa de la muerte (solamente se consideran algunas causas). Los datos corres­
ponden a una muestra de 2.000 defunciones seleccionadas aleatoriamente entre las registradas 
en 2007 en personas de_ edades comprendidas entre 15 y 70 años. 
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Grupos de edad 

Causa de la muerte 15-30 años 31-50 años 51-70 años Totales 

Accidente 51 93 77 221 

Cáncer 6 64 483 553 
Enfermedad cardíaca 4 54 321 379 
Homicidio 13 23 14 50 
Suicidio 14 31 37 82 
Otra causa 24 167 524 715 

Totales 112 432 1456 2.000 

a. ¿Qué porcentaje de personas mueren de cáncer? 
b. ¿Qué porcentaje de personas de la muestra total muere por causa de enfermedad cardíaca 

entre los 51 y los 70 años? 
c. En el grupo de edad de 31 a 50 años, ¿qué porcentaje de personas se suicida? 
d. De las personas que mueren por accidente, ¿qué porcentaje tiene entre 15 y 30 años? 
e. ¿Puede afirmarse, con a= 0,05, que la edad está relacionada con la causa de la muerte? 
f ¿Cuál es la intensidad de la relación? 
g. ¿Qué causas de muerte predominan en cada grupo de edad? 

10.2. En varios estudios realizados durante los últimos años se ha llegado a conclusiones contradic­
torias acerca de la relación existente entre el estado civil y la actitud hacia el aborto. Con inten­
ción de aportar nueva evidencia empírica sobre esta relación, se ha encuestado a 500 sujetos y, 
tras clasificarlos según su estado civil y su actitud hacia el aborto, se han obtenido los siguientes 
resultados: 

Actitud hacia el aborto 

Estado civil A favor En contra 

Solteros 130 20 
Casados 50 150 

Divorciados I separados 40 60 
Viudos 20 30 

a. Calcular los porcentajes de fila de la tabla. 
b. ¿Puede afirmarse, con a= 0,05, que la actitud hacia el aborto está relacionada con el estado 

civil? 
c. En el caso de que exista relación, interpretarla. 

10.3. Se desea averiguar si utilizar o no el transporte público es independiente de la ciudad do~de se 
vive. Para ello, a una muestra aleatoria de 10 personas de cada ciudad (4 ciudades) se les ha pre­
guntado si utilizan o no el transporte público con regularidad. Las personas que han respondido 
afirmativamente en cada ciudad son las siguientes: 2 en Cuenca, 5 en Sevilla, 7 en Barcelona 
y 8 en Madrid. 

a. ¿Qué prueba estadística debe aplicarse? 
b. Plantea la hipótesis nula. 

10.4. 
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c. Si el punto crítico correspondiente a un nivel de significación de a= 0,05 vale 7,81, ¿qué 
valores del estadístico del contraste llevarán a mantener H0? 

d. Si el estadístico del contraste toma el valor 8,48, ¿qué decisión debe tomarse sobre H 0 y por 
qué? 

e. ¿Cuál es la conclusión del estudio? 

Se ha diseñado un estudio para analizar ia posible relación entre el hábitat y la incidencia de 
trastorno depresivo en las personas en paro. Se han seleccionado sujetos pertenecientes a medios 
rurales, semi-urbanos y urbanos. De cada medio sé ha seleccionado una muestra aleatoria de 100 
sujetos en paro, obteniendo en cada grupo el númei;o de depresivos que aparece en la siguiente 
tabla: ' 

Trastorno depresivo 

Sí 

No 

Rural 

12 

88 

Hábitat 

Semi-urbano 

16 

84 

Urbano 

¿Puede afirmarse, con a= 0,01, que en la población de desempleados existe relación entre el 
tipo de medio en el que se vive y padecer o no trastorno depresivo? 

10.5. En un estudio sobre tabaquismo se ha seleccionado una muestra aleatoria de 80 sujetos con 
problemas de tipo respiratorio. Por cada uno de estos sujetos se han seleccionado otros tres sin 
problemas respiratorios del mismo sexo, edad y nivel de estudios. Tras esto se ha clasificado a 
todos los sujetos 1como fumadores y no fumadores, obteniendo los resultados que muestra la 
siguiente tabla: 

Tabaquismo 

Fumadores 

No fumadores 

Problemas respiratorios 

Sí 

,52 

28 

No 

60 

180 

a. ¿Puede afirmarse que ser o no fumador está relacionado con tener o no problemas respi­
ratorios? (a = 0,05). 

b. ¿Puede concluirse que el tabaco produce problemas respiratorios? 

10.6. Un sociólogo está interesado en averiguar si el salario depende del nivel educativo. Para ello, 
ha seleccionado una muestra aleatoria de 900 sujetos en los que ha registrado el nivel educativo 
(sin estudios, primarios, secundarios, medios y superiores) y el salario anual (hasta 20.000 eu­
ros, entre 20.000 y 40.000, entre 40.000 y 60.000, entre 60.000 y 80.000, y más de 80.000). 
Tras analizar los datos con la pruebaX2 de Pearson, toma la decisión de rechazar la hipótesis 
nula de independencia (conp = 0,001). En este escenario, ¿cuál de las siguientes afirmaciones 
se puede considerar verdadera y cuál falsa? 

a. El salario depende del nivel educativo. 
b. El salario no depende del nivel educativo. 
c. El salario no está relacionado con el nivel educativo. 
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d. Ha quedado probado de forma inequívoca que el salario está relacionado con el nivel 
educativo. 

e. No existe evidencia suficiente para poder afirmar que el salario está relacionado con el nivel 
educativo. 

f Existe un riesgo de 0,001 de que el investigador haya tomado una decisión equivocada. 

1O.7. En un contraste sobre igualdad de proporciones se ha obtenido para el estadístico del contraste 
el valor 3. Sabiendo que P(X2

:.:; 3) = 0,70 y utilizando un nivel de significación de 0,05: 

a. ¿Qué decisión debe tomarse sobre H0? ¿Por qué? 
b. ¿A partir de qué nivel de significación se puede empezar a rechazar H0? 

10.8. Se seleccionan dos muestras aleatorias de estudiantes de psicología: una de primer curso y otra 
de segundo curso. Se pregunta a los estudiantes si prefieren examen solo teórico, solo práctico 
o ambos. Los datos se analizan con la prueba X 2 de Pearson. Plantear las correspondientes 
hipótesis nula y alternativa tanto en términos estadísticos como de investigación. 

10.9. Consideremos que en el estudio del ejercicio anterior se obtiene, para el estadístico del contras­
te, un valor X 2 = 3,27 tal que P(X2

;:::: 3,27) = 0,0001. Lo razonable será concluir que: 

a. La preferencia por uno u otro tipo de examen depende del curso. 
b. La preferencia por uno u otro tipo de examen no es la misma en las dos muestras. 
c. La proporción de estudiantes que prefiere cada tipo de examen es la misma en los dos 

cursos. 
d. La proporción de estudiantes que prefiere cada tipo de examen no es la misma en los dos 

cursos. 
e. Todas las anteriores alternativas son incorrectas. 

10.10. La hipótesis nula que puede contrastar la pruebaX2 de Pearson admite varias formulaciones. 
Señalar, entre las siguientes, la(s) correcta(s): 

a. Las dos muestras son homogéneas. 
b. Las J muestras son linealmente independientes. 
c. Los parámetros siguen el modelo binomial. 
d. Las J poblaciones tienen la misma distribución. 
e. Las variables X e Y son independientes. 

Inferencia con 
dos variables cuantitativas 

Muestras relacionadas 

La forma habitual de obtener dos variables cuantitativas consiste en tomar dos medidas 
a los mismos sujetos, ya sea_ midiendo dos variables distintas (p. ej., altura y peso; o 
calificaciones en lengua y en matemáticas; etc.), ya sea midiendo la misma variable en 
dos momentos distintos (p. ej.; elnivel de ansiedad antes y después de un examen; o el 
peso antes y después de participar en un programa de adelgazamiento, etc.). 

También se tienen dos variables cuantitativas cuando, en lugar de utilizar los mis­
mos sujetos, se utilizan pares de sujetos que comparten alguna característica que pueda 
resultar relevante para el análisis. Por ejemplo, en un estudio sob:-:: satisfacción conyu­
gal se puede medir el grado de satisfacción en los dos miembros de cada pareja; en un 
estudio acerca del efecto de la herencia y el ambiente en la inteligencia se puede medir 
el cociente intelectual a pares de gemelos; etc. En este tipo de estudios se considera que 
los miembros de cada par están asociados mediante algún vínculo relevante para el 
análisis; aunque cada miembro del par contribuye con su propia puntuación, cada par 
constituye una unidad de análisis. 

Tanto si se utilizan los mismos sujetos como si se utilizan sujetos emparejados, lo 
que caracteriza a este tipo de datos es que no son independientes entre sí; y no lo son 
porque, tanto en el caso de dos puntuaciones pertenecientes al mismo sujeto como en 
el de dos puntuaciones pertenecientes a dos sujetos emparejados, el conocimiento de 
una de las puntuaciones del par permite saber algo de Ja otra puntuación del mismo par: 
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los buenos estudiantes tienden a obtener puntuaciones altas tanto en lengua como en 
matemáticas; los sujetos muy ansiosos tienden a experimentar un nivel alto en ansie­
dad tanto antes como después de un examen; el nivel de satisfacción conyugal de los 
dos miembros de la misma pareja cabe esperar que sea parecido; el cociente intelec­
tual de un sujeto cabe esperar que se parezca más al de su gemelo que al de otro sujeto 
cualquiera; etc. Puede que una puntuación no diga mucho de la otra, pero es seguro que 
dice algo. 

A los diseños que permiten recoger este tipo de información (dos puntuaciones a 
los mismos sujetos o a dos sujetos emparejados; y lo mismo vale decir de tres o más 
puntuaciones, aunque aquí nos estemos limitando a dos) se les llama diseños con los 
mismos sujetos o diseños intrasujeto (en el caso de sujetos emparejados --0 tríos, o cuar­
tetos, etc.- también se habla de diseños de bloques aleatorios con un sujeto por nivel 
y bloque). En el contexto del análisis de datos se habla, queriendo significar exactamen­
te lo mismo, de muestras relacionadas o medidas repetidas. 

Comparar o relacionar 

Al trabajar con dos variables el interés del análisis puede orientarse hacia dos objetivos 
bien diferentes: compararlas o relacionarlas. 

Tratándose de variables cuantitativas, la comparación se basa en los centros de las 
variables; la relación se basa en la forma de variar las puntuaciones. Pensemos en las 
valoraciones que hacen dos entrevistadores de los aspirantes a un puesto de trabajo. 
Comparar las valoraciones significa averiguar si los dos entrevistadores tienen el listón 
puesto a la misma altura o, por el contrario, uno de ellos es más duro o exigente que el 
otro (uno de ellos puntúa sistemáticamente más bajo o más alto que el otro). Relacio­
nar las valoraciones significa averiguar si los entrevistadores, independientemente de 
dónde tengan colocado el listón, coinciden en las valoraciones que hacen, es decir, coin­
ciden en quién es el mejor candidato, quién es el segundo mejor, etc. 

Un aspecto importante a tener en cuenta es que la comparación únicamente tiene 
sentido entre variables que se encuentran en la misma métrica. Las calificaciones obte­
nidas en lengua pueden compararse con las obtenidas en matemáticas (se están compa­
rando puntuaciones que se encuentran en una métrica que va de O a 1 O puntos); el peso 
de los sujetos antes de iniciar un programa de adelgazamiento puede compararse con el 
peso de esos mismos sujetos después de acabado el programa (se están comparando kg). 
Pero no tiene ningún sentido comparar el nivel educativo (medido en años de formación 
académica) con el salario anual (medido en euros); como tampoco tiene sentido compa­
rar la altura de los sujetos (medida en cm) con su peso (medido en kg). 

Por el contrario, siempre es posible relacionar dos variables independientemente 
de la métrica en la que se encuentren. Relacionar la altura medida en cm con el peso 
medido en kg significa averiguar si los sujetos que más puntúan en altura son también 
los que más puntúan en peso; relacionar el nivel educativo medido en años de formación 
académica con el salario anual medido en euros significa averiguar si los sujetos con 
mayor nivel educativo son también los que tienen mayor salario. 
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En este capítulo se presta atención a ambas cosas: cómo comparar dos variables 
cuantitativas y cómo relacionarlas. Para compararlas estudiare:nos la prueba T de Stu­
dent para muestras relacionadas o dependientes; para relacionarlas, el coeficiente de 
correlación de Pearson. Estos dos estadísticos son, quizá,-los más utilizados al analizar 
dos variables cuantitativas. Sin embargo, no son los íÍnicos. En el,segundo volumen ten­
dremos ocasión de estudiar otros estadísticos. 

La prueba T de Student para muestras relacionadas 

La prueba T para muestras relacionadas sirve para contrastar la hipótesis de igualdad 
entre dos medias cuando éstas se calculan a partir de observaciones que no son indepen­
dientes entre sí. No debemos perder de vista que estamos trabajando con dos variables 
cuantitativas y que el objetivo del análisis es compararlas. Por tanto, la prueba T para 
muestras relacionadas sirve para analizar, entre otras cosas, los datos provenient~s de 
diseños pre-post o antes-después. 

En el contraste sobre una media estúdiado en el Capítulo 9 se trabaja con una sola 
población y con una sola media. Áhora tenemos dos poblaciones (Y1 e Y2 ) y una mues­
tra aleatoria den pares de observaciones procedentes de esas poblaciones. En cada ex­
tracción, las dos observaciones seleccionadas no se consideran independientes porque 
corresponden al mismo sujeto o a dos sujetos emparejados mediante algún vínculo rele­
vante para el análisis. En este nm:vo escenario, puesto que las puntuaciones de cada par 
están relacionad<;1S, pueden transformarse en diferencias: 

[11.1] 

De esta forma, a cada sujeto o par le corresponde una única puntuación D;· Estas.pun­
tuaciones D; valen cero cuando las dos puntuaciones Y del mismo par son iguales, son 
negativas cuando la primera puntuación del par es menor qµe la segunda y son positivas 
cuando la primera puntuación del par es mayor que la segunda. En el caso de diseños 
antes-después o pre-post, las puntuaciones D; reflejan el cambio (pérdida o ganancia) 
entre los dos momentos. 

Por tanto, al estudiar dos medias relacionadas puede considerarse que tenemos una 
única población (la de diferencias D¡) con media µD y varianza cr;. Seleccionando de 
esa población una muestra aleatoria de n observaciones y definiendo el estadístico 

(o, lo que es lo mismo, D = Y1 - Y2 ) [11.2] 

obtenemos una variable aleatoria con valor esperado y varianza (ver Apéndice 6): 

E(D) 

V(D) -> 

[11.3] 

Por tanto, nos encontramos en una situación idéntica a la descrita en el Capítulo 9 a 
propósito del contraste sobre una media (prueba Tpara una muestra). Si la población 
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de las diferencias D es normal, entonces la distribución muestra! de i5 también es 
normal con los parámetros definidos en [11.3]. Consecuentemente, 

Z = D - E(D) = D - µn 

CTjj (JD //ñ 
N(O,l) [11.4] 

Esto significa que podemos utilizar la transformación Z y la distribución normal tipifi­
cada para conocer las probabilidades asociadas a los diferentes valores del estadístico 
15. Ahora bien, como la varianza de la población de diferencias es, por lo general, un 
valor desconocido, será necesario estimarlo mediante 

crJi = s~ = "ECD;-D)2/(n-l) [11.5] 
j 

Y la transformación 

[11.6] 

ya no se aproxima a la distribución normal tipificada, sino a la distribución t de Student 
con n - 1 grados de libertad. Tenemos, por tanto, todo lo necesario para diseñar un con­
traste de hipótesis sobre la diferencia entre dos medias relacionadas. El Cuadro 11.1 
resume los pasos de este contraste. 

Cuadro 11.1. Resumen del contraste sobre dos medias relacionadas (prueba T de Student para mues­
tras relacionadas o dependientes) 

Le Hipóteszs1
: 

Íl·.·.co.útrastebiiat.eral~ 'if0: µn; k0 ; H1: µn "1=kó: . 
h: C<>11tra5te UJ)ilateral defocbo: H 0:· µ;D:::;, k0 ; !fi' µb > k0 , 

e,·. Contn1sfouhilateráliiqúierdo: H{il.b~k0;H1 : µ,0-<ko' •. •· 

'· i, ···• Supúestos: mu~straa!f:atoná <lci n difer~ncias procedentes de l1Íia¡)Obia~ióru1or- ·· 
mcil (el supuesto denormalidad va perdüi:ndo importancia conforme el tamaño 
muestralviaumentando)2.: •··· .· ....•• · ... ·. . · · · · · .. 

· 3. -Est~dístico detcontraste ( ecl.laciÓn D I.6)); 

T= D-µ]) 

Snffñ 

1 Generalmente ko =O, pues la hipótesis nula que habitualmente interesará contrastar será H0: µn =O. Además, como 
µD = µr, - µr,, la hipótesis nula que habituahnente interesará contrastar podrá formularse como H0: µr

1 
= µr,. 

2 En lo relativo a cómo de grande tiene que ser el tamaño muestra! para que el supuesto de normalidad deje de ser un 
problema, sirve aquí lo ya dicho en el apartado Independencia y normalidad del Capítulo 9. -
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4. Distribít~ión ~uestfal: Tse distribuye según t éon n- l grados de libertad (t~_ 1). 

5. Zona crítica: 

a. Contrastebilateral: T;5,tn-l;a12 y T?:.tn.-i;i-a12· 

b. Contraste urñlateral derecho: T?:. tn-l· l-0:· . . ' . ~ 

c. Contraste unilaterál iZqtiierdo: T-5 tn-i; a.· 

6. Regla de decisión: .se rechazaH0 si .el estadístico del contraste cae en la zona 
critica; en caso contrario, .se .mantiene. 

7. Nivd crítico (valor p): .· 

a. Contrastebifateral: p = 2[P(T?:. I Thl )], siendo Th el valor muestra! concreto 
que tóma el estadístico T.-

b .. Contra.Ste unilateral derecho: p = PcT?:. Th). · 

c. · Contraste unilateral izquierdo: p = P(T:::;, Th). 

8. Intervalo de confianza: ICµn = D± tn-l; l-ali Sj)/ñ 

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras relacionadas 

[1 L7] 

En un estudio diseñado para probar el efecto de un tratamiento antidepresivo mixto 
(fluoxetina +psicoterapia), se ha utilizado una muestra aleatoria de 14 pacientes con de­
presión. A todos ellos se les ha aplicado la escala de depresión de Hamilton (Y} en dos 
momentos: justo antes de iniciar el tratamiento (línea base o pre-test) y tras 12 semanas 
de tratamiento (post-test). La Tabla 11.1 muestra los resultados obtenidos en las dos me­
diciones llevadas a cabo. El objetivo del estudio es averiguar si las puntuaciones en la 
escala disminuyen tras aplicar el-tratamiento (a= 0,05). 

Tabla 11.1. Puntuaciones en la escala de depresión de Hamilton 

Sujetos 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 _3_ 
Y1 = Pre-test 24 38 21 14 .19 31 34 33 22 16 17 20 18 23 23,57 

Y2 = Post-test 15 22 21 17 11 6 15 20 8 9 5 19 7 8 13,07 

Tenemos dos conjuntos de puntuaciones obtenidas al medir dos veces en los mismos 
sujetos (muestras relacionadas) una variable cuantitativa (puntuaciones en la escala 
Hamilton). Tenemos, por tanto, dos variables cuantitativas3

• Para averiguar si las pun-

3 Debe tenerse en cuenta que se tienen dos variables cuantitativas tanto si se miden dos variables distintas como si se 
mide Ja misma variable dos veces (ver, al comienzo de este mismo capítulo, el apartado Muestras relacionadas). 
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tuaciones del post-test han disminuido respecto de las del pre-test, vamos a contrastar 
la hipótesis nula de igualdad de medias con la prueba T de Student para muestras rela­
cionadas: 

l. Hipótesis: Ha: µantes::=:; µdespués 

H¡: µantes > µdespués (contraste unilateral derecho). 

2. Supuestos: asumimos que la muestra de 14 diferencias se han seleccionado aleato­
riamente de una población normal. 

3. Estadístico del contraste. Los cálculos realizados en la Tabla 11.2 permiten obtener 
fácilmente los estadísticos que necesitamos: 

i5 = L D;/ n = 147114 = 10,5 (también, D = Y1 - Y2 = 23,57 - 13,07 = 10,5) 
i 

2 " -SD = ¿_, (/J; - D)2 
/ (n -1) = 757,5/13 = 58,27 _, 

SD = V 58,27 = 7,63 
j 

Tabla 11.2. Cálculos realizados con los datos de la Tabla 11.1 

Sujetos 2 3 4 5 13 14 

Y1 = Pre-test 24 38 21 14 l~ 18 23 
Y1 = Post-test 15 22 21 17 11 7 8 Total 

D 9 16 o -3 8 11 15 147 

(D - i5)1 2,25 30,25 110,25 182,25 6,25 0,25 20,25 757,5 

T= 
D-µD 10,5 - o 10,5 5,15. 
Sn/fñ 7,63//14 2,04 

4. Distribución muestra!: T se distribuye según t con n - 1 = 14 - 1 = 13 grados de 
libertad. 

5. Zona crítica: T"?. t13; 0,95 = 1,771. 

6. Decisión: como 5,15 > 1,771, se rechaza H0• Por tanto, puede concluirse que la 
media del post-test es menor que la del pre-test. 

7. Nivel crítico: p=P(T"?.5,15)<0,00I. 

8. Intervalo de confianza (con SD / {ñ = 2,04; denominador del estadístico T): 
y 

ICµD = D ± 1n-I; l-aJ2 Sn/fñ = 10,5 ± t13;0,975(2,04) = 

= 10,5±2,16(2,04)=10,5±4,41=(6,09;14,91). 

Por tanto, estimamos, con una confianza del 95 %, que la diferencia entre las medias 
poblacionales del pre-test y del post-test en la escala Hamilton se encuentra entre 
6,09 y 14,91 puntos. 
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La prueba T de Student para muestras relacionadas con SPSS 

La prueba T para muestras relacionadas está disponible en la opción Comparar medias 
>Prueba Tpara muestras relacionadas del menú Analizar. La lista de variables dél cuadro 
de diálogo principal únicamente muestra las variables con formato numérico (no es 
posible utilizar variables con formato de cadena). 

Para llevar a cabo un contraste con las especificaciones qúe el procedimiento tiene 
establecidas por defecto basta con trasladai- las dos variables cuyas medias se desea 
comparar a la lista Variables relacionadas. Las variables deben trasladarse a esta lista por 
pares. El procedimiento genera una prueba Tpor cada par seleccionado. 

Las opciones del procedimiento permiten controlar el nivel de confianza con el que 
se desea trabajar y el tratamiento que se desea dar a los valores perdidos. La opción 
Intervalo de confianza: k % permite establecer, en escala porcentual, el nivel de confianza 
(1 u) con el que se desea construir el inter-Yalo de confianza para la diferencia entre las 
medias. El valor de k es, por defecto, 95, pero puede introducirse cualquier otro valor 
comprendido entre 0,01y99,99. 

En las opciones del recuadro Valores perdidos se puede elegir entre dos formas dis­
tintas de tratar los casos con valores perdidos: (1) la opción Excluir casos según análisis 
excluye de cada contraste (de cada prueba T) los casos con valor perdido en cualquiera 
de las dos variables que están siendo contrastadas; (2) la opción Excluir casos según lista 
excluye de todos los contrastes (de todas las pruebas T solicitadas) los casos con algún 
valor perdido en cualquiera, de )as variables seleccionadas en la lista Variables relacio­
nadas. 

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras relacionadas con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo contrastar hipótesis sobre dos medias utilizando el proce­
dimiento Prueba Tpara muestras relacionadas con los datos ya analizados en el ejemplo 
anterior. Hemos reproducido los datos de la Tabla 11. l creando dos variables a las que 
hemos llamado antes y después, con etiquetas 1 ="Pre-test" y 2 ="Post-test" (los datos 
se encuentran en él archivo Tabla 11.1 hamilton pre-post, en la página web del manual). 
Para contrastar la hipótesis de igualdad de medias: 

> Seleccionar la opción Comparar medias> Prueba Tpara muestras relacionadas del me­
nú Analizar para acceder al cuadro de diálogo Prueba T para muestras relacionadas 
y trasladar las variables antes y después a la lista Variables relacionadas. 

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 11.3 
y 11.4. La Tabla 11.3 informa, para cada variable, de la media, del numero de casos 
válidos, de la desviación típica insesgada y del error típico de la media (la desviación 
típica dividida por la raíz cuadrada del número de casos). La Tabla 11.4 comienza ofre­
ciendo tres estadísticos referidos a las diferencias entre cada par de puntuaciones: la 
media, la desviación típica y el error típico de la media. La siguiente columna contiene 
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el intervalo de confianza para la diferencia entre las medias: puede estimarse, con una 
confianza del 95 %, que la diferencia media entre el pre-test y el post-test se encuen­
tra entre 6,09 y 14,91 puntos. Las tres últimas columnas informan sobre el valor del 
estadístico t, sus grados de libertad (gl) y el nivel crítico bilateral (sig. bilateral; el uni­
lateral se obtiene dividiendo el bilateral entre 2). Puesto que el valor del nivel crítico 
es muy pequeño (menor que 0,0005), rechazamos la hipótesis de igualdad de medias 
y concluimos que la media del post-test es menor que la media del pre-test. 

Tabla 11.3. Estadísticos descriptivos del procedimiento Prueba T para muestras relacionadas 

Media N Desviación típ. Error típ. de la media 

Pre-test 23,57 14 7,48 2,00 
Post-test 13,07 14 6,03 1,61 

Tabla 11.4. Resumen del procedimiento Prueba T para muestras relacionadas 

Diferencias relacionadas 

95% Intervalo de ccnfianza 

Desv. Errortíp. de 
para la diferencia 

Sig. 
Media tip. la media Inferior 1 Superior t gl (bilateral) 

Pre-test - Post-test 10,50 7,63 2,04 6,09 1 14,91 5,15 13 ·,000 

La Figura 11.1 muestra los diagramas de caja correspondientes a las variables pre-test 
y post-test y a la diferencia entre ambas4

• El centro (mediana) de las puntuaciones del 
post-test es menor que el de las puntuaciones del pre-test. La dispersión es parecida, 
aunque ligeramente mayor en el pre-test. Y en ninguna de las dos variables ni en la dife­
rencia entre ambas se observan indicios de asimetría ni casos atípicos o extremos. 

Figura 11.1. Diagramas de caja. Puntuaciones pre y post en la escala Hamilton 
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4 
Estos diagramas se han obtenido con la opción Diagramas de caja> Simple (Resúmenes para distintas variables) del me­

nú Gráficos. 
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Relación lineal 

Al principio de este capítulo hemos señalado que el análisis de dos variables cuantita­
tivas puede orientarse hacia dos objetivos bien·diferentes:·compararlas o relacionar­
las. Ya hemos visto cómo compararlas con la prueba T; ahora nos centraremos en cómo 
relacionarlas. 

Suele decirse que cuanto mayor es el nivel educativo, mayor es el nivel de renta; 
que los sujetos más frustrados son también más agresivos; que las dietas alimenticias 
ricas en grasas suelen ir acompañadas de niveles altos de colesterol en sangre; que los 
sujetos muestran más interés por una tarea cuanto mayor es la recompensa que reciben; 
que el nivel de ansiedad tiene que ver cpn el rendimiento en una tarea; que al aumen­
tar el consumo de alcohol aumenta la cantidad de problemas perceptivos; etc. En todos 
estos ejemplos se está hablando de relación entre dos variables cuantitativas. . 

En el lenguaje común, el concepto de relación tiene un significado algo vago: esto 
tiene que ver con aquello (correspondencia o vínculo entre dos cosas). En estadística tie­
ne un significado más concreto. Al estudiar dos variables categóricas ya hemos hablado 
de relación (la hemos llamado también asociación) para referimos a la diferencia entre 
las distribuciones condicionales: si la proporción de fumadores difiere de la proporción 
de fumadoras, entonces la variable sexo está relacionada (asociada) con la variable taba­
quismo. Algo parecido ocurre al analizar una variable categórica y una cuantitativa (ver 
siguiente capítulo): si los hombres y las mujeres difieren en altura, entonces la variable 
sexo está relacionada con la variable altura. 

Al estudiar dos variables cuantitativas la situación es algo más compleja que cuando 
ambas son categóricas o una es categórica y la otra cuantitativa. Con dos variables cuan­
titativas es posible hablar 'de varios tipos de relación: lineal, cuadrática,_(j:.Q., ~ara enten­
der esto, quizá la estrategia-más apropiada sea comenzar representando gráficamente 
ambas variables mediante un diagrama de dispersión. 

Diagramas de dispersión 

Un diagrama de dispersión es la forma más directa e intuitiva de formarse una primera 
impresión sobre el tipo de relación existente entre dos variables cuantitativas medidas 
en los mismos sujetos (o en sujetos emparejados; ver, al comienzo del capítulo, el apar­
tado Muestras relacionadas}. 

El diagrama tiene forma de una nube de puntos dispuesta sobre el plano definido 
por dos ejes cartesianos: en el eje de abscisas (horizontal) se coloca una de las variables 
(X), en el eje de ordenadas (vertical) se coloca la otra variable (Y), y cada par de pun­
tuaciones (X;, Y;), es decir, cada sujeto, se representa con un punto. 

La Figura 11.2 muestra cómo se construye el diagrama de dispersión correspon­
diente a las variable~ pre-test y post-test de la Tabla 11.1. Se ha destacado en el diagra­
ma la posición que ocupa el sujeto nº 5 de la tabla, el cual corresponde al punto en el 
que se cruza la prolongación vertical de su valor en la medida pre-test (19) con la pro­
longación horizontal de su valor en la medida post-test (11 ). 
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Figura 11.2. Diagrama de dispersión correspondiente a los datos de la Tabla 11.1 
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La forma de la nube de puntos informa sobre el tipo de relación existente. Los diagra­
mas de la Figura 11.3 muestran diferentes tipos de relación. El diagrama a muestra una 
nube de puntos concentrada en tomo a una línea recta ascendente. Es un ejemplo típico 
de relación lineal. También hay relación lineal cuando se da la pauta de variación que 
muestra el diagrama b: los puntos siguen agrupados en tomo a una línea recta ascen­
dente, aunque de forma menos evidente que en el primer di.agrama. Y también hay rela­
ción lineal cuando, como en el diagrama c, los puntos se agrupan en tomo a una línea 
recta descendente. 

El diagramad es un ejemplo de ausencia de relación: los puntos están dispersos por 
todo el diagrama sin mostrar ninguna pauta de variación reconocible. En el diagrama 

Figura 11.3. Diagramas de dispersión representando diferentes tipos de relación: (a) lineal positiva, 
(b) lineal positiva, (c) lineal negativa, (d) no relación o independencia, (e) curvilínea y (fj cúbica 
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e se observa una pauta de variación claramente no lineal: los puntos están agrupados en 
tomo a una curva que comienza ascendiendo y termina descendiendo; a esta pauta de 
variación conjunta se le llama cuadrática. Y también en el diagrama! se dá una pauta 
no lineal: los puntos están agrupados en tomo a una línea que comienza ascendiendo, 
a continuación desciende y termina volviendo a ascender; a esta pauta de variación se 
le llama cúbica. Aunque puede resultar interesante estudiar cualquier tipo de relacióii.5

, 

la lineal es, sin duda, la más estudiada en estadística (quizá porque es la más fácil de 
interpretar y la que con mayor frecuencia encontramos en el mundo real) y la que V¡'l 
a acaparar nuestra atención aquí. 

Los diagramas de dispersión de la Figura 11.4 reproducen algunos de los diagramas 
de la Figura 11.3, pero con información adicional: incluyen líneas que parten del cen­
tro de cada variable (para separar las puntuaciones bajas y altas) y círculos para resaltar 
los cuadrantes en los que se da la mayor concentración de casos. En el diagrama a, las 
puntuaciones bajas en X tienden a ir acompañadas de puntuaciones bajas en Y, y las 
puntuaciones altas en X tienden a ir aco,i:npañadas de puntuaciones altas en Y (cuadran-

Figura 11.4. Diagramas de dispersión representando diferentes tipos de relación: (a) lineal positiva, 
(b) lineal negativa, (c) no relación o independencia y (d) cuadrática o curvilínea 
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5 Por ejemplo, una ley muy conocida en psicología, llamada ley de Yerkes-Dodson, afirma que la relación entre 
ansiedad y rendimiento es cuadrática (con forma de U invertida, como la del diagrama e de la Figura 11.3). Esto 
significa que los niveles bajos y altos de ansiedad tienden a ir acompañados de niveles bajos de rendimiento, mientras 
que los niveles de ansiedad intermedios tienden a ir acompañados de niveles altos de rendimiento. 
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tes "altas-altas" y "bajas-bajas"); cuando se da esta pauta de variación decimos que 
existe relación lineal positiva o directa (esto es lo que ocurre, por ejemplo, con la altu­
ra y el peso, o la inteligencia y el rendimiento). 

En el diagrama b, las puntuaciones bajas en X tienden a ir acompañadas de pun­
tuaciones altas en Y, y las puntuaciones altas en X tienden a ir acompañadas de puntua­
ciones bajas en Y (cuadrantes "bajas-altas" y "altas-bajas"); cuando se da esta pauta de 
variación decimos que existe relación lineal negativa o inversa (esto es lo que ocurre, 
por ejemplo, con la fatiga y el rendimiento, o con la velocidad de ejecución de una tarea 
y el número de errores). 

Cuando no existe relación lineal, bien porque no existe ningún tipo de relación, co­
mo en el diagrama c (altura e inteligencia, por ejemplo), bien porque la relación subya­
cente no es de tipo lineal, como en el diagramad (ansiedad y rendimiento, por ejemplo), 
tanto las puntuaciones bajas enX como las altas aparecen acompañadas, indistintamente, 
de puntuaciones bajas y altas en Y. 

Parece claro, por tanto, que un diagrama de dispersión puede ayudar a formarse una 
idea bastante acertada sobre el tipo de relación existente entre dos variables cuantita­
tivas. Sin embargo, debe tenerse en cuenta que, cuando se estudia la relación entre dos 
variables, el interés del análisis no está únicamente en determinar si existe o no relación 
lineal, sino en conseguir cuantificar el grado o intensidad de la relación. 

Los diagramas a y b de la Figura 11.3 reflejan, ambos; una relación de tipo lineal; 
pero el primero de ellos refleja una relación más fuerte o intensa que el segundo: cuanto 
más concentrada está la nube de puntos en tomo a una línea recta, más fuerte o intensa 
es la relación lineal. No obstante, un diagrama de dispersión, por sí solo, no contiene 
información suficiente para poder cuantificar la intensidad de una relación de forma 
precisa. Entre una nube de puntos dispersa por todo el diagrama (reflejando ausencia 
completa de cualquier tipo de relación) y una nube de puntos concentrada en una línea 
recta (reflejando máximo grado de relación lineal) existen tantas y tan diversas posibles 
pautas de variación que hacen bastante dificil poder utilizar los diagramas de dispersión 
como herramientas útiles para cuantificar una relación lineal. 

Los diagramas de dispersión de la Figura 11.5 pueden ayudar a entender esto. Co­
rresponden a datos reales de 109 países. El primer diagrama muestra la relación entre 
el porcentaje de personas alfabetizadas y la tasa de natalidad. (número de nacimientos 
por cada 1.000 habitantes). La nube de puntos (cada punto es un país) refleja claramen­
te una relación lineal negativa. Pero, ¿cómo de intensa es esa relación?, ¿a medio ca­
mino entre la ausencia de relación y la relación perfecta?, ¿más cerca de la ausencia de 
relación?, ¿más cerca de la relación perfecta? La respuesta a estas preguntas no es nada 
fácil a partir de la simple inspección del diagrama. El segundo diagrama refleja una si­
tuación aún más compleja. Representa la relación entre el producto interior bruto y la 
tasa de natalidad. La nube de puntos delata una relación más bien curvilínea o cua­
drática, por lo que, a simple vista, no parece que la relación sea de tipo lineal. Sin em­
bargo, lo cierto es que la relación lineal subyacente6 es mayor que muchas de las que 
suelen informarse en las ciencias sociales y de la salud como significativas y relevantes. 

6 El coeficiente de correlación de Pearson (ver siguiente apartado) entre las variables del primer diagrama vale -0,87; 
entre las variables del segundo diagrama vale -0,65. 
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Figura 11.5. Diagramas de dispersión representando diferente grado de relación lineal 
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Estas consideraciones sugieren que, para poder cuantificar el grado o intensidad de una 
relación lineal, es necesario disponer de algún índice numérico capaz de informar de la 
intensidad de la relación con mayor precisión de lo que permite hacerlo la simple ins­
pección de un diagrama de dispersión. Estos índices numéricos existen. Se llaman coe­
ficientes de correlación. Y el más conocido y utilizado de todos ellos es el coeficiente 
de correlación de Pearson. Veamos cómo llegar a él. 

Cuantificación de la intensidad de la relación: la covarianza 

Del mismo modo que el centro de uria variable, o su dispersión, pueden calcularse utili­
zando diferentes criterios (ver Capítulo 4), para cuantificar el grado de relacióp lineal 
entre dos variables también pueden seguirse distintas estrategias. 

Una muy sencilla consiste en calcular en el diagrama de dispersión la proporción 
de puntos ubicados dentro de los cuadrantes que reflejan relación lineal. Así, en el dia­
grama a de la Figura 11.4, de los 20 puntos representados, 17 se encuentran dentro de 
los cuadrantes que reflejan rela~ión lineal positiva (los cuadrantes marcados con círcu­
los). Estos 17 puntos representan una proporción de 17/20 = 0,85. Haciendo lo mismo 
con los puntos del diagrama e se obtiene una proporción de 10/20 = 0,50. Por tanto, con 
esta estrategia7 se obtienen valores (proporciones) que oscilan entre 0,50 (ausencia de 
relación) y 1 (máxima relación). El problema de esta estrategia es que puede ofrecer el 
valor máximo cuando la relación no es perfecta (ver los diagramasXY y XZ de la Figura 
11. 7) y el valor mínimo sin que la relación lineal sea completamente nula. Lo cual su­
giere que una correcta cuantificación de la intensidad de Ja relación debe tener en cuen­
ta, además del cuadrante en el que se encuentran los puntos, la ubicación concreta de 
los mismos dentro del cuadrante. 

Esto puede conseguirse fácilmente utilizando las puntuaciones diferenciales. Con­
sideremos los datos de la Tabla 11.5 referidos a las calificaciones de 8 sujetos en lengua 

7 
"."plicando esta estrategia a Jos diagramas de dispersión de Ja Figura 11.5 se obtiene una proporción de 0,89 en el 

primero y de O, 73 en el segundo. 
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(L) y matemáticas (M). La tabla muestra las puntuaciones directas (L y M), las diferen­
ciales (l y m) y las medias de ambas variables ( 6 y 5, respectivamente). Recordemos que 
las puntuaciones diferenciales representan las distancias a la media: 

l = L- I, m = M-M, [11.8] 

Por tanto, una puntuación diferencial positiva indica que la correspondiente puntua­
ción directa es mayor que la media; y una puntuación diferencial negativa indica que 
la correspondiente puntuación directa es menor que la media. En el diagrama de disper­
sión de la Figura 11.6 están representados los pares de puntuaciones en lengua y mate­
máticas de la Tabla 11.5 (se han trazado los ejes centrales tomando como referencia la 
media de cada variable y se han numerado en las esquinas los cuadrantes resultantes 
para poder identificarlos fácilmente). Los puntos correspondientes a los dos sujetos con 
puntuaciones diferenciales positivas en ambas variables (sujetos 5 y 8) están ubicados 
en el cuadrante 2. Los puntos correspondientes a los dos sujetos con puntuaciones dife­
renciales negativas en ambas variables (sujetos 2 y 3) están ubicados en el cuadrante 3. 
Los puntos correspondientes a los dos sujetos con puntuaciones diferenciales positivas 
en lengua y negativas en matemáticas (sujetos 6 y 7) están ubicados en el cuadrante 4. 
Y los puntos correspondientes a los dos sujetos con puntuaciones diferenciales negati­
vas en lengua y positivas en matemáticas (sujetos 1 y 4) están ubicados en el cuadran­
te l. 

Lo interesante de esta estrategia es que las puntuaciones diferenciales, además de 
servir para identificar de forma precisa el cuadrante en el que se encuentra cada punto 
del diagrama, también sirven para indicar la distancia exacta entre cada punto y cada 
uno de los dos ejes centrales. Por ejemplo, el punto correspondiente al primer sujeto se 
encuentra más alejado del eje vertical (media en lengua) de lo que lo está el cuarto su­
jeto. Y el quinto sujeto se encuentra más alejado del eje vertical de lo que se encuentra 
el sexto sujeto. Por tanto, las puntuaciones diferenciales contienen toda la información 
necesaria para poder cuantificar el grado de relación lineal subyacente en un diagrama 

Tabla 11.5. Variables L y M Figura 11.6. Diagrama de dispersión de L y M 

M 2 Sujetos L M rn 
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3 6 -3 1 
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4 5 6 -1 
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7 8 4 2 -1 3 4 

8 9 6 3 3 4 5 6 7 8 9 L 

Medias 6 5 

Capitulo 11. Inferencia con dos variables cuantitativas 313 

de dispersión: no solo permiten identificar el cuadrante en el que se encuentra cada pun­
to del diagrama, sino que indican con precisión la ubicación relativa de cada punto den­
tro su propio cuadrante. 

Lo único que nos falta es acertar a operar con _las puntuaciones diferenciales para 
que la combinación resultante pueda expresar el grado de relación. Y a Karl Pearson 
(1896) se le ocurrió que esto podía conseguirse simplemente multiplicando las puntua­
ciones diferenciales de cada par (de cada sujeto): el grado de relación lineal entre dos 
variables cuantitativas es tanto mayor cuanto mayor es la suma de esos productos. 

Para entender la propuesta de Pearson, consideremos los diagramas de dispersión 
que muestra la Figura 11.7. El diagrama XY revela una relación perfectamente lineal: 
los puntos están, todos ellos, sobre una línea recta (no podía ser de otra manera pues las 
variables X e Y son idénticas). El diagramaXZ sigue revelando una relación claramente 
lineal (esta vez negativa), pero menos intensa que la ánterior: todos los puntos están_.ubi­
cados en los cuadrantes "bajas-altas" y "altas-bajas", pero ahora no están concentrados 
en una línea recta. El diagrama.XV sigue revelando cierto grado de relación lineal, pero 

. menos intensa aún que la anterior: aunque la mayoría de los puntos están ubicados en 
los cuadrantes "altas-altas" y "bajas-bajas", hay algunos puntos que se salen de esos 
cuadrantes. En el diagrama.XW no hay forma de adivinar una relación lineal ni de nin­
gún otro tipo: los puntos se encuentran dispersos por todo el diagrama, ocupando todos 
los cuadrantes. 

Figura 11.7. Diawamas de dispersión correspondientes a las variables de la Tabla 11.6. 
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En consecuencia, atendiendo al grado o intensidad de la relación lineal que refleja la 
disposición de la nube de puntos en estos cuatro diagramas, podemos afirmar que la 
relación es más intensa en XY que en XZ, más intensa en XZ que en XV, y más intensa 
en XV que enXW (XY> XZ> XV> XW). 

Los diagramas de la Figura 11. 7 se han elaborado a partir de los datos de la Tabla 
11.6. La tabla muestra los datos de 8 sujetos en 5 variables (X, Y, Z, Vy W). Contiene 
las puntuaciones directas (en mayúsculas), las diferenciales (en minúsculas) y el 
producto de las puntuaciones diferenciales de X con las puntuaciones diferenciales de 
las demás variables. La razón de presentar estos datos es que permiten constatar de 
forma clara y sencilla que la suma de los productos de las puntuaciones diferenciales (la 
suma de las cuatro últimas columnas de la tabla) reflejan el grado de relación existente 
entre las variables. El valor absoluto de esta suma es máximo cuando la relación es 
perfectamente lineal y mínimo cuando no existe relación lineal. En los datos de la tabla, 
es máxima (vale 60) cuando la relación es perfecta (diagrama XY de la Figura 11.7); 
disminuye (vale 50) cuando disminuye el grado de relación lineal (diagrama .XZ; el 
signo negativo de la suma indica que la relación es negativa); disminuye todavía más 
(vale 30) cuando sigue disminuyendo el grado de relación lineal (diagrama XV); y vale 
ceroª (o aproximadamente cero) cuando no existe relación lineal (diagramaXW). 

Lógicamente, esto no podía ser de otra manera pues, cuando la relación es lineal po­
sitiva (como entre X e Y en la Figura 11. 7 y en Tabla 11.6), predominan los pares cu­
yas puntuaciones diferenciales son ambas positivas o ambas negativas; y la suma de los 
productos de las puntuaciones diferenciales (columna.xy) es la suma de puntuaciones 
positivas. Cuando la relación es lineal negativa (como entre XZ en la Figura 11. 7 y en 
Tabla 11.6), predominan los pares en los que cada puntuación diferencial es de un signo 

Tabla 11.6. Puntuaciones directas (en mayúsculas) y diferenciales (en minúsculas) de 5 variables (X, 
Y, Z, Vy W) medidas en 8 sujetos, y productos ~ntre las puntuaciones diferenciales de X y las demás 

Sujetos X y z V w X y z V w xy xz XV xw 

1 6 3 3 -4 -4 -2 -2 16 -4 8 8 
2 2 2 9 8 -3 -3 4 -4 3 9 -12 12 -9 
3 3 3 7 7 6 -2 -2 2 2 1 4 -4 -4 -2 
4 4 4 8 4 -1 -1 3 -1 -4 1 -3 1 4 
5 6 6 4 8 7 1 -1 3 2 1 -1 3 2 
6 7 7 2 2 4 2 2 -3 -3 -1 4 -6 -6 -2 
7 8 8 1 9 9 3 3 -4 4 4 9 -12 12 12 
8 9 9 3 6 2 4 4 -2 -3 16 -8 4 -12 

Sumas 60 -50 30 

8 
Si no existe relación lineal, la covarianza vale cero. Pero lo contrario no se sostiene. Una covarianza de cero no 

implica necesariamente ausencia de relación lineal; únicamente implica ausencia de relación lineal entendida tal como 
la mide la covarianza. 
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distinto; y la suma de los productos de las puntuaciones diferenciales (columnaxz) es 
la suma de puntuaciones negativas. Y cuando no existe relación lineal (como entre XW 
en la Figura 11.7 y en Tabla 11.6), hay tantos pares en los que las puntuaciones dife­
renciales son ambas positivas o ambas negativas (pares en los que los productos son po­
sitivos) como pares en los que cada puntuación difer.encial tiene un signo distinto (pares 
en los que los produ¡;tos son negativos); y la suma de los productos de las puntuaciones 
diferenciales ( columnaxw) es la suma de puntuaciones positivas y negativas que tienden 
a anularse y sumar cero. 

Ahora bien, el valor de una suma no depende únicamente del valor de las puntuacio­
nes que se suman. No es lo mismo sumar ocho puntuaciones, como en el ejemplo, que 
cien, o mil. Por tanto, la suma de los productos de las puntuaciones diferenciales no solo 
depende del grado de relación lineal subyacente, sino también del número de puntua­
ciones sumadas. Pues bien, dividiendo esa suma entre el número de puntuaciones suma­
das (no olvidar que, aquí, el número de puntuaciones se refiere al número de pares de 
puntuaciones; es deeir, al número de productos sumados) se obtiene un estadístico muy 
útil y utilizado en estadística que recibe el nombre de covarianza9

• 
10

: 

[11.9] 

Aplicando la ecuación [11.9] a los datos de la Tabla 11.5 (solamente hace falta utilizar 
el número de casos y las sumas de las cuatro últimas columnas) se obtienen los siguien-
tes valores: ' 

60 
Sxr= - = 857 

7 ' ' 

30 
Sxv= - = 429 

7 ' ' 

-50 
Sxz= -- = -7,14, 

7 

1 
Sxw= - = 0,14. 

7 

Según se ha señalado ya, el valor absóluto de la covarianza es tanto mayor cuanto mayor 
es el grado de relación lineal. Y el signo de la covarianza refleja el sentido positivo o 
negativo de la relación. Sin embargo;· como medida de la intensidad de una relación 
lineal, la covarianza adolece de un defecto importante: aunque su valor mínimo es cero, 
su valor máximo depende del grado de dispersión de las variables. 

¿Qué significado tiene una covarianzaSXY= 8,57 o Sxv= 4,29? Puesto que 8,57 es 
el doble que 4,29 podríamos pensar que quizá la relación entre X e Y sea el doble de in­
tensa que la relación entre X y V. Pero, al calcular la covarianza en una muestra concreta 

9 Se divide entren - l y no entren por la misma razón que la varianza insesgada (la que siempre utilizamos por de­
fecto) también se divide por n -1 (ver, en el Capítulo 7, el apartado Estimación puntual). El SPSS también calcula 
la covarianza dividiendo por n -1. 
10 Es evidente el paralelismo existente entre la covarianza y la varianza: si la covarianza entre X e Y se calcula sus­
tituyendo todas las puntuaciones en Y por las puntuaciones en X, se obtiene la varianza de X; si la covarianza entre 
X e Y se calcula sustituyendo todas las puntuaciones en X por las puntuaciones en Y, se obtiene la varianza de Y. 
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de pares de puntuaciones, ¿cómo saber si la intensidad de la relación es baja, media o 
alta? Por ejemplo, al multiplicar por 2 los valores de Yen la Tabla 11.5, la relación entre 
X e Y no se altera (es fácil comprobar que la nube de puntos del correspondiente diagra­
ma de dispersión sigue estando sobre una línea recta); sin embargo, ese cambio en los 
valores de Y, que implica un cambio en su dispersión, hace que el valor de la covarianza 
se duplique (pasa de valer 8,57avaler17,14). ¿Significa este incremento en la covarian­
za que ha aumentado el grado de relación entre X e Y? Obviamente no, pues la relación 
ya era perfecta y no se ha alterado. 

Que el valor mínimo de la covarianza sea cero es bueno, pues eso permite saber qué 
valor podemos esperar encontrar cuando no hay relación lineal. Pero que su valor máxi­
mo dependa del grado de dispersión de las variables es un problema porque eso dificulta 
su interpretación. No obstante, sabemos que el valor máximo de la covarianza entre dos 
variables es el producto de las desviaciones típicas de esas dos variables. Por tanto, el 
valor máximo que puede tomar la covarianza en cada situación concreta depende de las 
variables estudiadas y de la muestra utilizada. Esto, no solo impide poder comparar co­
varianzas calculadas en distintas muestras o con distintas variables, sino que, además, 
complica su interpretación al tener que estar recurriendo permanentemente a máximos 
que dependen de cada situación concreta 

El coeficiente de correlación de Pearson: Rxv 

La solución al problema de cómo interpretar la covarianza y cómo comparar covarianzas 
obtenidas en muestras o variables con distinta dispersión pasa por relativizarla toman­
do como referente su valor máximo. Se obtiene así un estadístico (propuesto, también, 
por Karl Pearson, aunque parece que la idea fue de Galton) llamado coeficiente de co­
rrelación de Pearson (o coeficiente de correlación momento-producto): 

[11.10] 

Esta ecuación permite interpretar Rxr, antes que nada, como el grado en que la covarian­
za alcanza su máximo. Y es equivalente a calcular la covarianza, no a partir de las pun­
tuaciones diferenciales (las cuales reflejan la dispersión original de las puntuaciones 
directas), sino a partir de las puntuaciones típicas o puntuaciones Z (cuya dispersión es 
siempre la misma independientemente de cuál sea la dispersión de las puntuaciones di­
rectas 11). Se obtiene de esta manera una especie de tipificación de la covarianza que 
ofrece idéntico resultado al de la ecuación [11.10]: 

n -1 
[11.11] 

11 Recordemos que la varianza de las puntuaciones Z siempre vale 1 independientemente del grado de dispersión de 
la variable original (en caso necesario, revisar el apartado Puntuaciones Z del Capítulo 5). 
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A partir de estas dos formulaciones del coeficiente de correlación de Pearson12 es fácil 
deducir sus principales propiedades: 

Dado que se basa en la covarianza, la magnitud de Rxr (en valor absoluto) mide el 
grado de relación lineal (no de otro tipo). 

. . 
Como el denominador de [11.1 O] siempre es positivo, el signo de Rxr es el mismo 
que el de la covarianza: toma un valor positivo cuando existe relación lineal posi­
tiva, un valor negativo cuando existe relación lineal negativa y un valor próximo 
a cero cuando no existe relación lineal. · 

Puesto que se trata de la covarianza dividida entre su máximo, su valor oscila entre 
- 1 y 1. Los valores - 1 y 1 indican que la relación lineal entre las variables es per­
fecta. 

Al estar basado en las puntuaciones típicas (ver ecuación [11.11 ]), el valor de Rxr 
no se altera si los datos se transforman linealmente (por ejemplo, sumandoles y/o 
multiplicándoles una constante13

). 

Veamos cómo obtener el coeficiente de correlación de Pearson con los datos de la Tabla 
11.6. Las covarianzas entre X y las demás variables las conocemos porque ya las hemos 
calculado al presentar la fórmula de la covarianza: Sxr = 8,57, Sxz= -7,14, Sxv= 4,29 
y Sxw= 0,14. Y las desviaciones típicas de las cinco variables son iguales porque en 
todos los casos se trata de puntuaciones de 1 a 9 en las que falta el 5. Basta, por tanto, 
con calcular la varianza de, por ejemplo, X Ahora bien, como las variables X e Y son 
iguales, la varianza de X será idéntica a la covarianza entre X e Y. Por tanto, 

sz 
X n-1 n-1 

60 
7 

8,57 -> 

Aplicando ahora la ecµ~¿ión [11. l O] obtenemos 

Rxr = 
8,57 

1, Rxz = 
2,928 X 2,928 

Rxv = 
4,29 

0,50, Rxw = 
2,928 X 2,928 

Sx = ./8,57 = 2,928 

-7,14 
-0,83, 

2,928 X 2,928 

0,14 
0,016. 

2,928 X 2,928 

12 Para realizar cálculos a mano puede resultar más cómodo aplicar esta otra formulación de Rxr a la que se llega 
partiendo de la ecuación [11.10] aplicando unas sencillas transformaciones: 

[l l.12] 

13 Puesto que las trasformaciones lineales de las puntuaciones directas de una variable no alteran el valor de sus 
correspondientes puntuaciones típicas, la ecuación [11.11] no cambia al aplicar una transformación lineal a los datos. 
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Estos valores reflejan con bastante fidelidad las pautas de variación que hemos venido 
discutiendo en los apartados anteriores: relación lineal positiva perfecta entre las 
variables X e Y (RXY = 1; ver el diagramaXY de la Figura 11. 7); relación lineal negativa 
y alta entre las variables Xy Z (Rxz = -0,83; ver el diagramaXZ de la Figura 11.7); 
relación lineal positiva entre las variables X y V pero claramente menos fuerte o intensa 
que en los dos casos anteriores (Rxv = 0,50; ver el diagrama XV de la Figura 11. 7); y 
relación prácticamente nula entre las variables X y W(Rxw= 0,016; ver el diagramaXW 
de la Figura 11.7). 

Contraste de hipótesis sobre el parámetro Pxv 

Aplicado a unos datos concretos, el coeficiente de correlación de Pearson, RXY, es un es­
tadístico, es decir, un valor muestra!. Y ya sabemos que un valor muestra!, sea éste una 
diferencia o una correlación, puede ser distinto de cero sin que esto signifique que el 
correspondiente parámetro poblacional también sea distinto de cero. Al compar?f dos 
medias muestrales procedentes de la misma población o de dos poblaciones idénticas, 
hemos visto que una diferencia muestra! podría estar reflejando simplemente las varia­
ciones propias del azar muestra!. Con un coeficiente de correlación pasa exactamente 
lo mismo: el hecho de que un coeficiente de correlación sea distinto de cero no consti­
tuye, en sí mismo, evidencia suficiente para afirmar que existe relación lineal en lapo­
blación. Por tanto, tras cuantificar una relación, la pregunta que hay que hacerse es si 
el valor muestra! obtenido refleja o no un grado de relación lineal mayor del que cabría 
esperar por puro azar entre dos variables realmente independientes en la población. 

Para responder a esta pregunta lo que suele hacerse es poner a prueba la hipótesis 
nula de independencia lineal (H0 : p XY = O), pues el rechazo de esta hipótesis permitirá 
concluir que las variables X e Y no son linealmente independientes y, por tanto, que 
entre ellas existe algún grado de rela.ción lineal. 

Cuando pXY= O y las variables X e Y se distribuyen normalmente, el estadístico RXY 
se distribuye de forma aproximadamente normal con valor esperado E(RXY) =O y va­
rianza 

l-R 2 
XY 

n -2 
[11.13] 

Por tanto, la transformación resultante de restar al valor del coeficiente su valor espe­
rado (cero) y dividir la diferencia por su error típico (raíz cuadrada de [11.13]), es decir, 

T [11.14] 

.jo -Rir) / (n - 2) 

se distribuye según el modelo de probabilidad t de Student con n - 2 grados de libertad. 
Y conociendo la distribución muestra! de la trasformación [11.14], tenemos todo lo 
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necesario para diseñar un contraste que permita poner a prueba la hipótesis de que PXY 
vale cero. El Cuadro 11.2 Jfrece un resumen de este contrasté. 

Cuadro 11.2 Resumen del contraste sobre el parámetro P.xY (coeficiente de correlación de Pearson) 14 

l. Hipótesis: 

a. Contraste bilatetál: H 0: Pxr= O; H1: Pxr+ O. 

b. ·.Contraste unilateral. derecho:· H 0: PXY S O; H1: Pxr > O. 

c. Contraste unilateral izquierdo: H0 : p_xy~ O; H 1: Pxr< O. 

2. Supuestos: muestra aleatoria den pares .%Y independientes entre sí procedentes 
de una población normal (el supuesto de normalidad va perdiendo importancia 
conforme va aumentando él tamaño muestra!). 

3. Estadístico del contraste( ecuación [l l.14]): T =. RxrJn ~ 2 ;.j1...: RJy 

4. Distribúción muéstral: Tse distribuye según t con n -2 grados de libertad (t"_2). 

5. Zonh crítica: 

a. ContrastdJilateral: T s tn-2; a12 y T ~ tn-2; 1~a12. 
b: Contraste unilateral derecho: T~ tn-2; 1_". 

c. Contraste uhllaterál izquierdo: T s tn-z; ". 

6. Regla de decisión: se recháza H0 si elestadístieo del contraste cae en la zona 
. críticá; en caso contrario, .se mantiene. El rechazo de H 0 indica que exiSte 8ufi­
-ciente evidencia empírica para afitmar que; e~ la población, las variabfos x e Y 
. están· linealmente relapionadas (la forma abreviada de decir esto es'-tjue existe 
relación .lineal sigifificativa). Sí no se rechaza H0 debe concluirse que, con los 
elatos dísponibl ell, nO es posible afirmar que X e Y estén lirÍealmente relacionadas 

·(y no es posible afirmar nada sobre la presenci~ o no de otro tipo de relación). 

7. Nivelcrítico (valorp): 

a. Contraste bilateral: p = 2[P(T~ 1 Th I)], .siendo Th el valor muestra] concreto 
que toma el estadístifo T. 

b. Contr:aste unilateral derecho: p = P(T~ Th)-

c. Contraste unilateral izquierdo: p = P(T::; Th). 

Con tamaños muestrales grartdes (n ~.50; ver Hays, 1994, pág. 648), en lugar de la 
transformadón Ty la distribución tpuede utilizarse lá distribución normal para de­
cidir si un determinado coeficiente de correlaciónRxres significativamente distinto 

14 Esta estrategia también podría utilizarse para construir un intervalo de confianza para el parámetro p .. 1 .. Pero debe 
tenerse en cuenta que el procedimiento propuesto es válido cuando se asume que no existe relación lineal (lo cual im· 
plica Pxr= O). Ahora bien, si se desea construir un intervalo de confianza para el parámetro Pxi·eS porque se considera 
que su valor es distinto de cero. Y, cuando ocurre esto, es necesario utilizar un procedimiento distinto. Ver, en el 
Apéndice 11, el apartado Contraste de hipótesis sobre Pxr = k0 (con k0 o! O). 
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de cero. En concreto, puede rechazarse la hipótesis nula de independencia lineal 
cuando 

[ll.I5] 

donde p se refiere a 1 .:.. a/2 si el contraste es bilatera1y a 1- a si el contraste es 
unilateral. 

Ejemplo. Contraste de hipótesis sobre el parámetro Pxr 

En una muestra aleatoria de 1 O estudiantes de enseñanza secundaria se han medido dos 
variables: X= "promedio de horas de estudio semanales" e Y= "rendimiento medio" 
(cuantificado como la media de las calificaciones obtenidas en 8 asignaturas). Los re­
sultados obtenidos aparecen en las primeras columnas de la Tabla 11.7. Queremos 
averiguar si, en la población de estudiantes de enseñanza secundaria, las puntuaciones 
altas en horas de estudio tienden a ir acompañadas de puntuaciones altas en rendimiento 
medio. 

Tenemos dos variables cuantitativas medidas en una muestra aleatoria de 1 O sujetos. Es 
decir, tenemos 1 O pares de puntuaciones. Y queremos averiguar si, en la población de 
donde proceden estos 1 O pares de puntuaciones, existe relación lineal positiva(" ... las 
puntuaciones altas ... tienden a ir acompañadas de puntuaciones altas ... ") entre las va­
riables horas de estudio y rendimiento medio. 

Podemos comenzar cuantificando el grado de relación lineal mediante el coeficiente 
de correlación de Pearson y, a continuación, contrastar la hipótesis nula de que las varia­
bles X e Y son linealmente independientes (en un contraste unilateral derecho). 

Para facilitar los cálculos, la Tabla 11. 7 recoge las puntuaciones diferenciales de 
ambas variables (x, y), sus cuadrados (x 2

, y 2
) y el producto entre ambas (xy). Estos 

valores se han obtenido teniendo en cuenta que la media de X vale 80/1 O = 8 y la media 
de Y vale 60/6 = 6. Por ejemplo, los datos del primer sujeto se obtienen de la siguiente 
manera: 

X = 5 - 8 = -3 

y=5-6=-1 

x2 = -32 = 9 

y=-1 2 =1 

xy = -3(-1) =3 

Comenzamos calculando las desviaciones típicas de X e Y y la covarianzaXY (ecuación 
[11.9]). A continuación aplicamos la ecuación [11.1 O] para poder obtener el coeficiente 
de correlación de Pearson. 
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Tabla 11.7. Datos de 10 sujetos en las variables X= "horas de estudio" e Y= "rendimiento medio" 

Sujetos 

2 

3 
4 

5 

6 
7 

8 

9 

10 

Totales 

sz 
X 

sz 
y 

X 

5 

5 

6 
6 

6 
7 

y 

5 
4 

3,5 
5 

6 

5 

7 8 
11 8,5 
11 9 
16 6 

80 60 

LX2 
j 114 
n-1 9 

LY2 

j 

n-1 

¿xy 
j 31,5 

9 . 

3,50 

X 

-3 
-3 
-2 

-2 
-2 
-1 
-1 

3 

3 

8 

12,67 

3,61 

3,50 

3,56 (1,90) 

y 

-1,0 
-2,0 

-2,5 
-1,0 

o 
-1,0 

2 

2,5 
3 

o 

-> 

-> 

0,52 

x2 

9 

9 
4 
4 

4 

y2 

1 

4 

6,25 
1 

o 

xy 

3 

6 
5 
2 

o 

1 4 -2,0 
9 6,25 7,5 

9 9 9 
64 o o 

114 32,5 38,5 

Sx J12,667 3,56 

1,90 

Un coeficiente de correlación de 0,52 indica que, en esta muestra, existe cierto grado 
de relación lineal positiva entre X e Y. Se trata de un valor intermedio que podría hacer­
nos sospechar que, en la población, X e Y también están linealmente relacionadas. Pero 
comprobemos si realmente esto es así: 

l. Hipótesis: H0: P..rr~ O. 
H1: p XY > O (contraste unilateral derecho: relación lineal positiva). 

2. Supuestos: asumimos que los 1 O pares de puntuaciones XY se han seleccionado 
aleatoriamente de una población normal. 

3. Estadístico del contraste (ecuación [11.14]): 

0,52jf0=2 

,/1-0,522 
1,72 
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4_ Distribución muestra!: T se distribuye según t con n - 2 = l O - 2 = 8 gl. 

5. Zona crítica: T?:_ t8; 0,95 = 1,86. 

6. Decisión: como 1, 72 < 1,86, no se rechaza H0• Por tanto, no puede afirmarse que 
entre las variables horas de estudio y rendimiento medio exista relación lineal posi­
tiva_ 

7. Nivel crítico:p = P(T?:_ 1,72) > 0,05. 

A pesar de que el coeficiente de correlación vale 0,52, no es posible afirmar que exista 
relación lineal significativa Esto quiere decir que, al seleccionar una muestra aleatoria 
de l O pares de puntuaciones XY de una población en la que las variables X e Y son li­
nealmente independientes, el grado de relación lineal encontrado (0,52) es explicable 
por las fluctuaciones propias del azar muestra! sin necesidad de recurrir a otra causa. 

Por otro lado, el diagrama de dispersión de la Figura 11.8 muestra un caso alejado 
de los demás (el par X= 16, Y= 6). Si se eliminara ese caso del análisis, el coeficiente 
de correlación subiría a 0,84 y el nivel crítico valdría 0,004, lo cual llevaría a concluir 
que sí existe relación lineal significativa. 

Estas consideraciones nos ponen en la pista del tipo de aspectos que hay que con­
siderar y de las precauciones que hay que tomar al interpretar un coeficiente de corre­
lación. Al igual que cualquier otro estadístico, el coeficiente de correlación de Pearson 
posee sus fortalezas y debilidades y, para interpretarlo correctamente, es necesario co­
nocerlas. 

Figura 11.8. Diagrama de dispersión de horas de estudio por rendimiento medio 
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Cómo interpretar el coeficiente de correlación Rxv 

El coeficiente de correlación de Pearson está, sin duda, a la cabeza de los estadísticos 
más utilizados para analizar la relación entre dos variables cuantitativas. Esta circuns­
tancia podría llevar a pensar que se trata de un estadístico seguro o libre de problemas; 
pero nada más lejos de la realidad. Interpretar correctamente Rxr (o cualquier otro coe­
ficiente de correlación) requiere prestar atención a diferentes aspectos y tomar algunas 
precauciones. 
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El coeficiente debe ser estadísticamente significativo 

La primera consecuencia que se desprende del eje~plo anterior es que, antes de inter­
pretar un coeficiente de correlación, es necesario _determinar si el coeficiente es o no 
estadísticamente significativo. Independientemente de su valor, cuando un coeficiente 
no alcanza la significación estadística, no es posible afirmar que las variables están li­
nealmente relacionadas en la población. Y, por lo general, cuando no existe evidencia 
de relación lineal, no tiene sentido interpretar un coeficiente. 

La relevancia de un coeficiente depende del contexto 

Un coeficiente estadísticamente significativo indica que existe algún grado de relación 
lineal. Ahora bien, esa relación, ¿cómo es de intensa? Y, ¿es positiva o negativa? Para 
responder a estas preguntas hay que fijarse en el valor del coeficiente y en su signo. El 
valor del coeficiente indica si la relación es baja, media o alta; el signo del coeficiente 
indica si la relación es directa (positiva) o inversa (negativa). 

Por tanto, la significación estadística no lo e_§ todo. Es más, la significación esta­
dística de un coeficiente de correlación (al igual que la signjficación estadística de una 
diferencia entre dos medias) está estrechamente ligada al tamaño muestraL Por ejem­
plo, en un contraste unilateral con a:= 0,05 y una muestra de 20 casos, el coeficiente 
tiene que valer 0,37 para ser significativo; con 50 casos, 0,23; con 100 casos, 0,17; con 
200 casos, O, 12; etc. Cuanto mayor es el tamaño muestra!, menor necesita ser un coefi­
ciente (en valo,r absoluto) par.a ser declarado estadísticamente significativo. Lo cual 
quiere decir que, con muestras grandes, se corre el riesgo de declarar estadísticamente 
significativos coeficientes con un valor ml,ly próximo a cero, es decir, coeficientes que 
reflejan un grado de relación muy bajo. ' - - -

En consecuencia, tras encontrar un coeficiente de correlación estadísticamente sig­
nificativo, todavía falta por precisar si el valor del coeficiente está reflejando un grado 
de relación bajo, medio o alto. Y esto es algo que no puede resolver la estadística sino 
que, por lo general, depende del contexto. Es el propio investigador, basándose en su 
experiencia con un determinado tipo de variables, quien mejor puede valorar la relevan­
cia del coeficiente de correlación encontrado. En este sentido, no es razonable adoptar 
reglas que indiquen cuándo un coeficiente refleja una relación baja, media o alta. Hay 
que referir el valor del coeficiente al contexto en el que se produce. Por ejemplo, un 
coeficiente de O, 70 podría corresponder a una relación poco importante o poco relevante 
cuando se trata de variables que suelen ofrecer correlaciones muy altas o cuando se ob­
tiene en contextos donde es necesario trabajar con correlaciones muy altas (calibración 
de instrumentos, valoración de la fiabilidad test-retest de una escala, etc.). Y un coefi­
ciente de 0,40 podría corresponder a una relación importante o relevante cuando se ob­
tiene con variables que suelen correlacionar poco (variables de tipo socio-demográfico, 
rasgos de personalidad, etc.). 

Para valorar la relevancia de un coeficiente de correlación también suele resultar 
bastante útil elevar el coeficiente al cuadrado. Se obtiene así un valor llamado coeficien­
te de determinación que puede interpretarse como la proporción de varianza campar-
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tida, es decir, como la proporción de varianza que ambas variables tienen en común (no 
podemos justificar esto ahora; lo haremos en el segundo volumen cuando estudiemos 
el análisis de regresión lineal). Por ejemplo, un coeficiente de 0,40, que en principio 
podría estar reflejando una relación importante en no pocos contextos, al elevarlo al cua­
drado se queda en 0,16; y esto significa que las variables tienen en común o comparten 
un 16 % de la variabilidad total. 

Un mismo coeficiente puede reflejar pautas de relación muy diferentes 

Consideremos los diagramas de dispersión de la Figura 11.9. El coeficiente de corre­
lación de Pearson vale 0,84 en todos ellos. La línea recta que aparece en los diagramas 
atravesancj.o la nube de puntos es un reflejo de ese valor (estudiaremos cómo trazar esa 
línea en el segundo volumen; de momento basta con saber que se trata de un resumen 
de la nube de puntos y que su grado de inclinación tiene que ver con el grado de rela­
ción lineal subyacente). A pesar de que la cuantificación de la relación que ofrece Rxr 
es idéntica en los cuatro casos (0,84), las nubes de puntos delatan pautas de relación 
muy distintas: en el primer diagrama existe una pauta claramente lineal; en el segun­
do, claramente cuadrática o curvilínea; en el tercero, una relación perfectamente lineal 
se ve alterada por la presencia de un caso anómalo; en el cu¡i.rto, las puntuaciones de la 
variable del eje vertical están concentradas en dos valores (estos gráficos y las ideas que 
contienen han sido adaptados de Anscombe, 1973). 

Figura 11.9. Diferentes pautas de relación, todas ellas con Rxv= 0,84 
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Estos diagramas llaman la atención sobre dos cuestiones muy importantes. En primer 
lugar, un coeficiente de correlación puede resultar muy poco informativo, e incluso en­
gañoso, si no va acompañado de una descripción apropiada de la pauta de relación sub­
yacente. En segundo lugar, el coeficiente Rxr es muy sensible (poco resistente) a la pre­
sencia de casqs anómalos; esto significa que su valor puede verse seriamente alterado 
por la presencia de algún caso cuyo comportamiento difiera claramente del de los demás 
(esto puede apreciarse también en el diagrama de dispersión de la Figura- 11.8). 

Estas consideraciones alertan sobre la necesidad de acompañar todo coeficiente de 
correlación con el correspondiente diagrama de dispersión; solamente de esa manera es 
posible formarse una idea acertada de lo que está ocurriendo. 

Ciertas características de los datos pueden alterar de forma importante el 
valor de un coeficiente 

La intensidad de una relación (y, consecuentemente, el valor del correspondiente coefi­
ciente de correlación) puede verse sensiblemente alterada bajo ciertas circunstancias. 
Los diagramas de dispersión de la Figura 11.1 O pueden ayudar a entender esto. 

El primer diagrama representa la relación entre dos variables en dos grupos distintos 
(puntos negros, puntos blancos). Si se ignora la variable de agrupación (es decir, si se 
considera toda la nube de puntos), se obtiene un coeficiente de correlación de 0,80. Sin 
embargo, si se cuantifica la relación en cada grupo por separado, se obtiene un coefi­
ciente de 0,25 para los puntos negros y de 0,41 para los puntos blancos. Esto significa 
que variables q~e están poco relacionadas pueden dar la engañosa impresión de estar 
muy relacionadas cuando se da la circunstancia de que un grupo (puntos blancos) tiende 
a dar, en ambas variables, puntuaciones. sistemáticamente más altas que el otro _(p.untos 
negros). Por tanto, siempre que se tenga la sospecha de que la relación entre dos varia­
bles pueda estar modulada por terceras variables, deberán tomarse las precauciones 
necesarias. 

Figura 11.10. Grupos distintos (izquierda) y rango de valores reducido (derecha) 
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Justo lo contrario (relaci011es altas que pasan desapercibidas) es lo que puede ocurrir 
cuando no se tiene en cuenta todo el rango de posibles valores de una de las variables 
o de las dos. El segundo diagrama de dispersión de la Figura 11.1 O muestra una situa-
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ción de este tipo. Si de la variable colocada en el eje horizontal únicamente se considera 
el rango de valores comprendido entre las dos líneas verticales (es decir, si solamente 
se tienen en cuenta los puntos negros), se puede llegar a la falsa conclusión de que las 
variables analizadas no están relacionadas o lo están muy poco. De hecho, si solamente 
se considera la nube de puntos negros se obtiene un coeficiente de correlación de 0,23. 
Por el contrario, si se considera todo el rango de valores del eje horizontal (es decir, 
toda la nube de puntos), se obtiene un coeficiente de correlación de 0,90. Por tanto, el 
no incluir en un análisis todo el rango de valores de las variables analizadas puede al­
terar sensiblemente la intensidad de la relación estudiada. 

Relación y causalidad 

Un coeficiente de correlación alto no implica causalidad. Dos variables pueden estar 
linealmente relacionadas, incluso muy relacionadas, sin que esto signifique que una es 
causa de la otra. 

Aunque éste no es el lugar para profundizar en el concepto de causalidad (para esto 
puede consultarse, por ejemplo, el excelente trabajo de Davis, 1988), sí nos parece con­
veniente hacer algunos comentarios al respecto. Cuando una variable es causa de otra, 
un cambio en la primera provoca (va asociado con) un cambio en la segunda. Lo contra­
rio, sin embargo, no se sostiene: cuando los cambios en una variable van asociados con 
cambios en la otra variable, no es posible concluir que una de ellas es causa de la otra. 
Entre las razones de esta asimetría hay una evidente: siempre existe la posibilidad de 
que haya terceras variables que sean las responsables de los cambios observados en las 
dos variables relacionadas. 

Éste es el momento de recordar las consideraciones ya hechas en el Capítulo 1 acer­
ca de los diferentes niveles de indagación: las herramientas estadísticas sirven para rea­
lizar comparaciones y estudiar relaciones, pero no dicen nada acerca de la naturaleza 
de las diferencias o relaciones encontradas. Esto depende del tipo de estrat~gia de re­
cogida de datos utilizada (diseño de investigación) o de la posibilidad de contar con 
teorías bien fundamentadas capaces de explicar por qué ocurren las diferencias o rela­
ciones que se observan. 

Relaciones espurias 

Existen innumerables ejemplos de relaciones ficticias o sin sentido que sirven para cons­
tatar que, efectivamente, una relación no implica causalidad. A este tipo de relaciones 
se les suele llamar espurias (falsas, ficticias) y no hay área de conocimiento que se libre 
de ellas. Veamos algunos ejemplos. 

La esperanza de vida de los diferentes países está relacionada con el número de tele­
visores por persona: la esperanza de vida tiende a ser mayor en los países con más tele­
visores por persona. ¿Puede concluirse de esta relación que la esperanza de vida de un 
país depende del número de televisores de sus habitantes? ¿Regalando televisores a las 
personas se conseguiría alargar su vida? No parece que esto sea así. Es más razonable 
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pensar que debe haber alguna otra variable, como el nivel de renta, de la que dependen 
tanto el número de televisores como la esperanza de vida y q~e es la verdadera res­
ponsable de la relación encontrada. 

También se ha encontrado relación positiva entre el número de bomberos que acu­
den a un inceridio y el volumen de los daños que se producen. ¿Puede concluirse de ~sta 
relación que el volumen de los daños depende del número de bomberos? ¿Acaso redu­
ciendo el número de bomberos se reduciría el volumen de los de daños? ¿No es más ra­
zonable pensar que existe alguna otra variable, como la magnitud del inceµdio, de la que 
depende tanto el número de bomberos que acuden a sofocar el incendio como el volu­
men de los daños que se producen? 

La altura está relacionada con el salario: las personas más altas tienden a tener ma­
yor salario que las personas más bajas. Esta relación puede parecer sorprendente, pero 
es real. Quizá Ja explicación lógica de esta relación espuria no sea tan evidente como 
en los ejemplos anteriores, pero existe: el sexo actúa como variable moduladora. Tanto 
Ja altura media como el salario medio es mayor en Jos hombres que en las mujeres (se 
trata de algo parecido a Jo que ocurre en el primer diagrama de la Figura 11.1 O, aunque 
con mayor solapamiento entre los puntos blancos y negros). 

Las relaciones presentadas en estos tres ejemplos llaman Ja atención por absurdas: 
chocan con nuestras expectativas o ideas previas acerca de cómo son o pueden ser las 
cosas. No tiene sentido para nosotros que la esperanza de vida de un país dependa del 
número de televisores de sus habitantes, o que los bomberos sean responsables de los 
daños causados por un incendio, o que el salario dependa de la altura de las personas. 
Son relaciones fIUe carecen de lógica para nosotros y eso es Jo que nos hace desconfiar 
de ellas. 

Pero ocurre que cuando se llevan a cabo estudios reales se encuentran relaciones 
que, no solo no chocan con nuestra experiencia o nuestras expectativas, smo que.las re­
fuerzan. Sin embargo, eso no qúiere decir que no sean espurias. Una correlación no im­
plica causalidad nunca; ni siquiera cuando la naturaleza de la relación nos parece del 
todo lógica. . ·' 

Esto se entenderá mejor con un par de ejemplos menos absurdos. En los estudios 
sobre obesidad se suele encontrar una fuerte relación entre la obesidad de las madres y 
Ja de sus hijos: madres obesas tienden a tener hijos obesos. ¿Permite este dato afirmar 
que la obesidad de las madres es la causa, por herencia, de la obesidad de sus hijos? ¿O 
es posible que haya otras variables como los hábitos alimenticios o el nivel de actividad 
física que sean responsables de esa relación? Saber que las madres obesas tienden a 
tener hijos obesos no es suficiente para poder afirmar que existe una relación causal en­
tre ambas obesidades. 

También suele encontrarse una relación positiva entre el nivel de estudios y el sala­
rio. ¿Se debe esto a que el salario depende del nivel de estudios? ¿O cabe la posibilidad 
de que los padres con más posibilidades económicas tiendan a favorecer que sus hijos 
estudien y, además, a utilizar sus contactos para que sus hijos consigan mejores puestos 
de trabajo? Una correlación, por sí sola, no permite descartar el efecto de terceras varia­
bles y, consecuentemente, no permite afirmar la naturaleza causal de la relación sub­
yacente. 
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¿Criterios de causalidad? 

¿Significa lo anterior que hay que renunciar por completo a hablar de relación causa­
efecto a partir de un coeficiente de correlación? En opinión de algunos autores, no del 
todo. Por ejemplo, Moore y Notz (2006, págs. 301-302) sostienen que, a pesar de las 
dificultades, existen circunstancias bajo las cuales es posible reforzar la idea de causa­
lidad en ausencia de verdaderos experimentos. Enumeran cinco circunstancias: (1) la 
relación es intensa, por contraposición a débil; (2) la relación es consistente, es decir, 
se observa en diferentes estudios y en diferentes contextos; (3) existe evidencia "dosis­
respuesta ", es decir, una mayor cantidad de una de las variables tiende a ir acompañada 
de una mayor (o menor) cantidad de la otra; ( 4) existe una secuencia temporal lógica, 
es decir, la variable considerada "causa" precede en el tiempo a la considerada "efecto"; 
y (5) la causa alegada es plausible, es decir, se tiene una explicación razonable de por 
qué las cosas son así. 

Veamos si con estos criterios es posible hablar de causalidad. En el ejemplo sobre 
la relación entre la esperanza de vida de los países y el número de televisores por perso­
na tenemos: (1) una relación intensa, mayor que muchas de las relaciones que se infor­
man como relevantes en el ámbito de las ciencias sociales y de la salud; (2) una relación 
consistente, pues se encuentra cada vez que se estudia el fenómeno; (3) evidencia dosis­
respuesta, pues cuanto mayor es el número de televisores mayor es la esperanza de vida; 
( 4) secuencia temporal apropiada, pues la posesión de televisores precede a la muerte; 
(5) no hay una explicación plausible de cómo los televisores pueden alargar la vida de 
las personas. 

Por tanto, en una relación claramente espuria como la que se da entre la esperanza 
de vida y el número de televisores, se cumplen cuatro de los cinco criterios. ¿Significa 
esto que el hecho de que una correlación pueda interpretarse o no como causal depende 
de que tengamos o no una explicación plausible para ella? ¿A todos los investigadores 
les parecen plausibles las mismas cosas? ¿Realmente es necesario tener una explicación 
plausible para todo, incluso para los nuevos hallazgos, para poder hablar de causalidad? 
Si la respuesta a estas preguntas es "no", entonces es claro que los cinco criterios pro­
puestos no sirven para concluir que una relación es causal. Si la respuesta es "sí'', consi­
deremos el ejemplo sobre la relación entre el nivel de estudios y el salario. Esa relación 
cumple con los cinco criterios, incluido el de tener una explicación plausible (al aumen­
tar el nivel de estudios mejora la preparación y, con ella, el acceso a puestos de mayor 
especialización, generalmente mejor remunerados). Sin embargo, seguimos sin poder 
afirmar que se trate de una relación causal porque no hemos descartado el posible efecto 
de terceras variables (las posibilidades económicas de los padres). 

Saville (2008, págs. 114-115), basándose en las ideas de Hill (1965), añade tres 
nuevos criterios a los cinco anteriores (ver también Ruscio, 2006): ( 6) especificidad, es 
decir, s.i la primera variable únicamente es causa de la segunda o también lo es de otras 
muchas; (7) coherencia, es decir, si la nueva relación corrobora lo que ya se sabía sobre 
el fenómeno o contradice resultados previos; y (8) un cambio produce un cambio, es de­
cir, la manipulación de la posible "causa" produce resultados consistentes con la hipó­
tesis causa-efecto. 
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¿Qué añaden estos nuevos criterios? Veamos. En primer lugar, aunque la especi­
ficidad puede, sin duda, ayudar a fortalecer la idea de causalidad, como criterio válido 
de causalidad es poco realista. Por un lado, el hecho de que una causa no sea específica, 
es decir, el hecho de que sea responsable de varios t:fectos distintos, no significa que no 
sea una causa.legítima (el tabaco, por ejemplo, prod11ce problemas respiratorios, vasi.:;u­
lares, digestivos, etc.). Por otro, el hecho de que no sepamos de qué efectos es respon­
sable una causa no quiere decir que no lo sea de los que sí sabemos que lo es (podemos 
afirmar que el tabaco produce problemas respiratorios aunque no sepamos si produce 
o no otro tipo de problemas). 

En segundo lugar, el criterio de coherencia también parece un criterio razonable, 
pues conforme se va acumulando evidencia confirmatoria sobre un fenómeno, más segu­
ros nos vamos sintiendo de él. Sin embargo, la acumulación de conocimiento no conclu­
yente no convierte en concluyente el conocimiento acumulado. Además, la historia de 
la ciencia muestra que el hallazgo de resultados no coherentes con los que ya se tienen 
es precisamente uno de los principales estímulos del avance del conocimiento. Y esto 
no parece dejar en muy buen lugar al criterio de coherencia cuando es utilizado, aunque 
sea junto con otros" para justificar la naturaleza causal de una relación. 

Por último, el criterio nº 8 implica que se está llevando a cabo un experimento. Y 
ya sabemos que un experimento es la principal vía para concluir causalidad. Pero en esta 
discusión estamos asumiendo que no hemos llevado a cabo un experimento. Estamos 
discutiendo bajo qué circunstancias, si las hay, una correlación permite concluir que la 
relación es causal. Si tenemos un experimento, sobra esta discusión. En ninguno de los 
ejemplos propuestos se ha utilizado un experimento. Y si el criterio nº 8 no se refiere 
a un experimento verdadero sino a un cuasi-experimento, entonces volvemos al punto 
de partida. Aunque haya manipulación de la "causa" alegada, si no hay asignación alea­
toria (esto es lo que ocurre en un cuasi-experimento) no será posible descartar el efecto 
de terceras variables. Y si no pliede descartarse el efecto de terceras variables no es 
posible hablar de causalidad. Como afirma el propio promotor de lo; criterios de cau­
salidad enumerados (Hill, 1965, pág. 299), para lo que sirven estos criterios es para 
ayudarnos a responder a la cuestión fundamental: ¿hay otra forma de explicar el hecho 
observado?, ¿hay otra explicación que sea tan verosímil o más que la de que la relación 
encontrada es causal? 

Un estudio llevado a cabo por Sies (1988) ha mostrado una correlación positiva 
entre la tasa de nacimientos de bebés humanos y el tamaño de la población de cigüeñas 
alrededor de una ciudad (el estudio se llevó a cabo en Berlín con datos relativos a la se­
gunda mitad del siglo pasado). En un interesante trabajo, Hofer, Przyrembel y Verleger 
(2004), además de aportar nuevos datos en la misma dirección que los de Sies, argu­
mentan de forma convincente que, aplicando los criterios habitualmente utilizados para 
extraer conclusiones causales de estudios no experimentales (práctica muy habitual en 
áreas donde no es posible o muy dificil la experimentación, como en epidemiología o 
sociología), la teoría de que a los bebés los trae la cigüeña tiene tanto o más soporte em­
pírico que muchas otras conclusiones aceptadas sin crítica simplemente porque nos pa­
recen lógicas (o no nos parecen absurdas). 
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La herramienta estadística utilizada en los estudios con cigüeñas es la misma que 
la que se utiliza en otros estudios aparentemente serios: una correlación. Y el tipo de di­
seño utilizado también es el mismo: observacional. ¿Las conclusiones de estudios esen­
cialmente idénticos deben ser diferentes simplemente porque unas nos parecen absurdas 
y otras no? La relación entre el número de cigüeñas y la tasa de nacimientos cumple (al 
igual que la relación entre la esperanza de vida y el número de televisores por persona) 
con cuatro de los primeros cinco criterios (y ya hemos argumentado sobre la debilidad 
del quinto criterio). La utilidad de los criterios 6° y 7° es cuestionable. Y el 8° supone 
un cambio de diseño. 

Una buena teoría, con predicciones precisas acerca de cómo cabe esperar que se 
comporten los fenómenos que se estudian, puede ayudar bastante a determinar la natu­
raleza de una relación (lo cual tiene que ver con lo lógica o absurda que puede parecer 
una relación, pero con fundamento). Ahora bien, dado que en las ciencias sociales y de 
la salud raramente se dan estas teorías, para poder hablar de causalidad no parece que 
haya, por ahora, otro camino mejor que seguir utilizando los experimentos controlados 
(con control sobre las condiciones del estudio y asignación aleatoria de los sujetos a 
esas condiciones). 

Relación lineal con SPSS 

Los diagramas de dispersión pueden obtenerse con la opción Dispersión/Puntos del Gene­
rador de gráficos del menú Gráficos. Para obtener el diagrama basta con trasladar una de 
las variables al eje X y otra al eje Y. 

La covarianza y el coeficiente de correlación de Pearson pueden obtenerse mediante 
la opción Correlaciones> Bivariadas del menú Analizar. La lista de variables del archivo 
de datos únicamente muestra las variables con formato numérico. Desde este cuadro de 
diálogo es posible obtener varios coeficientes de correlación y algunos estadísticos des­
criptivos básicos. La opción correspondiente al coeficiente de correlación de Pearson 
está marcada por defecto; para obtenerlo basta con trasladar a la lista Variables las va­
riables cuyo grado de relación lineal se desea cuantificar. 

Es necesario seleccionar al menos dos variables. Si se seleccionan más de dos, el 
SPSS calcula el coeficiente de correlación de Pearson entre cada par de variables y or­
ganiza los resultados en una matriz cuadrada con tantas filas y columnas como variables 
seleccionadas. 

Las opciones del recuadro Prueba de significación permiten elegir el tipo de contraste. 
La opción Bilateral es apropiada cuando no existen expectativas sobre la dirección de la 
relación, en cuyo caso el nivel crítico indica la probabilidad de obtener coeficientes tan 
alejados de cero o más que el valor obtenido. La opción Unilateral es apropiada cuando 
existen expectativas sobre la dirección de la relación, en cuyo caso el nivel crítico indi­
ca la probabilidad de obtener coeficientes iguales o mayores que el obtenido si el coefi­
ciente es positivo, o iguales o menores que el obtenido si el coeficiente es negativo. 

La opción Marcar las correlaciones significativas, que se encuentra activa por defec­
to, hace que los coeficientes de correlación con nivel crítico menor que 0,05 aparezcan 
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marcados con un asterisco y los coeficientes de correlación con nivel crítico menor que 
0,01 con dos asteriscos. 

El subcuadro de diálogo Opciones permite obtener alguna información adicional 
(algunos estadísticos descriptivos, la covarianza, etc.) y controlar el tratamiento que se 
desea dar a los. valores perdidos. La opción Medias y desviaciones típicas ofrece, para ca­
da variable, la media, la desviación típica insesgada y el número de casos válidos. La 
opción Productos cruzados y covarianzas ofrece, para cada par de variables, la suma de 
los productos de las puntuaciones diferenciales y esa suma dividida por n-I, es decir, 
la covarianza. 

Las opciones del recuadro Valores perdidos permiten elegir el tratamiento que se 
desea dar a los valores perdidos. La opción Excluir casos según pareja excluye del cálculo 
de cada coeficiente de correlación los casos que poseen valor perdido en alguna de las 
dos variables que se están correlacionando. La opción Excluir casos según lista excluye 
del cálculo de todos los coeficientes de correlación solicitados los casos que poseen va­
lor perdido en cualquiera de las variables seleccionadas en la lista Variables del cuadro 
de diálogo principal. 

Ejemplo. Relación lineal con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo obtenyr diagramas de dispersión, covarianzas y coeficientes 
de correlación de Pearson (se basa en el archivo Datos de empleados, que se encuentra 
entre los archivos de ejemplo dél SPSS; también en la página web de este manual): 

' 
> Seleccionar la opción Correlaciones > Bivariadas del menú Analizar para acceder al 

cuadro de diálogo Correlaciones bivariadas. 

> Trasladar las variables salario (salario actual), salini (salario inicial) y tiempemp 
(meses desde el contrato) a la lista Variables. 

> Pulsar el botón Opciones para acceder al cuadro de diálogo Correlaciones bivaria­
das: Opciones y, en el recuadro Estadísticos, marcar las opciones Medias y desvia­
ciones típicas y Productos cruzados y covarianzas. 

Aceptando estas elecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas I 1.8 
y I I .9. La Tabla I I .8 contiene únicamente información descriptiva: la media aritmética, 
la desviación típica insesgada y el número de casos válidos. 

Tabla 11.8. Estadísticos descriptivos 

Media Desviación tí pica N 

Salario actual $34,419.57 $17,075.661 474 
Salario inicial $17,016.09 $7,870.638 474 
Meses desde el contrato 81,11 10,061 474 

La Tabla 1 I .9 ofrece información sobre el coeficiente de correlación de Pearson y su 
significación estadística. Cada celda contiene cinco valores referidos al cruce entre cada 
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par de variables: (1) el valor del coeficiente de correlación de Pearson; (2) el nivel crí­
tico bilateral (valor p) resultante de contrastar la hipótesis de independencia lineal, H 0 : 

pXY= O (sig. bilateral; el nivel crítico unilateral es la mitad del bilateral); (3) la suma de 
los valores elevados al cuadrado (para el cruce de una variable consigo misma) o la su­
ma de productos cruzados (para el cruce de dos variables distintas); (4) la covarianza 
(que se obtiene dividiendo la suma de productos cruzados entre el número de casos 
válidos menos uno); y (5) el número de casos válidos (N) que intervienen en todos los 
cálculos anteriores. 

El nivel crítico (sig. o valor p) permite tornar una decisión sobre la hipótesis nula 
de independencia lineal; o, lo que es lo mismo, sobre la hipótesis de que el coeficiente 
de correlación de Pearson vale cero en la población. Se rechazará la hipótesis nula de 
independencia (y se concluirá que existe relación lineal significativa) cuando el nivel 
crítico sea menor que el nivel de significación establecido (generalmente, 0,05). Así, ob­
servando los niveles críticos de la Tabla 11.9, puede afirmarse que las variables salario 
inicial y salario actual correlacionan significativamente (sig. < 0,0005) y que la variable 
meses desde el contrato no correlaciona ni con la variable salario inicial (sig. = 0,668) 
ni con la variable salario actual (sig. = 0,067). 

El SPSS no puede calcular un coeficiente de correlación cuando todos los casos de 
una de las variables o de ambas son casos con valor perdido, o cuando todos los casos 
tienen el mismo valor en una o en las dos variables sobre las que se está calculando la 
correlación (recuérdese que, si todos los valores son iguales, la desviación típica de esa 
variable vale cero). Cuando se da esta circunstancia, el SPSS sustituye el coeficiente de 
correlación por una coma. Y también muestra una coma en lugar del nivel crítico (sig.) 
correspondiente al cruce de una variable consigo misma. 

La relación entre el salario inicial y el actual (única relación estadísticamente 
significativa de las tres analizadas) es alta y positiva. Esto significa que las puntuaciones 

Tabla 11.9. Coeficientes de correlación de Pearson y covarianzas 

' Meses desde 
Salario actual Salario inicial el contrato 

Salario actual Correlación de Pearson 1 .as- ,08 
Sig. (bilateral) ,000 ,067 
Suma de cuad. y produ. cruzados 137.916.495.436,34 55.948.605.047,73 6.833.347,49 

Covarianza 291.578.214,45 118.284.577,27 14.446,82 

N 474 474 474 

Salaño inicial Correlación de Pearson ,as- 1 -,02 
Sig. (bilateral) ,000 ,668 
Suma de cuad. y produ. cruzados 55.948.605.047,73 29.300.904.965,45 -739.866,50 
Covarianza 118.284.577,27 61.946.944,96 -1.564,20 
N 474 474 474 

Meses desde el Correlación de Pearson ,08 -,02 1 
contrato Sig. (bilateral) ,067 ,668 

Suma de cuad. y produ. cruzados 6.833.347,49 -739.866,50 47.878,30 
Covarianza 14.446,82 -1.564,20 101,22 
N 474 474 474 

-. La correlación es significativa al nivel 0,01 (bilateral). 
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bajas (altas) en salario inicial tienden a ir acompañadas de puntuaciones bajas (altas) en 
salario actual. Pero, para formamos una idea más acertada de esa relación, vamos a 
obtener el correspondiente diagrama de dispersión. Para ello: 

> Seleccionar la opción Generador de gráficos del menú Gráficos para acceder al cuadro 
de diálogo Generador de gráficos y, en las opciones de la pestaña Galería, selec­
cionar Dispersión/Puntos. 

> Trasladar la variable salini (salario inicial) al eje X y la variable salario (salario 
actual) al eje Y. 

Aceptando estas selecciones se obtiene el diagrama de dispersión que muestr~ la Figura 
11.11. Se han trazado en el diagrama líneas punteadas a partir de las medias de cada va­
riable. En el diagrama se aprecia con claridad que la mayoría de los puntos están acumu­
lados en los dos cuadrantes que corresponden a una relación lineal positiva ("bajas­
bajas" y "altas-altas"). Aunque hay mayor acumulación de casos en el cuadrante "bajas­
bajas" que en el cuadrante "altas-altas" (lo cual se debe a la asimetría positiva de la que 
adolecen ambas distribuciones), no se observan anomalías que puedan distorsionar el· 
valor del coeficiente obtenido. 

Figura 11.11. Diagrama de dispersión de salario inicial por salario actual 
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Apéndice 11 

Contraste de hipótesis sobre Pxv = k0 (con k0 "/=O) 

Para contrastar la hipótesis nula de que la verdadera correlación entre dos variables es igual a un 
valor concreto distinto de cero (H0: PXY = leo, con leo f= O) no sirve el estadístico propuesto en 
[11.14]. La distribución de Rxr se va alejando de la normalidad (se va haciendo más y más asi-
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métrica) a medida que el valor de PXY se va alejando de cero. No obstante, Fisher (1921) aportó 
una solución a este problema demostrando que la transformación15 

[11.16] 

se distribuye de forma aproximadamente normal con valor esperado igual al valor transformado 
de p XY, es decir, 

y con varianza 

2 
Gz 

R:xy n-3 

(0,5) log. [ (1 + P.xr)/(1- P.xr)] 

Esto significa que la transformación 

Z= 
z -z 

Rxr Pxr 

[11.17] 

[11.18] 

[11.19] 

se distribuye de forma aproximadamente normal N (O, 1 ). Por tanto, es posible utilizar la trans­
formación [11.19] y la distribución normal tipificada para tomar' decisiones sobre la hipótesis 
de que el verdadero coeficiente de correlación entre dos variables toma un valor concreto dis­
tinto de cero. 

Por ejemplo, si en una muestra aleatoria de 20 sujetos se obtiene un coeficiente de corre­
lación de Pearson de 0,65 y se desea contrastar la hipótesis nula de que el coeficiente de correla-
ción poblacional vale 0,70 (Ha: pXY= 0,70), tendremos . . 

ZRxr = (0,5)log.[(l+0,65)/(1-0,65)] = 0,7753 

ZPxr = (0,5) log.[(1+0,70)/(1- 0,70)] = 0,8673 

Z= 
ZRxr - ZPxr 

l/Vn-3 

0,7753 - 0,8673 = -0,63 

1/V50 -3 

Puesto que P(Z< -0,63) = 0,264 > a= 0,05, no es posible rechazar Ha. La evidenciamuestral 
disponible no permite rechazar la hipótesis de que el verdadero coeficiente de correlación vale 
0,70 (es decir, los datos son compatibles con la hipótesis pXY= 0,70). 

La relación establecida en [11.19] también sirve para construir un intervalo de confianza 
para el parámetro PXY en los términos ya conocidos: 

ICP = ZR ± IZa12I ¡,;-:-3 
XY xY 

[11.20] 

Los valores obtenidos con [1120] están en unidades de ZR ; para obtener los límites del intervalo 
de confianza para PxY hay que devolverlos a unidades dexrRXY. 

15 Esta transformación recibe el nombre de zeta de Fishery, si se prefiere no hacer cálculos, puede consultarse la Tabla 
F del Apéndice final. 
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Contraste de hipótesis sobre dos coeficientes de correlación 

La comparación de dos coeficientes de correlación independientes (dos coeficientes de corre­
lación entre X e Y calculados en dos muestras distintas: R1 y R;J es una generalización directa del 
procedimiento estudiado en el apartado anterior. También es posible calcular intervalos de con­
fianza para la diferencia entre ambos coeficientes de correlación (ver Zou, 2007). 

El estadístico R1 - R2 tiene una distribución muestra! complicada de obtener, pero si se apli­
ca la transformación de Fisher para obtener ZR y ZR (ecuación [11.16] o Tabla F del Apéndi­
ce final), entonces la diferencia ZR - ZR se aproriroa ~la distribución normal con valor esperado 

1 ' 

[11.21] 

Y la transformación 

[11.22] 

se distribuye según el modelo de probabilidad normal N (O, 1 ). Por tanto, puede utilizarse la 
transformación [11.22] y la distribución normal tipificada para poner a prueba la hipótesis Ha: 
p1 = p2 en los términos ya conocidos.. · 

También pueden compararse coeficientes de correlación relacionados, es decir, calculados 
en la misma muestra. Esta comparación puede tener interés cuando en una muestra de tamaño 
n se miden tres vanables (X, Y y Z) y se desea averiguar, por ejemplo, si la variable X correla­
ciona con Y igual que con Z. Por ejemplo, en una muestra de estudiantes se miden las variables 
X= "rendimiento en matemáticas", Y= "aptitud numérica" y Z = "factor g' para coñrprobar si 
el rendimiento acad¿rnico correlaciona más o menos con la aptitud nurnüica (Rxr) que con el 
factor g (Rxz). Se trata de contrastar la hipótesis nula Ha: Pxr = pxz t~niendo en cuenta que los 
coeficientes Rxr y Rxz se han calculado en la misma muestra. 

El procedimiento tradicionalmente utilizado para poner a prueba esta hipótesis se debe a 
Hotteling (1931; ver San Martín y Pardo, 1989, pág. 337). Pero Williams (1959) y, más tarde, 
Steiger (1980) han constatado un mejor comportamiento del estadístico 

(n -1)(1 + Ryz) 
[11.23] 

1 (R +R )2 

2 IRI !!..::.._ + XY xz (1 - R )3 
n-3 2 yz 

que se distribuye según el modelo de probabilidad t de Student con n - 3 grados de libertad. El 
símbolo 1R1 se refiere al determinante de la matriz de correlaciones de las tres variables y puede 
obtenerse mediante 

[11.24] 

Weaver y Wuensch (2013) han elaborado macros SPSS y SAS para realizar los contrastes de este 
apartado y del anterior y para obtener los correspondientes intervalos de confianza. 
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Ejercicios 

11.1. Antes de recibir una terapia correctora de 20 sesiones, 7 niños disléxicos han pasado por una 
prueba de dictado en la que se han contabilizado los errores cometidos. Tras las 20 sesiones de 
entrenamiento, los 7 niños han vuelto a repetir la prueba de dictado y se han vuelto a contabili­
zar los errores cometidos. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos: 

11.2. 

11.3. 

Sujetos 

Y1: nº errores antes 

Y2: nº errores después 

19 
7 

2 

13 

9 

3 

20 
10 

4 

12 
4 

5 

15 
3 

6 

17 
10 

7 

9 

6 

1j 
15 . 

7 

Utilizando u= 0,05 y sabiendo que la desviación típica de las diferencias (S0 ) vale 3,606: 

a. ¿Puede afirmarse que el número medio de errores ha disminuido tras el entrenamiento? 
b. ¿Entre qué limites puede estimarse que está la reducción media del número de errores? 

Cuando se toman dos medidas a los mismos sujetos (pre-post, o antes-después), lo que suele 
interesar es comparar ambas medidas para valorar si se ha producido algún cambio. Esto es lo 
que se ha hecho, por ejemplo, en el ejercicio anterior. Pero esto no tiene por qué ser siempre asL 
Ocasionalmente puede interesar constatar si el cambio observado se ha producido o no de for­
ma lineal, es decir, si todos los sujetos han cambiado más o menos lo mismo o de forma pro­
porcional a sus puntuaciones originales o, por el contrario, unos sujetos han cambiado más que 
otros y de forma no proporcional a sus puntuaciones originales. Esto último no puede saberse 
comparando los promedios antes-después, sino relacionando ambas medidas. Utilizando los da­
tos del ejercicio anterior: 

a. ¿Cuánto vale el coeficiente de correlación de Pearson entre los registros efectuados antes 
y después del entrenamiento? 

b. ¿Es estadísticamente significativa la relación encontrada? 
c. Explicar por qué puede haber diferencias significativas entre las mediciones antes-después 

y, sin embargo, no existir relación lineal significativa entre ellas. 

Un investigador desea comprobar si la ingestión de alcohol reduce la capacidad de los sujetos 
para reconocer letras presentadas mediante taquistoscopio. Para ello, forma 1 O pares aleatorios 
de sujetos de tal forma que los sujetos de cada par están igualados en agudeza visual. Un sujeto 
de cada par, seleccionado al azar, recibe una determinada dosis de alcohol. Al cabo de un tiempo 
preestablecido se presenta la serie de letras y se registra el número de aciertos de cada sujeto. 
La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos: 

Pares 

Y1: con alcohol 
Y2: sin alcohol 

lº 2º 3º 4° 5° 6° 7º 8° 9º 10° 

2 
4 3 5 

3 
7 

2 

8 
5 

5 4 
3 

6 

3 
4 

2 
5 

a. ¿Apoyan los datos la hipótesis de que la dosis de alcohol administrada reduce el número 
medio de aciertos? (a.= 0,05). 

11.4. 

11.5. 

11.6. 
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b. ¿Entre qué límites puede estimarse que se encuentra la diferencia en el número de aciertos 
con y sin alcohol? (u= 0,05). 

Algunos estudios sobre gemelos señalan que el miembro del par nacido en primer lugar suele 
mostrar un comportamiento más agresivo que el nacido en segundo lugar. Para obtener alguna 
evidencia más sobre esto, se ha pasado una escala de agresividad a una muestra aleatoria de.I O 
parejas de gemelos. La siguiente tabla muestra los resultados obtenidos: 

Pares 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

Y1: l" gemelo 

Y2: 2º gemelo 

23 1 o 15 17 22 25 20 25 11 

17 5 10 12 15 15 12 18 6 

Responder a las siguientes preguntas utilizando u= 0,05: 

16 13 

9 10 
19 21 23 
15 4 3 

10 
14 

a. ¿Apoyan los datos la hipótesis de que Jos gemelos nacidos en primer lugar se muestran más 
agresivos que Jos nacidos en segundo lugar? · ·· 

b. ¿Entre qué limites puede estimarse que se encuentra la diferencia media entre gemelos en 
la escala de agresividad utilizada? · 

c. ¿Cuánto vale el coeficiente de correlación de Pearson? 
d. ¿Es estadísticamente significativa la relación encontrada? 

Seguimos con los 15 pares de gemelos del ejercicio anterior. Aunque ya sabemos que el coefi­
ciente de correlación entre las puntuaciones de los gemelos en agresividad vale 0,39, y que ese 
coeficiente de correlación no alcanza la significación estadística (p > O, 1 O), vamos a intentar 
formarnos una idea lo más exacta posible sobre lo que está pasando. Para ello: 

a. Dibujar el correspondiente diagrama de dispersión. 
b. La nube de puntos del diagrama de dispersión' revela que hay tres pares de gemelos quepo­

drían estar reduciendo sensiblemente el grado de relación lineal. ¿Cuáles son esos tres pares? 
Dibujar el diagrama de dispersión eliminando esos tres pares. -- -

c. ¿Cuánto vale el coeficiente de correlación de Pearson si se eliminan esos tres pares? 
d. ¿Es estadísticamente significativo el nuevo coeficiente de correlación? 

Se ha utilizado el coeficiente de correlación de Pearson para comprobar si la intensidad luminosa 
(variable X) está positivamente relacionada con el rendimiento en una prueba de discriminación 
visual (variable Y). Al valorar la significación del coeficiente de correlación en una muestra 
aleatoria de 15 sujetos se ha obtenido, para el estadístico del contraste, un valor T= 1,562. Sa­
biendo queP(T:s:;l,562) = 0,93 y utilizando un nivel de confianza de 0,99, ¿cuál de las siguien­
tes decisiones (y motivos) es correcta? 

a. Rechazar H 0 porque P(T:::; 1,562) < 0,99. 
b. Mantener H0 porque P(T:s; 1,562) > 0,01. 
c. Rechazar H0 porque P(T?:.1,562) < 0,01. 
d. Mantener H0 porque P(T:::; 1,562) < 0,99. 
e. Rechazar H0 porque P(T::; 1,562) < 0,99. 

11.7. En el estudio llevado a cabo en el ejercicio anterior sobre discriminación visual se ha llegado 
a la conclusión de que lo razonable es no rechazar H0• Pero: 

a. ¿Qué hipótesis estadísticas se están planteando? 
b. ¿Puede afirmarse que existe relación lineal entre Ja intensidad luminosa y el rendimiento en 

la prueba de discriminación? ¿Por qué? 
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11.8. En un estudio sobre la relación entre rigidez y creatividad, un investigador plantea las siguientes 
hipótesis: H0: PXY;:: O; H1: PXY < O, y en una muestra aleatoria obtiene un estadístico T = - 2. 
Sabiendo que P(T2:-2) = 0,98 y utilizando a.= 0,05: 

a. ¿Es razonable rechazar H0? ¿Por qué? 
b. ¿Se puede afirmar que las variables están linealmente relacionadas? 

11.9. ¿Cuáles de las siguientes afirmaciones podrían servir como conclusión de los resultados ob­
tenidos en el ejercicio anterior? 

a. La creatividad no tiene nada que ver con la rigidez. 
b. La creatividad depende de la rigidez. 
c. La rigidez depende de la creatividad. 
d. Las puntuaciones altas en rigidez tienden a ir acompañadas de puntuaciones altas en creati­

vidad. 
e. Las puntuaciones altas en rigidez tienden a ir acompañadas de puntuaciones bajas en crea­

tividad. 

11.10. Al contrastar la hipótesis nulaH0: pXY= O frente a la altemativaH0: pXY> O se ha obtenido un 
estadístico T= 2,12. Sabiendo que P(T> 2,12) = 0,02, indicar cuál de las siguientes afirma­
ciones es verdadera y cuál es falsa.: 

a. Con a. = 0,05, se mantiene H0• 

b. Con a.= 0,01, puede concluirse que X está relacionada con1Y. 
c. Con a > 0,02, se mantiene H0• 

d. Con a< 0,02, se rechazaH0• 

e. Con a= 0,05, puede concluirse que la correlación entre X e Y es mayor que cero. 

Inferencia con una variable 
categórica y una cuantitativa 

Trabajar simultáneamente con una variable categórica y una cuantitativa significa, por 
lo general, trabajar con una variable que define grupos (la categórica) y una variable en 
la cual se desea: comparar los grupos (la cuantitativa). Si la variable categórica tiene 
dos categorías y, por tanto, define do~ grupos, lo habitual es compararlos mediante la 
prueba T de Student para muestras independientes; si la variable categórica tiene 
más de dos categorías y, por tanto, define más de dos grupos, lo habitual es comparar­
los mediante el análisis de varianza de un factor. Este capítlilo se centra en la prue­
ba T; el análisis de varianza se estudia en el segundo volumen1

• 

Analizar una variable categórica y una cuantitativa significa analizar dos variables 
que se encuentran en métricas distintas. Por tanto, se trata de dos variables que pueden 
relacionarse pero no compararse. Ahora bien, al relacionarlas, lo que se está haciendo 
es comparar en la variable cuantitativa los grupos definidos por la variable categórica: 
si los grupos definidos por la variable categórica difieren en la variable cuantitativa, en­
tonces la variable categórica y la variable cuantitativa están relacionadas. 

La prueba Tpara muestras independientes, o contraste sobre dos medias indepen­
dientes2, es una técnica de análisis frecuentemente utilizada para analizar datos. Permi-

1 Tanto en el caso de dos grupos como en el de más de dos existen algunos procedimientos alternativos, general­
mente agrupados bajo la denominación de no paramétricos, que también se tratan en el segundo volumen. 
2 Muestras independientes es sinónimo de grupos aleatorios. Esto implica que se está trabajando con dos grupos 
de sujetos distintos, aleatoriamente seleccionados de sus respectivas poblaciones. En el capítulo anterior hemos estu­
diado la prueba T de Studentpara muestras relacionadas. El concepto de muestras independientes (grupos aleatorios) 
se contrapone al de muestras relacionadas (un solo grupo de sujetos al que se toman dos medidas o una medida en 
dos momentos distintos; ver, en el capítulo anterior, el apartado Muestras relacionadas). 
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te averiguar si dos grupos difieren en una variable cuantitativa. Sirve, por ejemplo, pa­
ra comparar en una variable cuantitativa un grupo experimental con un grupo control, 
o para comparar dos colectivos distintos (hombres y mujeres; o fumadores y no fuma­
dores; etc.). Bajo ciertas condiciones, esta herramienta estadística es la idónea para com­
parar las medias de dos grupos de puntuaciones. Y esto, independientemente de que el 
diseño utilizado para obtener esas puntuaciones sea observacional, correlaciona! o ex­
perimental. 

La prueba T de Student para muestras independientes 

Tenemos dos poblaciones, Y1 e Y2 , con medias µy y ~ , y dos muestras de tamaños n 1 

y n2 seleccionadas aleatoria e independientement~ de ~sas dos poblaciones. El objeti­
vo del análisis es contrastar la hipótesis nula de que las dos medias poblacionales son 
iguales: µy = µy, (o, lo que es lo mismo, µy - µy, = O). 

1 2 1 2 

¿Cómo hacer esto? Del mismo modo que la media muestra! es el mejor estimador 
de la media poblacional, el mejor estimador de la diferencia entre dos medias poblacio­
nales es la diferencia entre las correspondientes medias muestrales Y1 - Y2• Ahora bien, 
para que un estadístico permita contrastar una hipótesis, no basta con que ofrezca in­
formación relevante sobre esa hipótesis, es necesario, además, que tenga distribución 
muestra! conocida. 

Tenemos dos poblaciones. Seleccionando una muestra aleatoria de cada población 
y calculando Y1 e Y2 podemos obtener la diferencia Y1 - Y2 • El valor de esta diferencia 
dependerá, obviamente, de las muestras concretas seleccionadas. Repitiendo el proceso 
una vez más obtendremos un nuevo valor para Y1 - Y2 que será, probablemente, dife­
rente del anterior. Repitiendo el proceso un número indefinido de veces podremos cono­
cer todos los posibles valores de Y1 - Y2 y la frecuencia con la que se repite cada uno 
de ellos; es decir, podremos conocer la distribución muestral del estadístico Y1 - Y2• 

¿Cuáles son las características de esta distribución muestra!? Como Y1 - Y2 es el 
resultado de combinar dos variables aleatorias independientes entre sí, se verifica que3 

E(Y¡) - E(Y2) = µY, - µY2 
[12.1] 

2 2 2 21 2¡ crY, - Y2 = ªY1 + crY2 = cry, n¡ + cry2 n2 

Si las poblaciones muestreadas son normales, también serán normales las distribucio­
nes muestrales de Y1 y de Y2 (ver Capítulo 6); y puesto que Y1 - Y2 es una combina­
ción lineal de Y1 e Y2, también su distribución muestra! será normal. 

3 La varianza de la suma de dos variables es igual a la suma de las varianzas individuales más el doble de las cova­
rianzas. La varianza de la resta de dos variables es la suma de las varianzas individuales menos el doble de las co­
varianzas. Si las variables son independientes, las covarianzas valen cero y tanto la varianza de una suma como la 
varianza de una resta es igual a la suma de las varianzas individuales. 
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Además, sabemos por el teorema del límite central que, cualquiera que sea la forma 
de las poblacionales originales, las distribuciones muestrales de-Y

1 
y de Y

2 
se van apro­

ximando a la distribución normal a medida que los tamaños muestrales van aumentando. 
Y lo mismo ocurre con Y1 - Y2• Por tanto, el estadístico Y1 - Y2 , bajo las mencionadas 
circunstancias, se distribuye normalmente con el vaior esperado y la varianza definidos 
en [12.1]. Y si la diferencia entre las medias muestrales (Y1 - Yo) se distribuye nor-
malmente, entonces la transformación - ·. 

z (Y1 - Y2 ) - (µy
1 

- µy) 

/ crUn1 + cr;/n2 

[12.2] 

se distribuye N (O, 1 ). Por tanto, la transformación Z puede utilizarse, junto con la 
distribución N(O, 1), P8:ra conocer las probabilidades asociadas al estadístico (Y

1 
- Y

2
) 

en su distribución muestra!. Lo cual significa que tenemos todo lo necesario para poder 
contrastar hipótesis referidas al parámetro µy - µy . -

1 2 

Pero ocurre que la utilidad del estadístico Z propuesto en [12.2] es bastante esca-
sa debido a que exige conocer el valor de las varianzas poblacionales. En el trabajo apli­
cado, raramente se dan situaciones en las que, siendo desconocidas las medias pobla­
cionales (razón por la cual se realiza un contraste de hipótesis sobre ellas), se conozcan 
las varianzas. Lo habitual es, más bien, que las varianzas poblacionales sean, al igual 
que las medias, desconocidas; en cuyo caso el error típico de la distribución muestral 
de Y1 - Y2 (el denominador de la ecuación [12.2]) será igualmente desconocido y habrá 
que estimarlo. Veamos cómo hacerlo. 

Asumiendo varianzas poblacionales iguales 

Si ~e as~me que las varianzas roblacionales son iguales ( cr~, = cr~2 = cr~ ), solo será nece­
sario estimar un parámetro ( cry ). y dado que los dos estimadores de ese parámetro csi 
y si

2
) son independientes entre sí (recordemos que proceden de muestras aleatoria~ 

independientes entre sí), lo razonable será combinar ambos para obtener una única esti­
mación de cr~ (porque la combinación de ambos permitirá obt~ner una mejor estima­
ción de cr~ que la de cada uno por separado). Esta estrategia conduce a 

(n1 -1)#. + (n2 - l)Sff 
1 2 

[12.3] 

como estimador insesgado de cr~. Sustituyendo ahora cr; en [12.1] por su estimador en 
[12.3] se obtiene 

(n1 - 1) si, + Cnz - 1) si
2 

n1 + n2 - 2 
[12.4] 
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como estimador insesgado de crf-Y.. A partir de aquí es fácil demostrar (ver, por ejem­
plo, el Apéndice 5 del segundo ~oltnnen) que la transformación 

[12.5] 

ya no se aproxima a la distribución normal, N(O, 1), sino a la distribución t de Student 
con n1 + n2 - 2 grados de libertad. Por tanto, es posible utilizar la transformación T 
propuesta en [12.5] junto con la distribución tpara conocer las probabilidades asocia­
das al estadístico Y1 - Y2 cuando, desconociendo las varianzas poblacionales, se asu­
me que son iguales y se estiman a partir de la combinación ponderada de si y si_ . En 

1 2 

consecuencia, tenemos todo lo necesario para poder diseñar un contraste de hipótesis 
sobre el parámetro µy - µY . 

1 2 - -
Además, conociendo la distribución muestra! del estadístico Y 1 - Y2 y su error tí-

pico, también es posible cqnstruir intervalos de confianza para el parámetro µy
1 

- µy
2

• 

Recordemos (ver ecuación [7.4] en el Capítulo 7) que la estrategia utilizada para cons­
truir un intervalo de confianza consiste en sumar y restar al estadístico utilizado como 
estimador una cantidad que llamamos error máximo. En el caso de la diferencia entre 
dos medias, · 

La cantidad Emáx se obtiene a partir del error típico del estimador, intentando abarcar 
un área de la distribución muestra! tal que la probabilidad de encontrar valores dentro 
de ella valga 1 - a. En consecuencia: 

[12.6] 

El Cuadro 12.l ofrece un resumen del contraste sobre dos medias independientes, in­
cluido el cálculo del nivel crítico y del intervalo de confianza. 

Cuadro 12.1. Resumen del contraste de hipótesis sobre dos medias independientes asumiendo que 
las varianzas poblacionales son iguales (prueba T de Student para muestras independientes) 

4 Generalmente k0 = O, pues la hipótesis nula que habitualmente interesa contrastar es si las medias poblacionales 
son iguales. Por tanto, µy

1 
- µY,= ka será, generalmente, µY, - µY,= O, lo cual equivale a µY,= µy,. 
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2. Supz1t!stos: dos ~u~stras dé tamaños n1 y n2 seleccionadas aleatoria e indepen­
dientemente de dos poblacionés normales cuyas varianzas, desconocidas, se asú­
men iguales. 

3. Estadístico delcontraste5 (basado en [I2.4J°y [12.5]: 

. (Y1 -Y2 ) '"'(µy-:¡il".) 
· T = -;:===·=·=·=·=·==i.·:::··=·=2=== [12.7] 

(n1-l)Si, +(~-l)Si,.(_.l +-.1.·.) 
.n1 + ~-.2. n1 n2 .. ,. . 

4. Distrib.udiónmuestral: Tse distribuye segím tg1 (congl= n1+n2 -2). Los pun-
tos críticos están tabulados en la Tabla E del Apéndice final. · . ,- -- _, 

5. Zona crítica: 

a. Contraste bilateral: T :$ tgl; a/2 y T?. tgl; l-a/2. 

b. Contraste unilateral derecho: T'2. t;i+a, 

c. Contraste unilateral izquierdo: Ts ;gl;a· 

6. Regla de decisión: ~echazar !fo si el estadístico Tcae en la zona crítica; en 6aso 
contrarío, mantenerla. ' 

7. Nivel crítico (valorp): 

a. Contraste bilateral: p = 2[P(T2:: 1 Th l)J, s,iendoTh el valor concreto que torria 
el estadístico T, · .. · ·•· · 

.b. Contraste unilateral derecho: p = P(T2:: T¡J. 
c. Contraste unilat~ral izquierdo: p =](T::5. Th)· 

8. '/nterva!Odeconfianza: 1Cfµr
1
-µr

2
I = l~-Y2 ] ± tn,+;.,-z;i-a12 crY¡..:ji2 

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras independientes asumiendo que 
las varianzas poblacionales son iguales 

Un educador cree que, con entrenamiento adecuado, los niños con problemas percepti­
vos pueden mejorar su rendimiento, en preguntas del test Raven (Y) que habitualmente 
no resuelven por carecer de las estrategias adecuadas. Para obtener alguna evidencia 

5 
Puesto que, generalmente, la hipótesis nuia afirmará k0 =O, la expresión µy - µr desaparecerá del numerador del 

estadístico T. Esto será así incluso en los contrastes unilaterales con H0: µ ~ µ ~ H0: µ ;, µ pues según se ha 
. Y1 Y2 Y1 Y2' ' 

exphcado ya en el Capítulo 8, el modelo estailístico en el que se basa un contraste de hipótesis se define a partir del 
signo"=" presente en H0• Por otro lado, cuando los tamaños muestrales son iguales (n1 = n2 = n), el denominador 
de [12.7) se reduce a , 

[12.8) 
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sobre esto ha seleccionado una muestra aleatoria de 20 niños con problemas perceptivos 
y los ha repartido, también aleatoriamente, en dos grupos. A un grupo (experimental) 
lo ha entrenado durante dos meses en tareas de percepción de formas; el otro grupo no 
ha recibido entrenamiento (control). Terminado el entrenamiento, ha pasado a todos los 
sujetos el test Raven para obtener una medida de su rendimiento individual. La Tabla 
12.1 muestra los resultados obtenidos. ¿Permiten estos datos afirmar que los sujetos 
entrenados rinden en el test Raven mejor que los sujetos no entrenados? (a= 0,05). 

Tabla 12.1. Resultados del test Raven 

Grupos Sujetos nj y¡ Sy 
j 

l = Experimental 64 63 74 65 74 85 78 76 69 70 10 71,8 6,96 

2 = Control 60 62 70 61 67 70 64 71 60 63 10 64,8 4,34 

Tenemos una variable categórica (grupo) con dos niveles (1=«experimental»,2 =«con­
trol») y una variable cuantitativa (Y= «puntuaciones en el test Raven») en la cual se de­
sea comparar los grupos. Por tanto, tenemos una situación susceptible de ser analizada 
mediante la prueba T para muestras independientes: 

l. Hipótesis: H0: µy
1 
~ µy

2 

H¡: µY¡> µy2 

Se está planteando un contraste unilateral derecho porque la expectativa del educa­
dor es que los sujetos entrenados (grupo 1 o experimental) mejoren sus puntuaciones 
en el test Raven, es decir, obtengan mejores puntuaciones que los sujetos no entre­
nados (grupo 2 o control). 

2. Supuestos: asumimos que las puntuaciones en el test Raven se distribuyen normal­
mente en las dos poblaciones; desconocemos las varianzas poblacionales pero asu­
mimos que son iguales; las muestras se han seleccionado de forma aleatoria e inde­
pendientemente una de otra. 

3. Estadístico del contraste (ver ecuaciones [12.7] y [12.8]): 

T= 
(71,8 - 64,8) - o 

9 ( 6,96)2 + 9 ( 4,34)2 
( J__ + _!__) 

10+10-2 10 10 

(71,8 - 64,8) - o 
6,962 + 4,342 

10 

7 
2,593 

2,70 

4. Distribución muestra/: T se distribuye según t con gl = n1 + n1 - 2 = 1O+1 O - 2 = 18. 

5. Zona crítica (buscamos en la Tabla E del Apéndice final): T'?:; t18; 0,95 = 1, 734. 

6. Decisión: como 2, 70 > 1, 734, se rechaza H0• Se puede concluir que el promedio de 
los sujetos entrenados (grupo 1 o experimental) es significativamente más alto que 
el de los sujetos no entrenados (grupo 2 o control). 
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7. Nivel crítico: p = P(T '?:; 2,70) < 0,01. 

8. Intervalo de confianza ( cr-y _y, = 2,593; denominador del estadístico T): 
1 2 

JCI µ µ 1 1 Y¡ - Y2 l ± tn + n.. - 7• 1- a/2 cr-y - Y. = [ 71,8 - 64,8 I ± t18· o 975 cr-y -Y. = 
Y¡ - Y2 1 .. , -, 1 2 ' ' 1 2 

7±2,101(2,573) = 7±5,45 = (1,55; 12,45) 

Estimamos, con una confianza del 95%, que los sujetos que reciben entrenamiento 
en percepción de formas puntúan en el test Raven, en promedio, entre 1,55 y 12,45 
puntos más que los qu~ no lo reciben. 

El hecho de que el intervalo de confianza sea poco preciso (aproximadamente 
11 puntos de amplitud) se debe a que las muestras son muy pequeñas. Ya sabemos 
(ver Capítulo 7) que aumentando el tamaño muestra! es posible aumentar la preci­

. sión del intervalo (hacerlo más estrecho). 

No asumiendo varianzas poblac!onales iguales 

Para que el estadístico T se distribuya según el modelo de probabilidad tes necesario 
trabajar con muestras seleccionadas aleatoria e independientemente de poblaciones 
normales con varianzas iguales (recordemos que estas condiciones están en el origen 
de la obtención del estad!stico). 

En relación con el supuesto de independencia vale lo ya dicho en el Capítulo 9 a 
propósito de la .l?rueba Tpara una muestra. Únicamente hay que añadir que las observa­
ciones de un grupo han de ser independientes tanto de las restantes observaciones de su 
mismo grupo como de todas las observaciones del otro grupo. 

Por lo que se refiere al supuesto de normalidad, su incumplimiento no acarrea con­
secuencias relevantes sobre las conclusiones del contraste si los tamaños muestrales son 
razonablemente grandes. En relación con esto también sirve lo dicho en el Capítulo 9 
a propósito de la prueba T para una muestra; basta con sustituir "el tamaño muestra!" 
por "la suma de los tamaños muestrales". 

En lo relativo al supuesto de homocedasticidad (varianzas poblacionales iguales) 
las cosas no son tan favorables. Si los tamaños muestrales son iguales y el supuesto de 
normalidad no se incumple, el estadístico T ofrece un comportamiento aceptable incluso 
con varianzas poblacionales muy diferentes (ver Ramsey, 1980). Pero si, aun siendo 
normales las poblaciones originales, los tamaños muestrales son muy distintos, asumir 
que las varianzas poblacionales son iguales cuando de hecho no lo son puede conducir 
a conclusiones equivocadas (ver, por ejemplo, Boneau, 1960). 

Para decidir si es o no razonable asumir que las varianzas poblacionales son iguales, 
lo habitual es contrastar la hipótesis nula de igualdad de varianzas (este contraste se des­
cribe en el Apéndice 12, al final del capítulo); si se rechaza esta hipótesis, no podrá asu­
mirse que las varianzas poblacionales son iguales. No obstante, incluso cuando no puede 
asumirse que las varianzas poblacionales son iguales, todavía es posible utilizar una ver­
sión de la prueba T (la llamaremos T') que permite contrastar la hipótesis de igualdad 
de medias sin pérdida de precisión. 
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Si no puede asumirse que las varianzas poblacionales son iguales, no tiene sentido 
realizar una única estimación de las mismas a partir de la combinación ponderada de los 
dos estimadores disponibles (Si y si,). Lo razonable será, más bien, utilizar cada uno 

1 2 
de ellos como estimador de la varianza de su propia población (James, 1951; Welch, 
1938), es decir: 

s2 s2 
Y1 Y2 -+­

n¡ n2 

[12.9] 

Con esta nueva estimación de la varianza de f 1 - f 2 es posible definir un nuevo esta­
dístico al que llamaremos T' para distinguirlo de T: 

T' 
(Y1 - Y2 ) - (µy1 - µy) 

f>¡, -Y, 

(Y¡ - Yz) - (µy, - µy2) 

S°i-J n1 + S~/ n2 

[12.10] 

La diferencia entre Ty T' está únicamente en la forma de estimar el error típico del de­
nominador. Pero justamente esa diferencia es la que genera un problema, pues es la res­
ponsable de que la distribución muestra! de T' no sea la misma que la de T. No obstante, 
se trata de un problema poco importante porque contamos con algunos procedimientos 
que permiten conocer de forma aproximada la distribución muestra! de T'. 

Los primeros intentos de obtener la distribución de T' fueron iniciados por Beh­
rens y continuados por Fisher (de ahí que el problema de la heterogeneidad de .varian­
zas se conozca en estadística como el problema Behrens-Fisher). Pero las soluciones 
prácticas fueron aportadas por otros. Entre éstas, la de Welch (1938) es la que ha aca­
parado las preferencias de los expertos6 (y, además, es la que incorpora el SPSS). 

En la solución propuesta por Welch, el estadístico T' sigue siendo una variable 
distribuida según la t de Student, pero con un número desconocido de grados de libertad. 
La solución pasa por estimar los grados de libertad (gl') que corresponden a la distri­
bución de T' mediante7 

gl' [12.11] 

El resultado obtenido parag/' se redondea al entero más próximo. Se obtienen así unos 
grados de libertad comprendidos entre un mínimo y un máximo conocidos: el mínimo 
es el valor más pequeño de n1 - 1 y n2 -1; el máximo, n1 + n2 - 2. 

6 Al parecer, Satterthwaite (1946) llegó de forma independiente a Ja misma solución propuesta por Welch. 
7 El propio Welch (1947) ha propuesto una ligera modificación de [12.11] que podría ofrecer una solución más 

exacta para gl' (ver, por ejemplo, Pardo y San Martín, 1998, pág. 199). No obstante, Ja diferencia entre ambas so­
luciones suele ser más bien insignificante. 
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El estadístico T' y su distribución muestra! (la distribución t de Student con los gra­
dos de libertad corregidos mediante [12.11]) sirven para contrastar la hipótesis de igual­
dad de medias siguiendo los mismos pasos que en el contraste que ya hemos resumido 
en el Cuadro 12.1. Lo único que hay que hacer es sustituir Tpor T' y glpor gl'. Y para 
construir el intervalo de confianza hay que tener en ~uenta que el error típico de la dife­
rencia entre las medias muestrales ( f>:y _y; ) ha cambiado; ya no se obtiene a partir de 
[12.4], sino a partir de [12.9]. 

1 2 

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras independientes no asumiendo 
que las varianzas poblacionales son iguales 

La Tabla 12.2 muestra los datos obtenidos en un estudio fobre la relación entre el peso 
de los niños al nacer (Y) y el hecho de que la madre haya fumado o no durante la gesta­
ción. De los 122 niños incluidos en el estudio, 37 pertenecen a una muestra aleatoria de 
madres fumadoras y 85 a una muestra aleatoria de madres no fumadoras. ¿Permiten es­
tos datos afirmar que el peso medio de los recién nacidos de Ínadres fumadoras es menor 
que el peso medio de los recién nacidos de madres no fumadoras? (a.= 0,05). 

Tabla 12.2. Descriptivos re(eridos al peso de 122 recién nacidos 

Grupo 

l. Madres fumadoras 

2. Madres no fumadoras 

37 

85 

2,67 

3,14 

SYj 

0,45 

0,59 

Se trata de un diseño con una variable categórica (grupo) con dos niveles (1 ="madres 
fumadoras", 2 ="madres no fumadoras") y una variable cuantitativa (peso al nacer) en 
la cual queremos comparar los grupos. Se trata, por anto, de datos susceptibles de ser 
analizados con la prueba T para muestras independientes: 

l. Hipótesis: H0: µy ~µY., H1: µy < µy,. 
1 2 l 2 

Contraste unilateral izquierdo. La hipótesis alternativa afirma que el peso medio de 
los recién nacidos de madres fumadoras es menor que el de los recién nacidos de 
madres no fumadoras. 

2. Supuestos: tenemos dos muestras aleatoria e independientemente seleccionadas de 
sus respectivas poblaciones. Los tamaños muestrales son lo bastante grandes como 
para pasar por alto el supuesto de normalidad. No asumimos varianzas poblacio­
nales iguales. 

3. Estadístico del contraste (ver ecuación [12.10]): 

T' = (2,67 - 3,14) - o -0,47 = -4 80 
0,098 , 
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4. Distribución muestra!: T' se distribuye segúngl'"' 89 (ecuación [12.11]). 

gl' = (0,45
2
/37 + 0,59

2
/85)

2 = 88,74 
(0,452/37)2/36 + (0,592/85)2/84 

5. Zona crítica (buscamos en la Tabla E del Apéndice final): T' .:<:::; t 89, 0•05 = -1,662. 

6. Decisión: como -4,80 < -1,662, se rechaza H0• Por tanto, puede afirmarse que los 
promedios poblacionales comparados son distintos: el peso medio de los recién 
nacidos de madres fumadoras es menor que el de los recién nacidos de madres no 
fumadoras. 

7. Nivel crítico: p = P(T' .:<:::; -4,80) < 0,005. 

8. Intervalo de confianza (ay _y; = 0,098; denominador del estadístico T'): 
1 2 

IY1 -Y2I ±tg/';l-a./2f¡Y¡-Y2 = 12,67-3,141 ±t89;0,975f¡Y¡-Y2 

0,47 ± 1,986(0,098) = 0,47 ± 0,19 = (0,28; 0,66) 

No sabemos cuál es, en la población, la diferencia exacta entre el peso medio de los 
recién nacidos de madres fumadoras y de madres no fumadoras, pero estimamos, 
con una confianza del 95 %, que se encuentra entre 280 y 660 gramos. 

La prueba T de Student para muestras independientes con SPSS 

El SPSS incluye, además de los dos estadísticos T estudiados en este capítulo (T para 
cuando puede asumirse que las varianzas poblacionales son iguales y T' para cuando 
no puede asumirse tal cosa), la prueba de Levene sobre igualdad de varianzas, la cual 
permite decidir si es o no razonable asumir que las varianzas poblacionales son iguales 
y, consecuentemente, si debe utilizarse una u otra versión del estadístico T. 

Estos contrastes están disponibles en la opción Comparar medias > Prueba T para 
muestras independientes del menú Analizar. La lista de variables del cuadro de diálogo 
principal contiene un listado con las variables numéricas y de cadena corta del archivo 
de datos. Para llevar a cabo un contraste con las especificaciones que el procedimiento 
tiene establecidas por defecto: 

l. Seleccionar la variable (o variables) cuantitativa en la cual se desea comparar los 
grupos y trasladarla a la lista Contrastar variables. A esta lista únicamente pueden 
trasladarse variables con formato numérico. Cada variable seleccionada genera un 
contraste, y cada contraste incluye, además de algunos estadísticos descriptivos, las 
dos versiones del estadístico del contraste (Ty T') junto con sus correspondientes 
niveles críticos (valores p) e intervalos de confianza. 

2. Seleccionar la variable categórica que define los dos grupos que se desea comparar 
y trasladarla al cuadro Variable de agrupación. Esta variable puede tener formato nu­
mérico o de cadena corta. 
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Tras seleccionar la variable de agrupación, aparecen junto a ella dos interrogan­
tes entre paréntesis que avisan de la necesidad de informar de los códigos (valores) 
que identifican a los dos grupos que se desea comparar (es necesario indicar estos 
códigos incluso aunque la variable de agrupación seleccionada solo tenga dos valo­
res). Paq definir estos códigos, pulsar el botón Definir grupos. 

Si la variable de agrupación es categórica, los códigos que definen los dos gru­
pos que se desea comparar deben introducirse en los cuadros de texto Grupo 1 y Gru­
po 2 de la opción Usar valores especificados: Los casos que posean otros códigos se­
rán excluidos del análisis. Si la variable de agrupación es una variable con formato 
de cadena, es muy importante tener en cuenta que los códigos deben introducirse 
de forma exacta (vigilando la presencia de espacios, las mayúsculas y minúsculas, 
etc.). Si se desea utilizar como variable de agrupación una variable cuantitativa, la 
opción Punto de corte permite introducir un valor como punto de corte para definir 
dos grupos: los casos con puntuación igual o mayor que el punto de corte formarán 
un grupo; el resto de los casos formarán el otro grupo (esta opción no está disponi­
ble si se elige una variable con formato de cadena como variable de agrupación). 

El botón Opciones del cuadro de diálogo principal ofrece la posibilidad de controlar al­
gunos aspectos del anáHsis. La opción Intervalo de confianza: k% permite establecer, en 
escala porcentual, el nivel de confianza (1- a) con el que se desea construir el intervalo 
de confianza para la diferencia de medias. El valor de k es, por defecto, 95, pero es posi­
ble introducir cualquier otro valor comprendido entre 0,01 y 99,99. 

Ejemplo. La prueba T de Student para muestras independientes con SPSS 

Este ejemplo muestra cómo contrastar hipótesis sobre dos medias independientes utili­
zando el procedimiento Prueba T para muestras independientes; Se basa en los datos de 
la Tabla 12.1, los cuales corresponden a una muestra de 20 niños con problemas percep­
tivos, la mitad de 101> cuales ha recibido entrenamiento para mejorar sus puntuaciones 
en el test Raven. Los datos se encuentran en el archivo Tabla 12.1 test raven, el cual 
puede descargarse de la página web del manual 

El objetivo del análisis es comparar los promedios de ambos grupos en el test Ra­
ven. Y esto es lo que haremos enseguida contrastando la hipótesis de igualdad de me­
dias con la prueba Tpara muestras independientes. Pero, antes, debemos formarnos una 
idea lo más exacta posible sobre las características de los datos que vamos a analizar. 
Esto, ya lo sabemos, se consigue aplicando herramientas descriptivas. Entre ellas, los 
diagramas de caja contienen toda la información relevante sobre una variable cuantita­
tiva, pues no solo informan de las tres características básicas de una distribución (centro, 
dispersión y forma de la distribución), sino que permiten detectar la posible presencia 
de casos anómalos. Para obtener estos diagramas: 

>- Seleccionar la opción Generador de gráficos del menú Gráficos y, en la pestaña Ga­
lería, seleccionar la opción Diagrama de caja y, a la derecha, seleccionar el primero 
de los gráficos propuestos. 
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> Arrastrar la variable grupo al eje horizontal y la variable raven al eje vertical (para 
poder llevar la variable grupo al eje horizontal es necesario que tenga asignado un 
nivel de medida nominal u ordinal). 

Aceptando estas selecciones se obtiene el diagrama de cajas que muestra la Figura 12.1. 
Para interpretar correctamente este gráfico prestamos atención a cuatro detalles (en caso 
necesario, revisar, en el Capítulo 4, el apartado Diagrama de caja): (1) el centro de la 
distribución: línea horizontal del interior de las cajas; (2) la dispersión de la distribu­
ción: altura de las cajas y longitud de los bigotes; (3) laforma de la distribución: 
longitud de los bigotes (la misma o distinta), ubicación de los casos atípicos (en una o 
en las dos colas); y (4) la posible presencia de casos atípicos. Las cajas del ejemplo 
indican que el centro (mediana) del grupo experimental es mayor que el del grupo con­
trol; que la dispersión del grupo experimental es mayor que la del control, aunque en 
ambos casos se trata de distribuciones poco dispersas (ningún bigote se extiende hasta 
su límite); en ninguno de los dos grupos se observan asimetrías evidentes; y tampoco 
se observan casos atípicos. 

Figura 12.1. Diagramas de caja correspondientes a los datos de la Tabla 12.1 
90-r---------------~ 

¡¡ 
> 
&. 
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;; 
¡¡ 
fil ro­
e: 
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u 
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Experimental Control 

Grupo de entrenamiento 

Los promedios observados son distintos. La cuestión que hay que resolver ahora es si 
son lo bastante distintos como para poder afirmar que los correspondientes promedios 
poblacionales también lo son. Para ello: 

> Seleccionar la opción Comparar medias > Prueba T para muestras independientes del 
menú Analizar para acceder al cuadro de diálogo Prueba T para muestras indepen­
dientes y trasladar la variable ravenala lista Contrastar variables y la variable grupo 
al cuadro Variable de agrupación. 

> Pulsar el botón Definir grupos e introducir los códigos 1 y 2 en los cuadros de texto Gru-
po 1 y Grupo 2. Pulsar el botón Continuar para volver al cuadro de diálogo principal. 

Aceptando estas selecciones, el Visor ofrece los resultados que muestran las Tablas 12.2 
y 12.3. La Tabla 12.2 contiene información descriptiva sobre la variable cuantitativa 
(puntuaciones en el test Raven); esta información se ofrece para cada grupo: número de 
casos válidos, media, desviación típica y el error típico de la media (el error típico de 
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la media de cada grupo se obtiene dividiendo su desviación típica por la raíz cuadrada 
de su tamaño muestra!). 

Tabla 12.2. Estadísticos descriptivos del procedimiento Prueba T para muestras independientes 
Puntuaciones en el test Raven 

Grupo de entrenamiento N Media Desv. típica Error típ. de la media 

Experimental 10 71,80 6,96 2,20 
Control 10 64,80 4,34 1,37 

La Tabla 12.3 ofrece, en primer lugar, un contraste de la hipótesis de igualdad de va­
rianzas basado en el estadístico F de Levene (ver Apéndice Ú). El ¡.-esultado d.e este 
contraste sirve para decidir si puede o no asumirse que las varianzas poblacionales son 
iguales: si la probabilidad asociada al estadístico de Levene (sig.) es menor que 0,05, 
habrá que rechazar la hipótesis de igualdad de varianzas y, consecuentemente, no podrá 
asumirse que son iguales. 

A continuación aparece el estadístico T(t), sus grados de libertad (gl), el nivel crí­
tico bilateral o valor p (sig.; el nivel crítico unilateral se obtiene dividiendo entre 2 el 
bilateral), la diferencia observada entre las medias de ambos grupos, el error típico de 
esa diferencia y los límites del intervalo de confianza para la diferencia entre las me­
dias poblacionales (calculado al 95%). Todo esto está calculado tanto para el caso de 
varianzas poblacionales iguales (línea encabezada se han asumido varianzas iguales) 
como para el ca,so de varianzas poblacionales distintas (línea encabezada no se han 
asumido varianias iguales). 

La probabilidad asociada al estadístico de Levene (sig. =O, 145 > 0,05) no permite 
rechazar la hipótesis de igualdad de varianzas8 y, por tanto, puede asumirse que las va­
rianzas poblacionales son iguales. En consecuencia, para contrastar la hipótesis de igual-

Tabla 12.3. Resumen del procedimiento Prueba T para muestras independientes 
Puntuaciones en el test Raven 

Prueba de 
Levene para 
la igualdad 

de varianzas Prueba T para la igualdad de medias 

95% Intervalo de 

Errortíp. confianza para la 

Sig. Diferencia de la diferencia 

F Sig. t gl (bilateral) de medias diferencia Inferior Superior 

Se han asumido 
varianzas iguales 2,03 ,171 2,70 18 ,015 7,00 2,59 1,55 12,45 

No se han asumido 
2,70 15,09 ,016 7,00 2,59 

varianzas iguales 
1,48 12,52 

8 Al hacer este mismo ejemplo aplicando la ecuación (12.7] hemos optado por asumir varianzas poblacionales igua­
les (Jo cual no suele ser un problema cuando los tamaños muestrales son iguales). El resultado de Ja prueba de Leve­
ne indica que, con estos datos, efectivamente no hay problema en asumir varianzas poblacionales iguales. 
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dad de medias nos fijaremos en los resultados de la fila encabezada asumiendo varian­
zas iguales: el estadístico tvale 2,70 y tiene asociado un nivel crítico bilateral de 0,015 
(el unilateral vale la mitad). Puesto que el nivel crítico (0,015/2 = 0,0075; no olvidar 
que estamos planteando un contraste unilateral) es menor que 0,05, se puede rechazar 
la hipótesis nula de igualdad de medias y concluir que la media en el test Raven de los 
sujetos entrenados es mayor que la de los sujetos no entrenados. 

No debe olvidarse que esta afirmación se refiere a las medias poblacionales (para 
ver si las medias muestrales son distintas no es necesario hacer ningún contraste). Y 
puesto que estamos afirmando que las medias poblacionales no son iguales, lo intere­
sante es poder estimar cuánto vale la diferencia. Precisamente para esto es para lo que 
sirve el intervalo de confianza: podemos estimar, con una confianza del 95%, que la di­
ferencia entre las medias poblacionales de ambos grupos se encuentra entre 1,55 y 12,45 
puntos. El hecho de que el valor cero no se encuentre entre los límites del intervalo tam­
bién permite rechazar la hipótesis de igualdad de medias. 

BlllhMHiiQM • 4AlliJ A 4 Mi' A **f *"' 
Apéndice 12 

El contraste sobre igualdad de varianzas 

Existen diferentes procedimientos9 para contrastar la hipótesis de que dos varianzas poblacionales 
son iguales. Uno de los más simples, debido aLevene (1960), consiste en transformar los valores 
originales Yii U se refiere alj-ésimo grupo:j = 1, 2; i se refiere al i-ésimo sujeto; por tanto: i = 
1, 2, .. ., n1 cuando j = 1; i = 1, 2, .. ., n2 cuando j = 2) en puntuaciones diferenciales en valor 
absoluto: 

[12.12] 

Se obtienen así unas nuevas puntuaciones que reflejan el grado de variabilidad presente en cada 
muestra (cuanto mayor sea la varianza de una muestra, mayores serán los valores absolutos de 
yj y mayor, en consecuencia, su media). Sobre esas puntuaciones se aplica el estadístico T sobre 
diferencia de medias (ecuación [12.6]) para contrastar, a partir de 

y [12.13] 

la hipótesis de que ambas muestras proceden de poblaciones con la misma media, es decir, 

[12.14] 

9 Ver, por ejemplo, O'Brien (1981). En Conover, Jhonson y Jhonson (1981) se comparan 60 procedimientos dife­
rentes para contrastar la igualdad de varianzas. La pruebaF clásica sobre igualdad de varianzas (Hartley, 1940, 1950) 
puede consultarse en Pardo y San Martín (1998, págs. 214-215). 
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Si las varianzas poblacionales son iguales, las medias muestrales de las puntuaciones diferen­
ciales definidas en [12.13] serán parecidas; si las varianzas poblacionales son distintas, las me­
dias muestrales de esas puntuaciones diferenciales serán distintas. Por tanto, si el estadístico T 
lleva al rechazo de la hipótesis [12.14], no podrá asumirse que las varianzas poblacionales son 
iguales. 

Hasta ahora, en todo momento hemos hablado de la heterogeneidad de varianzas como de 
algo relacionado con la prueba Tsobre diferencia de medias y, por tanto, como algo poco desea­
ble. Pero lo cierto es que la heterogeneidad de varianzas puede constituir, ella misma, un resul­
tado empírico relevante. Esto significa que, en ocasiones, el estudio de la variabilidad puede ser 
un fin en sí misma y no solamente un paso previo para la comparación de medias (ver, por ejem­
plo, Bryk y Raudenbush, 1988). Imaginemos que se quiere evaluar el nivel de desarrollo cogni­
tivo de dos grupos de niños que han seguido programas de instrucción diferentes. Para determinar 
cuál de los dos grupos ha alcanzado, en promedio, mayor nivel de desarrollo, bastará con com­
parar las medias de ambos grupos con alguno de los procedimientos ya estudiados. Pero esta for­
ma de proceder estaría pasando por alto una cuestión de cierta importancia: podría ocurrir que 
uno de los métodos consiguiera incrementar el nivel de desarrollo de forma generalizada (todos 
los niños mejoran su nivel de desarrollo) y que el otro método consiguiera el mismo objetivo con 
solo unos pocos niños, aunque de forma más marcada. Estas diferencias entre ambos métodos 
no quedarian reflejadas en las medias, pero sí en las varianzas, por lo que únicamente acompa­
ñando el contraste de medias con un contraste de varianzas podríamos obtener información sobre 
lo que está ocurriendo. 

Ejercicios 

12.1. Con el fin de estudiar el posible efecto del tipo de instrucciones sobre la ejecución de una tarea 
se ha seleccionado aleatoriamente una muestra de 13 sujetos. Cinco de ellos han realizado la 
tarea tras recibir instrucciones breves y sencillas (grupo 1 ); el resto, tras recibir instrucciones 
largas y explícitas (grupo 2). Asumiendo que las poblaciones muestreadas se distribuyen normal­
mente y con la misma varianza, ¿qué puede concluirse acerca del efecto del tipo de instrucciones 
sobre la ejecución de la tarea? (a= 0,05). 

Grupos 

2 3 

3 

5 

6 

6 

Sujetos 

7 

5 

8 

8 9 8 4 

5 

8 

5 

6 

2,92 
2,14 

12.2. Existe evidencia empírica que apoya la hipótesis de que las mujeres que han sufrido algún tipo 
de abuso sexual en la infancia desarrollan en la edad adulta ciertas pautas de comportamiento 
que reflejan la presencia de secuelas importantes derivadas del abuso experimentado. Entre otras 
cosas, son más ansiosas que las mujeres que no han sufrido tal abuso y muestran con frecuencia 
síntomas depresivos y fóbicos. Nada se sabe, sin embargo, sobre su conducta de afrontamiento. 
Para estudiar esto último se han formado dos grupos: uno de mujeres en cuyo historial clínico 
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existe algún episodio de abuso sexual y otro de mujeres sin la presencia de tales episodios. Tras 
evaluar en ambos grupos la respuesta de afrontamiento se han obtenido los siguientes resultados: 

Grupo Yj s2 
y nj 

1 = Conabuso 39,5 20 20 

2 = Sinabuso 43,0 15 60 

¿Se puede afirmar, con a= 0,01, que las mujeres que sufren algún tipo de abuso sexual (grupo 
experimental) puntúan en afrontamiento más bajo que las mujeres que no han sufrido tal abuso? 

12.3. Un investigador cree que los introvertidos y los extravertidos se diferencian en la resistencia 
de unos y otros a experimentar el síndrome de indefensión aprendida (déficit cognitivo, motiva­
cional y afectivo que aparece en ocasiones tras una experiencia aversiva inevitable). Para com­
probarlo, ha presentado una tarea de resolución de problemas a una muestra de 22 introvertidos 
y a otra de 16 extravertidos. La peculiaridad de estos problemas es que no tienen solución. Tras 
esto, todos los sujetos pasan por una nueva situación en la que se les presenta un conjunto de 
problemas parecidos a los anteriores pero con la diferencia de que éstos sí tienen solución. La 
expectativa del investigador es que los sujetos que hayan creado indefensión en la primera tarea 
rendirán, en la segunda, peor que los sujetos que no la hayan creado. El investigador anota el 
número de problemas resueltos por cada sujeto en la segunda tarea y obtiene una media de 3,5 
y una desviación típica de 1,8 en el grupo de introvertidos, y una media de 6,3 y una desviación 
típica de 3,2 en el de extravertidos. Con estos resultados y utilizando a= 0,05, ¿puede concluir­
se que los introvertidos y los extravertidos difieren en su resistencia a experimentar indefensión? 

12.4. Un educador cree que el orden en el que se presentan las preguntas de un examen afecta al rendi­
miento de los sujetos. Para obtener alguna evidencia sobre su sospecha, ha seleccionado un con­
junto de preguntas y las ha ordenado por su nivel de dificultad estimado. Basándose en esta 
ordenación, ha preparado dos exámenes: el primero (A) con las preguntas ordenadas en dificul­
tad creciente y el segundo (B) con las preguntas ordenadas en dificultad decreciente. Ha divi­
dido aleatoriamente una clase de 20 sujetos en dos grupos de 10 y a uno de ellos le ha pasado 
el examen A y al otro el B. Los resultados obtenidos se ofrecen en la siguiente tabla. ¿Puede con­
cluirse, con a = 0,05, que el orden de las preguntas afecta al rendimiento en el examen? 

Examen 

A 

B 

Sujetos 

82 78 83 95 90 65 

72 68 78 66 75 55 

90 75 72 70 

60 56 80 70 

Suma 

800 

680 

12.S. El los ejercicios 12. l al 12.4 se han aplicado contrastes de hipótesis basados en la prueba Tpara 
muestras independientes. La distribución muestra! del estadístico Tse aproxima a la.distribu­
ción t cuando las muestras proceden de poblaciones normales o cuando los tamaños muestrales 
son lo suficientemente grandes. En los cuatro ejercicios hemos asumido que estábamos traba­
jando con poblaciones normales. ¿Es correcto asumir normalidad en los cuatro casos? 

12.6. ¿Entre qué límites puede estimarse, con a= 0,05, que se encuentra la diferencia en el afronta­
miento medio de los dos grupos de mujeres del ejercicio 12.2? ¿Qué puede hacerse para mejorar 
la precisión dei intervalo? 
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12:7. Al contrastar H0: µY - µY. SO frente aH1: µy - µY. >O se ha obtenido para el estadístico del 
I 2 1 2 . ' 

12.8. 

12.9. 

contraste T, un valor de -2. Sabiendo que P(TS -2) = 0,045 y utilizando a= 0,05: 

a. ¿Qué decisión debe tomarse sobre H0? 

b. ¿Por qué? ( ) -2 < 0,05 ( ) 0,045 < 0,05 ( ). 0,955 > 0,05 ( ) 0,955 > 0,95. 

c. ¿A partir de qué nivel de significación podría rechazarse H
0
? 

Un investigador afirma que, entre los jóvenes de 15 a 20 años, las chicas fuman más que los chi­
cos. Tras administrar una encuesta a una muestra aleatoria de 100 jóvenes y registrar el número 
decigarrillos/díainformado,hapuestoaprueba/i0:µ . <µh b frenteaH·µ . >µ · 

. . . . . mujeres - om res l · mujeres hombres 
Y ha obtemdo una d1ferenc1a t1p1ficada T= 1,984. La siguiente tabla recoge algunos valores de 
la distribución muestra! del estadístico T: 

T 0,526 0,845 l,290 1,660 1,984 2,365 '2,626 

F(T)!Ho 0,700 0,800 0,900 0,950 0,975 0,990 0,995 

En este escenario, y con a= 0,01, ¿cuál de las siguientes deci~iones es correcta? 

a. Rechazar H 0 porque 1,984 > 1,660. 
b. Mantener H0 porque 1,984 > 1,660. 
c. Rechazar H0 porque P(T> 1,984) < 0,01. 
d. Mantener H0 porque P(T> 1,984) < 0,01. 
e. Rechazar H 0 porque 1,984 cae en zona crítica. 

En un estudio se ha obtenido T= 7,3. Sabemos que P(T< 7,3) = 0,025. Si el contraste es uni­
lateral derecho, esto significa que (decidir qué afirmaciones son correctas): 

a. Hay que rechazar H0. 

b. La probabilidad de que H0 sea verdadera vale 0,025. 
c. Lo razonable es mantener H 0• 

d. Podemos rechazar H 0 con una probabilidad de equivocarnos de 0,025. 
e. Al mantener H0 siendo verdadera, la probabilidad de equivocarnos vale 0,025 corno mínimo. 
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Apéndice final 
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Tabla A 
Números aleatorios 

4 5 8 7 7 3 8 
1 9 7 5 6 9 8 
1 4 2 2 1 8 9 
3 o 7 7 1 9 6 1 7 
3 4 9 5 5 2 5 8 o 
4 1 4 9 4 2 4 1 5 2 
3 9 6 6 o 7 .2 1 9 o 
7 5 1 5 1 7 3 4 5 2 
3 7 4 9 s o 2 o 1 4 
2 7 9 8 9 o 5 5 8 5 
9 1 3 7 2 5 8 7 1 1 
7 8 s 4 5 3 4 5 4 1 
8 6 4 4 1 5 3 7 7 o 
o 5 2 8 7 4 o 9 o 3 
8 6 2 1 o o 5 o 3 1 
3 2 8 8 5 8 9 5 6 4 
5 7 4 3 4 5 7 9 6 9 
6 9 2 9 1 9 4 2 3 3 
94.5.3.7 2 5.4 6 6 
o 2 o 5 6 5 8 5 1 9 
4 7 3 5 7 o 6 5 4 7 
1 4 4 1 6 7 6 6 9 9 
2 ó 1 3 2 4 6 7 9 1 
4 9 6 5 2 8 s s 1 o 
4 3 1 2 3 6 4 1 5 2 
9 4 4 6 1 4 8 6 7 9 
2 1 7 7 1 4 7 8 1 4 
4 2 5 3 2 7 4 3 2 3 
9 6 o 4 8 6 o s 4 1 
1 9 5 8 3 2 4 6 7 3 
2 5 5 o 1 2 4 7 s 
o 5 3 6 6 2 9 6 o 3 
7 8 5 .8 1 2 9 2 6 2 
2 6 5 6 3 3 6 3 6 8 
3 .7 3 7 6 7 3 9 1 1 
3 4 2 1 o 3 1 2 3 2 
8 s s 3. 7 9 o o o o 
7 o 1 8 1 2 9 3 4 6 
7 4 .4 7 4 4 4 1 6 5 
6 2 s 3 3 2 6 o s 1 

5 5 9 o 3 1 6 4 
o 3 2 5 1 2 7 5 2 
s 2 9 8 3 4 o 1 o 
4 1 1 3 7 9 3 3 7 
3 4 8 1 2 7 5 3 4 
9 4 6 2 1 5 2 8 1 9 
2 o 6 7 o 6 o 1 3 o 
o 7 4 7 9 6 6 7 7 4 
6 2 5 4 5 8 5 o 9 2 
1 7 7 3 5 5 4 7 7 2 
3 6 3 9 7 8 7 9 1 7 
9 8 6 7 s 7 9 3 1 8 
8 o 2 5 6 o 6 1 2 o 
7 3 1 7 9 4 5 5 2 8 
5 4 9 o 3 7 4 7 o 1 
o s 9 1 8 o 5 4 94 -
5 o 7 7 6 6 8 8 s 9 
o 8 1 8 7 7 6 4 7 2 
s 6 6 5 o 4 6 s 6 8 
5 3 3 7 4 o 5 8 2 4 
1 1 8 5 3 2 8 o 9 8 
9 7 5 8 9 6 4 s 9 o 
8 8 2 9 8 3 .2 6 2 9 
8 2 6 2 o 6 9 2 2 3 
4 o 4 2 2 8 7 1 8 2 
2 5 o 6 9 3 3 o 1 2 
2 7 3 7 4 o o 1 2 9 
3 8 s 3 3 6 s s 3 2 
1 4 9 o 5 o 9 4 4 1 
4 4 9 2 3 7 2 s 7 8 
s 2 .6 8 7 8 2 8 o 3 
4 7 6 1 1 9 1 6 s 3 
4 4 9 o 5 5 4 s 2 o 
3 9 9 8 7 7 2 7 9 7 
2 3 9 o 9 s 9 6 5 7 
o 2 3 9 7 7 5 o 6 9 
1 9 2 o 6 1 5. 8 4 2 
9 2 8 9 8 9 8 6 5 5 
9 3 6 5 9 8 3 2 4 3 
2 4 3 7 1 o 7 8 2 1 
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Tabla B (continuación) Tabla B (continuación) 

0,540 0,002 
0,882 . 0,275 0,085 0,020 o,oob 0,549 O,ÍÓ7 0,005 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,980 0,558 0,253 0,083 0,000 0,816 0,398 0,027 0,004 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,998 0,795 0,493 0,225 0,000 0,995 0,944 0,648 0,091 0,018 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 
1,000 0,996 0,927 0,724 0,438 0,194 0,057 0,009 0,001 0,000 0,000 0,999 0,987 0,836 0,515 0,217 0,059 0,009 0,001 0,000 0,000 0,000 
l,OÓO 0,999 0,981 0,882 0,665 0,387 o,158 0,039 0,004 0,000 0,000 1,000 0,998 0,939 0,722 0,403 0,151 0,034 0,004 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 0,996 0,961 0,842 0,613 0,335 0,118 0,019 0,001 0,000 1,000 1,000 0,982 0,869 0,610 0,304 0,095 0,015 0,001 0,000 0,000 
1,000 1,000 o,999 0,991 0,943 0,806 0,562 0,276 0;073 0,004 o,oóo 1,000 1,000 0,996 0,950 0,787 0,500 0,213 0,050 0,004 0,000 0,000 

1,000 1,000 0,998 0,985 0,927 0,775 0,507 0,205 0,026 0,002 1,000 1,000 0,999 0,985 0,905 0,696 0,390 0,131 0,018 0,000 0,000 
1,000 1,000 1,000 0,997 0,981 . 0,917. 0,747 0,442 o,11L 0,020. 1,000 1,000 1,000 0,996 0,966 0,849 0,579 0,278 0,061 0,002 0,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 0,997 0,980 0,915 0,725 0,341 0,118 1,000 1,000 1,000 0,999 0,991 0,941 0,783 0,485 0,164 0,013 0,001 
1,.000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,986. 0,931 0,718 0,460 1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,982 0,909 0,703 0,352 0,056 0,005 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,996 0,973 0,873 0,602 0,184 0,036 

0,254 0,055 0,010 0,001 0,000 0,000 0,000 . 0,000 0,000 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,995 0,965 0,833 0,451 0,171 

0,621 0,234 0,064 0,013 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 o,995 0,965 0,794 0,537 

0,866 0,502 0,202 0,058 0,011 0,001 0,000 0,000 0,000. 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 

0,966 0,747 0,421 0,169 0,046 0,008 0,001 0,000 0,000 0,000 0,185 0,028 0,003 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000' 0,000 
0,994 0,901 0,654 0,353 0,133 0,032 0,004 0,000 0,000 0,000 0,515 0,141 0,026 0,003 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,999 0,970 0,835 0,574 0,291 0,098 0,018 0,001 0,000 0,000 0,789 0,352 0,099 0,018 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 o,ooo 
1,000 0,993 0,938 0,771 0,500 0,229 0,062 0,007 0,000 0,000 0,93? 0,598 0,246 0,065 0,011 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 
1,000 0,999 0,982 0,902 0,709 0,426 0,165 0,030 0,001 0,000 0,983 0,798 0,450 0,167 0,038 0,005 0,000 0,000 0,000 0,000 
1;000 1,000 0,996 0,968 0,867 0,647 Ó,346 6,699 0,006 ó,ooó 0,997 0,918 0,660 0,329 0,105 0,019 0,002 0,000 0,000 º!ººº 1,000 1,000 0,999 0,992 0,954 0,831 0,579 0,253 0,034 0,003 0,999 0,973 0,825 0,527 0,227 0,058 0,007 0,000 0,000 - 0,000 
1,000 1,000 1,000 0,999 0,989 0,942 o,79-8 o,4?8 0,134 ·. 0,02~ 1,000 0,993 0,926 0,716 0,402 0,142 0,026 0,001 0,000 0,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,987 0,936 0,766 0,379 0,135 1,000 0,999 0,974 0,858 0,598 0,284 0,074 0,007 0,000 0,000 
1,000·. 1;000 .i;ooo 1;660 1,000 . 0,999 o,99o 0,945 Q,746 º,487 1,000 1,000 0,993 0,942 0,773 0,473 0,175 0,027 O,OÓl o;ooo 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,981 0,895 0,671 0,340 0,082 0,003 0,000 

0,229 0,044 0,007 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 1,000 1,000 0,995 0,962 0,833 0,550 0,202 0,017 0,001 

0,585 .. 0)98 0;047 0,008 .0,001 o,óoo <Q,OÓQ o,óqo· o,ogo ··d,óóo 1,000 1,000 1,000 0,999 0,989 0,935 0,754 0,402 0,068 0,007 

0,842 0,448 0,161 0,040 0,006 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,982 0,901 0,648 0,211 0,043 

0,956 0,698 0,355 0,12~ a,029· 0,004 ···o,ooo 0,000 . 0,000 0,000 .. 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,997 0,974 0,859 0,485 0,189 

0,991 0,870 0,584 0,279 0,090 0,018 0,002 0,000 0,000 0,000 1,000 1,000 I,000 1,000 1,000 1,000 0,997 0,972 0,815 0,560 

Q,999. 0,9}6 ... o,781 .. o,486 .. o,21_2 0,058 J>:,Qd8 .. Q;óoo ·o;óQQ ·º'ººº···· 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 

1,000 0,988 0,907 0,692 0,395 0,150 0,031 0,002 0,000 0,000 0,167 0,023 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
l,OÓO 0,998. _0,9-69 Ó,850 0,605 0,308 0,093.·. Q,012 0,000 0,900. 0,482 0,118 0,019 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 0,992 0,942 0,788 0,514 0,219 0,044 0,001 0,000 0,762 0,310 0,077 0,012 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 o,998 . o,982 o,9W· . 0,721 0,116 o,i30 o~oo9. o,oóo 0,917 0,549 0,202 0,046 0,006 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 1,000 0,996 0,971 0,876 0,645 0,302 O,G44 0,004 0,978 0,758 0,389 0,126 0,025 0,003 0,000 0,000 0,000 0,000 

1,oqc) 1,000 >l,OOQ · Ó,999 0,?9f _0,960 . Q •. 839. ·.·Q,.?~~ . . 0,158 o,d~g ' 0,995 0,894 0;597 0,264 0,072 0,011 0,001 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,992 0,953 0,802 0,415 0,153 0,999 0,962 0,775 0,448 0,166 0,035 0,003 0,000 0,000 0,000 
i;ooo 1,000 },000 1,ÓOO • 1,000 0,999 0,993. o,956 .O,Tl( 0;~12: 1,000 0,989 0,895. 0,641 0,315 0,092 0,013 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,997 0,960 0,801 0,500 0,199 0,040 0,003 0,000 0,000 
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Tabla B (continuación) Tabla B (continuación) 

1,000 0,000 
· 1,000 0,8,34 0,5??- 0,225 0,000 0,115 
1,000 1,000 0,928 0,736 0,403 0,000 1,000 0,295 
1,0ÓÓ. Í,000 ·.· .0,975·.· 0,874 0,611 . 0;242 •· 0,001 1,000 0,580 0,245 
1,000 1,000 1,000 0,994 0,954 0,798 0,451 0,083 0,009 1,000 1,000 1,000 · 1,000 0,999 0,865 0,623 
~:ooo.·· 1,090. l;0,00 .. ••. 1,000. 0,999 0;988 0,913• 0;690 0,238. . o,0.50 1,000 1,000 1,000 1,000. 1,000 1,000 1,000 1,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,981 0,882 0,518 0,208 

0,122 0,012 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
1;000· 1,ow .~;óóó i,óo,b í:o,oo Í;ÓQO 0,!1!18 0,?77 ,0,833 .o;5?2· 0,392 0,069 0,008 0,001. 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,677 0,206 0,035 0,004 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,150 0,018 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,867 0;411 0;101 O,Oi6 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,450 0,099 .0;014 0,901 • · o;ooo · ·ó,cíoo 0,000 o,()()o' Ó,OOÓ· º·º·º·º 0,957 0,630 0,238 0,051 0,006 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,734 0,271 0,060 0,008 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,989 0,804 0,416 0,126 0,021 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 

·0,902. _0,501 .0,165 : 0,033 <.Q,004 .· ·o,óoó 
"' 

0,000: . Ó,,OÓQ 0,000 .• O,QQ.0 0,998 0,913 0,608 0,250 0,058 0,006 0,000 0,000 0,000 0,000 
0,972 0,716 0,333 0,094 0,015 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 1,000 0,968 0,772 0,416 0,132 0,021 0,001 0,000 0,000 0,000 
o,994 0,867 . 0,534 0,209. 0,048 0,006 0,000. 0,000 0,000 0,000 1,000 0,990 0,887 0,596 0,252 0,057 0,005 0,000 0,000 0,000 
0,999 0,949 0,722 0,374 0,119 0,020 0,001 0,000 0,000 0,000 1,000 0,997 0,952 0,755 0,412 .. 0,128 0,017 0,001 0,000 0,000 
1,000 0,984 0,859 .0,563 0,240 .. o;o58 0,006 0,000 0,000 0,000 1,000 0,999 0,983 0,872 0,588 0,245 0,048 0,003 0,000 0,000 
1,000 0,996 0,940 0,737 0,407 0,135 0,021 0,001 0,000 0,000 1,000 1,000 0,995 0,943 0,748 0,404 0,113 0,010 0,000 0,000 
1,000 o,999 0,979 0,865 0,593 ,0,263 Ó,Ó6CÍ 0,004 0,000 O,OQO 1,000 1,000 0,999 0,979 0,868 0,584 0,228 0,032 0,000 0,000 
1,000 1,000 0,994 0,9-42 0,760 0,437 0,141 0,016 0,000 0,000 1,000 1,000 1,000 0,994 0,942 0,750 0,392 0,087 0,002 0,000 
1,000 1;000 0,999 0,980 : _0,881 0,626 0;27? 0,051 0,001 0,000 1,000 1,000 1,000 0,998 0,979 0,874 0,584 0,196 0,011 0,000 
1,000 1,000 1,000 0,994 0,952 0,791 0,466 0,133 0,006 0,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,994 0,949 0,762 0,370 0_,Q§ -· Q,003 
1,000 1,000· ,1,000 .• 0,999 .• 9,985 • o;9o6 0,667 0,284 0,028 0,002 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,984 0,893 0,589 0,133 0,016 
1,000 .1,000 1,000 1,000 0,996 0,967 0,835 0,499 0,098 0,011 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,996 0,965 0,794 0,323 0,075 
1,000 l,ooo .1,000 1,000 0,999 . 0,992 . 0,940 . 0,729 9,266 0,058 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,992 0,931 0,608 0,264 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,986 0,901 0,550 0,226 1,000 . 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 0,999 0,988 0,878 0,642 
1,000 1,QOO 1,000 l,OQO .. 1,000 11000 o;9!18 0,982 0,850 0,603 1,000 1,000 l._000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 
1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 

_0,135 : o,oi~ o,qgi o,oog o,qgo O,ifoo. o,ooo. g,óoo· 0,000 0,000 
0,420 0,083 0,010 0,001 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

0;105 o,237 ·0,046 O,Ó05 0,000 0,000 .. ó,66() 0,000 0,000 0,000 
0,885 0,455 0,133 0,023 0,002 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 

• 0,96?< 0,673 . 0,28~ ... 0,0?0 . 0;019 o,oot. . 0,000 b,000 . 0,000 :0,000 . 
0,991 0,837 0,474 0,163 0,032 0,003 0,000 0,000 0,000 0,000 

0,998 . 0,932 0:666 Q,308 ·. 0,084 0;012. ,0,901 0;000 6,900. 0000 ' ·'. 
1,000 0,977 0,818 0,488 0,180 0,035 0,003 0,000 0,000 0,000 

1,000 ·o,~~· . 0,9.16 0,667.·· 0,324. 0,088 0,011 0,000 0,000 0,000 

1,000 0,998 0,967 0,814 0,500 0,186 0,033 0,002 0,000 0,000 

J,000 l;OQQ· g,?89, 0,912 • 0,676_ .0,333 O,OSf .Q,007 0,000 0,000 

1,000 1,000 0,997 0,965 0,820 0,512 0,182 0,023 0,000 0,000 

.. 1,000. 1,000· • 0,999 o,988 . 0,9lp 0,692 0,334 0,068 0,002 .· 0,000 

1,000 1,000 1,000 0,997 0,968 0,837 0,526 0,163 0,009 0,000 
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Tabla C 
Distribución normal tipificada: N(O, 1) 

Probabilidades acumuladas (p) hasta cada valor Z 

0,0006 0,0005 

0,0009 0;0009 0,0009 o,óoo8 0,0008 o;ooó8 0;0008 0,0001 0,0001 .· 

0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 0,0012 0,0011 0,0011 0,0010 0,0010 
0,00l8 0;0017 . 0,0017 0,0016 . 0,0016 0,0015 Ó,0015 0,0014 0,0014 
0,0025 0,0024 0,0023 0,0023 0,0022 0,0021 0,0020 0,0020 0,0019 
0,0034 0,0033 0,0032 0,0031 . 0,0030 0,0029 0,0028 0,0027 0;0026 
0,0045 0,0044 0,0043 0,0041 0,0040 0,0039 0,0038 0,0037 0,0036 

0,0060 0,0059 0,0051 0,0055 o;oci54 0,0052 . 0,0051 o,0049 o,0048 
0,0080 0,0078 0,0075 0,0073 0,0071 0,0069 0,0068 0,0066 0,0064 
0,0104 0,0102 O,OQ99 0;0096 0,0094 ó,0091 0,00$9 .0,0087 0,0084 
0,0136 0,0132 0,0129 0,0125 0,0122 0,0119 0,0116 0,0113 0,0110 

0,0174 0,0170. 0,0166 0;0162 0,0158 0,0154 0;0150 0,0146 0,0~43 

0,0222 0,0217 0,0212 0,0207 0,0202 0,0197 0,0192 0,0188 0,0183 

0,0281 o,02]'! 0,0268 o,o_i62 0,0256 0,0250 0,0244 0,0239 0,0233 
0,0351 0,0344 0,0336 0,0329 0,0322 0,0314 0,0307 0,0301 0,0294 

0;0436 o,0427 o,04í:8 o;o;io9_ •(),ü;!OL (),Q3:~2 _(),0331_ Q,037~ ... o,0}67 
0,0537 0,0526 0,0516 0,0505 0,0495 0,0485 0,0475 0,0465 0,0455 
0,0655 (),0643 0;()630 0,0618 0,0606 0,0594 . Q,0582, . 0,0571 ()!()559_. 

0,0793 0,0778 0,0764 0,0749 0,0735 0,0721 O,Q708 0,0694 0,0681 

0,0951 . 0,0934 _Q,Q918 0,0~()_1 .Q,0885 0,0869 .· Q,0853, ();0838 ' 0,()8_23< 
0,1131 0,1112 0,1093 0,1075 0,1056 0,1038 0,1020 0,1003 0,0985 

o,Í335 o,1314 0,1292 0,1211 ó,1251 o,1z,30 . 0,1210 o,ú9o_ o,mo 
0,1562 0,1539 0,1515 0,1492 0,1469 0,1446 0,1423 0,1401 0,1379 
0,1814 0,1188. 0;1762 0,1736 0,17).1 0,1?85 .0,1660 .. O,Í6}5 0,1611 
0,2090 0,2061 0,2033 0,2005 0,1977 0,1949 0,1922. 0,1894 0,1867 
0,2389 0,2358 _0,232,7 0,2296 Q,2266 Q,22,36 0;2206' ' 0,2177 Ó,2148 
0,2709 0,2676 0,2643 0,2611 0,2578 0,2546 0,2514 º~2483 0,2451 

.o,3:oso - Q,3,015 _o,2981 o,~~ 0,291J:. o,z.817. _o,2_843J .0,2310 ... 1),2116 
0,3409 0,3372 0,3336 0,3_300 0,3264 0,3228 0,3192 0,3156 0,3121 

.. !J.3783 .. 0,3745. o,J,zo1_ o,3§69 ... ó,3:§32, ·º'ª~9,4 ,0,3557 0;3_,s.z.o: o,~483 
0,4168 0,4129 0,4090 0,4052 0,4013 0,3974 0,3936 0,3897 0,3859 

o,4562 · · o,4522 0,44~3 0~4443 .·.· .0,4404 ó,4364 o; .. 1325 o,4z~6 . o,4247 
0,4960 0,4920 0,4880 0,4840 0,4801 0,4761 0,4721 0,4681 0,4641 

0,5871 
0,6255 

0,6591 0,6628 
0,6950 0,6985 
o, 7291 o, 7324 
0,7611 0,7642 
0,7910 0,7939 
0,8186 0,8212 
0,8438 0,8461 
0,8665 0,8686 
0,8869 0,8888 

0,9049 . 0,9066 
0,9207 0,9222 

0,9345 
0,9463 
0,9564 
0,9649 

0,9719 

0,9357 
0,9474 
0,9573 
0,9656 

0,9726 

0,9778 0,9783 
0;9826 . . 0;9830 
0,9864 0,9868 
0,9896 - 0,9898 

0,9920 0,9922 
0,9940 0,9941 
0,9955 0,9956 
0,9966 ' 0;9967 

0,9975 0,9976 
0,9982 0,9982 
0,9987 0,9987 
o,9991 o,9991 
0,9993 0,9994 

Valores z, seleccionados: 
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0,5517 
0,5910 0,5948 
0,6293 0,6331 
0,6664 0,6700 
0,7019 0,7054 
0,7357 0,7389 
0,7673 0,7704 
0,7967 0,7995 
0,8238 0,8264 
0,8485 0,8508 
0,8708 0,8729 
0,8907 0,8925 

0,9082 0,9099 
0,9236 0,9251 
0,9370 0,9382 
0,9484 0,9495 
0,9582 0,9591 
0,9664 0,9671 

0,9732 0,9738 

0,9788 0,9793 
0,9834 - 0,9838 
0,9871 0,9875 
0,9901 0,9904 
0,9925 0,9927 
0,9943 0,9945 

0,9957 0,9959 
0,9968 0,9969 
0,9977 0,9977 

0,9983 0,9984 
0,9988 0,9988 
0,9991 o,9992 
0,9994 0,9994 

Z0,90 = 1,282 

Zo,99 = 2,326 

Zo,9994 = 3,25 

0,5987 

0,6368 
0,6736 
0,7088 
0,7422 
0,7734 
0,8023 
0,8289 

0,8531 
0,8749 
0,8944 
0,9115 

0,9265 
0,9394 
0,9505 
0,9599 
0,9678 

0,9744 

0,9798 
0,9842 
0,9878 
0,9906 
0,9929 
0,9946 

0,9960 
0,9970 
0,9978 
0,9984 
0,9989 
0,9992 
0,9994 

0,5675 
0,6026 0,6064 
0,6406 0,6443 
0,6772 0,6808 
o, 7123 o, 7157 
0,7454 0,7486 
0,7764 0,7794 
0,8051 0,8078 

0,8315 0,8340 
0,8554 0,8577 
0,8770 0,8790 
0,8962 0,8980 

0,9131 0,9147 
0,9279 0,9292 

0,9406 0,9418 
0,9515 
0,9608 

0,9686 

0,9750 

0,9803 
0,9846 
0,9881 
0,9909 
0,9931 
0,9948 
0,9961 

0,9971 
0,9979 

0,9985 
0,9989 

0,9992 
0,9994 

0,9525 
0,9616 
0,9693 

0;9756 
0,9808 
0,9850 
0,9884 
0,9911 
0,9932 
0,9949 
0,9962 
0,9972 
0,9979 

0,9985 
0,9989 

0,9992 
0,9995 

0,6103 
0,6480 0,6517 
0,6844 0,6879 
0,7190 0,7224 
0,7517 0,7549 
0,7823 
0,8106 

0,8365 
0,8599 
0;8810 
0,8997 

0,9162 
0,9306 
0,9429 
0,9535 
0,9625 

0,9699 

0,9761 
0,9812" 
0,9854 
0,9887 
0,9913 

0,9934 
0,9951 
0,9963 

0,7852 
0,8133 

0,8389 
0,8621 
0,8830 
0,9015 
0,9177 

0,9319 
0,9441 
0,9545 
0,9633 

0,9706 
. 0,9767 

-0;9817 

0,9857 
0,9890 
0,9916 
0,9936 
0,9952 
0,9964 

0,9973 _ 0,9974 

0,9980 0,9981 
0,9986 0,9986 
0,9990 0,9990 
0,9993 0,9993 
0,9995 0,9995 

Zo,95 = 1,645 

Zo,995 = 2,576 

Zo,975 = 1, 960 

Zo,999 = 3,090 

Z0,999, = 3,50 Z0,9999 = 3, 75 
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TablaD 
Distribuciones x,2 (ji-cuadrado) 

V al ores x~1, P que acumulan una probabilidad p con diferentes grados de libertad (g/) 

. 0;02 0,10.. 4,61. })? ,: 
0,12 0,22 0,35 0,58 6,25 7,81 9,35 11,34 12,84 16,27 
o,i( o,48 o,n 1,06 C };'78 ,9;4.9 ~)J.1,14 • 13,28 14&6 18,~7; 

0,41 0,55 0,83 1,14 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09 16,75 20,52 
:o,68. o;87 1,24 ),64 i2;20 10,64 I2A9 )4.;45_ 16,81 1~,55 22;46 

0,99 1,24 1,69 2,27 2,83 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28 24,32 
1,34 . 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,5.3 20,09 21,516 26,13 
1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59 27,88 
2,16 2,56 , 3,25 3,94 4,87 is,99 18,31 20,48. i.3;21 25,J9 29,59 
2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 17,28 19,68 21,92 24,72 26,76 31,26 
3,07 3,57. 4.,40 . 5,23 6,30 18,55 ,21;03 23;34 26,22. 28,30 . 32,91 
3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82 34,53 
4,07 4,66 5,63 6,57. 7,79 21,06 23,68 ·.·. 26,12 29,14 31,32 36,12 
4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80 37,70 
5,14 · 5,81 6,91 7,96 9,31 ·• 2.3,54 26,30 . is,85 . 32,p6 34,27 39,25 
5,70 6,41 7,56 8,67 10,09 24,77 27,59 30,19 33,41 35,72 40,79 
6,26. 7,01 8,23 .9,39 . 10,86 25,99 28,87 3t5.3 _34,81. 37;i6 . ~.31 
6,84 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19 38,58 43,82 
1,43 . 8,26 8,59 _10,85 iz,14 28,41 ,31,4i 34,17 37,s7 _40,oo 45,.31 
8,03 8,90 10,28 11,59 13,24 29,62 32,67 35,48 38,93 41,40 46,80 

:8,64 9,54 . 10,98 12,34 i4,64 ~~.81 33,?? ._ M:18, .49,29 e 1:2.~o ;48,27 
9,26 10,20 11,69 13,09 14,85 . 32,01 35,17 38,08 41,64 44,18 49,73 
9,89 ió;86 Ii,40 ·J3,85 15,66_ 33,20 36,42 ~9,36 g9~ 45.,5§ 51,18 

8,65 10,52 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93 52,62 
n,16 12,20 13,84, 15,38 · 11,29 35,56 .38,89 .41,92 45~# .. 48,29 54,o5 , 
11,81 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96 49,64 55,48 

.12,46 _B;s.6 .. 15,31 16,39 18,94. 3z;9f_ .. :i1,34 .44;46 .. 48,28 .50,99. 56,89 
13,21 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59 52,34 58,30 
13;79 i4,95_ 16,'Í9 18;49 .20060, 40,26 _43,77 46,98 50,89, 53,67. 59,70, 
20,71 22,16 24,43 26,51 29,05 51,81 55,76 59,34 63,69 66,77 73,40 
27,99 29,7i .32,36 34,76 .37,69 63,17 67,50 . n;42 76,15 79,49 86,66 
35,53 37,48 40,48 43,19 46,46 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95 99,61 
43,28 45,44 48,76 51;74 55,33 85,53 90;53 95,02 100,43 164,21 U2;32 . 
51,17 53,54 57,15 60,39 64,28 96,58 101,88 106,63 112,33 116,32 124,84 
59,20 61,75 65,65 69,13 73,29 107,57 113,15 118,14 i24)2 128,30 137,21 
67,33 70,06 74,22 77,93 82,36 118,50 124,34 129,56 135,81 140,17 149,45 

Con gl> 30, puede utilizarse la aproximación: x:1.P " .!. [Z + J2gl -1]2
• •. 2 p 
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Tabla E 
Distribuciones t de Student 

Valores tgl;p que acumulan una probabilidad p con diferentes grados de libertad gl 

(tgl;p = -tg/;1-p) . 

-5,841 -4,541 -3,182 -2,353 -1,638 r;638 2,353 3,182 4,541_ 5;841 10,21 

-4,604 -3,747 -2,776 -2,132 '-1,533 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173 
-4,032 -3,365 -2,571 -2,015 -1,476 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 5,893 
-3,707 -3,143 -2,447 -1,943 -1,440 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208 
.,-3,499 -2,998 -2,365 -1,895 -1,415 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785 
-3,355 -2,896 -2,306 -1,860 -1,397 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501 
-3,250 -2,821 -2,262 -1,833 -1,383 1,383 1,833 2,262 2,821 3;250 4,297 

-4,144 -3,169 -2,764 -2,228 -1,812 -1,372 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144 
-4,025 -3,106 -2,718 -:2,201 -1;!796 -1,363 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 4,025 
-3,930 -3,055 -2,681 -2,179 -1,782 -1,356 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,930 
-3,852 -3,012 -2,650 -2,160 -1,771 -1,350 1;350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,852 
-3,787 -2,977 -2,624 -2,145 -1,761 -1,345 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,787 
-3,733 -2,947 -2,602 ..::z,131 -1,753 -1,341 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,733 
-3,686 -2,921 -2,583 -2,120 -1,746 -1,337 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,686 
-3,646 -2,898 

1 

-2,567 -2,110 -1,740 -1,333 1,33.3 1,740 2,110 2,567 2,898 3,646 
. -3,610 -2,878 -2,552 -2,101 -1,734 -1,330 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,610 

-3,579 ~2,861 -2,539 .:.2,093 -1,729 -1,328 1,328 1,729 2,093 2,539 L.:S6T -3,579 
-3,552 -2,845 -2,528 -2,086 -1,725 -1,325 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552 
-3,505 -2,831 ~2,518 -2,080 -1,721 -1,323 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,505 
-3,505 -2,819 -2,508 -2,074 -1,717 -1,321 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,505 
-3,485 -2;807 -2,500 -2,069 -1,714 -'1;319 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,485 
-3,467 -2,797 -2,192 -2,064 -1,711 -1,318 1,318 1,711 2,064 2,192 2,797 3,467 
-3,450 -2,787 -2,485 -2,060 -1,708 -1,316 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,450 
-3,435 -2, 779 -2,479 -2,056 -1,706 -1,315 1,315 1,706 2,056 2,479 2, 779 3,435 
-3,421 -2, 771 -2,473 -2,052 -1, 703 -1,314 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,421 
-3,408 -2,763 -2,467 -2,048 -1,701 -1,313 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,408 
-3,396 -2,756 -2,462 -2,045 -1,699 -1,311 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,396 
-3,385 -2, 750 -2,457 -2,042 -1,697 -1,310 1,310 1,697 2,042 2,457 2, 750 3,385 
-3,307 -2,704 -2,423 -2,021 -1,684 -1,303 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307 
-3,261 -2,678 -2,403 -2,009 -1,676 -1,298 1,298 1,676 2,009 2,403 2,678 3,261 
-3,232 -2,660 -2,390 -2,000 -1,671 -1,296 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 3,232 
-3,211 -2,648 -2,381 -1,994 -1,667 -1,294 1,294 1,667 1,994 2,381 2,648 3,211 
-3,195 -2,639 ~2,374 -1,990 -1,664 -1,292 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639 3,195 

' -3,183 -2,632 -2,369 -1,986 -1,662 -1,290 1,290 1,662 1,986 2,369 2,632 3,183 
-3,174 -2,626 -2,365 -1,984 -1,660 -1,290 1,290 1,660 1,984 2,365 2,626 3,174 

• -3,131 -2,601 -2,345 -1,972 -1,653 -1,286 1,286 1,653 1,972 2,345 2,601 3,131 
' -3,092 -2,586 -2,334 -1,965 -1,648 -1,283 1,283 1,648 1,965 2,334 2,586 3,092 

-3,090 -2,576 -2,326 -1,960 -1,645 -1,282 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090 
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0,2132 

0,2237 

••1·0,2312 
0,24 0,2448 

Tabla F 
Transformación Z de Fisher 

V al ores Z correspondientes a Rxr y p xr 

0,2661 . 0,5627 

0,2769 0,5763 

0,2877 0,5901 

0,2986 0,6042 

0;3095 0;6184 

0,3205 0,6328 

0;3316 0,6475 

0,3428 0,6625 

0,3541. 0,6777 

0,3654 0,6931 

0,3769 0,7089 

0,3884 0,7250 

0,4001 0,7414 

0,4356 0,7928 

0,4477 0,8107 

0,4599 0,8291 

0,4722 0,8480 

0,4847 0,8673 

0,4973 .. 0,8872 
0,5101 0,9076 

0,5230• 0,9287 

0,49 0,5361 0,74 0,9505 

z 
0,9730 

~0,,9962 

1,0203 

1,0454 

1,0714 

1;0986 

1,1270 

1;1568 

1,1881 

1,2212 

1,2562 

1,2933 

1,3331 

1,3758 

1,4219 

1,4722 

1,5275 

1,5890 

1,6584 

1,7380 

1,8318 

1,9459 

2,0923 

2,2976 

0,99 2,6467 

Á¡g 

Ar 

B(n, n 1) 

e 
cmáx 

ck 
CN.n 
cvmedia 

cvmediana 

Dk 
E 

Erna., 
E(Y) 
f(Y) 
F(Y) 
gl 
g¡ 

g2 
Ho 
H1 

j 

!Ca 
IVC 

L; 
Ls 
m; 

mij 

Mdn[desv[ 

Mdnr 

Glosario de símbolos 

amplitud intercuartil. 
• ú 

amphtud total. 

distribución teórica binomial, con parámetros n y n1• 

coeficiente de contingencia. 
valor máximo del coeficiente de contingencia 
centiles. 

combinaciones sin repetición de N elementos tomados de n en n. 
coeficiente de variación basado en la media. 
coeficiente de variación basado en la mediana. 
deciles. 

espacio muestra!. .. 
error máximo en los intervalos de confianza. 
valor esperado de la variable Y. 
funcjón de probabilidad (o de densidad) de la variable Y. 
función de probabilidad (o de densidad) acumulada de la variable Y. 
grados de libertad. 
índice de a!;imetría. 
índice de curtosis. 

hipótesis nula en los contrastes de hipótesis. 
hipótesis alternativa en los contrastes de hipótesis. 

i-ésimo valor de una variable. En variables categóricas: i = 1, 2, ... , J. En 
variables cuantitativas: i = 1, 2, ... , n. 
j-ésimo valor de una variable categórica: j = 1, 2, ... , J. También, j-ésimo 
grupo. 

intervalo de confianza para el parámetro e. 
índice de variación cualitativa. 
límite inferior de un intervalo de confianza 

límite superior de un intervalo de confianza. 

:frecuencias teóricas o esperadas en una tabla de contingencias unidimen-
sional. 

) 

:frecuencias teóricas o esperadas en una tabla de contingencias bidimensional. 
mediana•de las desviaciones. 
mediana de la variable Y. 



370 Análisis de datos (vol. 1) 

M(n, n;) 

Mr 
n 

N 
N(a, b) 

p 

P1 
Pa; 

P; 
pk 
pn 
P(S) 

P(S1 uS2 ) 

P(S1 nS2 ) 

P(S¡ IS2) 

Q 
Qk 
R; 
Rij 

RXY 

sg¡ 

sgz 

Sy 

s2 
y 

SXY 
tgl 

T 

V 

distribución teórica multinomial, con parámetros n y n;. 

momento de orden r. 
número de casos en la muestra. 

número de casos en la población. 

distribución teórica normal, con parámetros a y b. 

frecuencia absoluta acumulada. 

frecuencias absolutas. Variable multinomial. 
número de casos en el grupo j (j = 1, 2, ... , J). 
frecuencias conjuntas en una tabla de contingencias. 

frecuencias marginales de las filas en una tabla de contingencias. 

frecuencias marginales de las columnas en una tabla de contingencias. 

número de "unos" (éxitos). Variable binomial. 

nivel crítico. 

proporción de "unos" (éxitos). Variable binomial. 

frecuencia relativa acumulada. 

frecuencia relativa. Variable multinomial. 

percentiles. 

permutaciones sin repetición. 

probabilidad de un suceso. 

probabilidad de la unión de dos sucesos. 

probabilidad de la intersección de dos sucesos. 

probabilidad condicional. 

trimedia. 

cuartiles. 

residuos en una tabla de contingencias unidimensional. 

residuos en una tabla de contingencias bidimensional. 
coeficiente de correlación de Pearson entre las variables X e Y. 
error típico del índice de asimetría. 

error típico del índice de curtosis. 

desviación típica de la variable Y(siempre la insesgada). 

varianza de la variable Y (sien:ipre la insesgada). 

covarianza entre las variables X e Y. 
distribución teórica t de Student con gl grados de libertad. 

variable distribuida según el modelo teórico de probabilidad t de Student. 
varianza de una variable. 

coeficiente V de Cramer. 
variaciones sin repetición de N elementos tomados de n en n. 

estadístico de Pearson distribuido según el modelo de probabilidad ji-cuadrado. 

y, Y; puntuaciones diferenciales de la variable Y. 

Y, Y; puntuaciones directas de la variable Y. 

y 
Yann 
Yfdesvf 

Ygeom 

Y¡ 

media de la variable Y. 
media armónica de la variable Y. 
media de las desviaciones. 

media geométrica de la variable Y. 

media de la variable Y en elj-ésimo grupo. 
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Y w media winsorizada de la variable Y. 

Yk% media recortada o truncada de la variable Y. 
Z, Z; puntuaciones típicas. 

ZR, residuos tipificados. 

ZRxr transformación Z de Fisher para el coeficiente de correlación de Pearson. 

%a; frecuencia porcentual acumulada. 
%; frecuencia porcentual. 

Significado de las letras griegas utilizadas 

a 

9 
e 

1tij 

ni+, n"'i 

TI 

Pxr 
2 

<Jy 

<Jy 

2.: 
cp 
x2 

2 
Xgz 

nivel de significación o riesgo en los contrastes de hipótesis y en los intervalos 
de confianza. 

form<l¡ genéri9a de identificar un parámetro. 

forma genérica de identificar un estadístico utilizado como estimador. 

valor esperado (media poblacional o teórica) de la variable Y. 

notación genérica para los grados de libertad. 

proporción teórica en una variable dicotómica. 

proporción teórica en una variable categórica. 

proporción teórica en una tabla de contingencias bidimensional. 

proporciones teóricas marginales en una tabla de contingencias bidimensional. 

símbolo del producto. 

coeficiente de correlación de Pearson en la población. 

varianza teórica o poblacional de la variable Y. 
desviación típica teórica o poblacional de la variable Y. 
símbolo del sumatorio. 

coeficiente de correlación fi. 

distribución teórica de probabilidad ji-cuadrado. 

distribución teórica de probabilidad ji-cuadrado con gl grados de libertad. 
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